i UNIVERSIDADE ESTADUAL DO RIO GRANDE DO NORTE
tﬂ‘ UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO SEMI- ARIDO
g% (3 PROGRAMA DE POS- GRADUA(;AO EM CIENCIA DA

COMPUTACAO

KERGIONALDO PIRES FERNANDES SOARES

PROBLEMA DE ROTEAMENTO DE VEICULOS COM
ENTREGAS FRACIONADAS E DRONES: FORMULACAO
MATEMATICA, METAHEURISTICAS E ANALISE
COMPARATIVA

MOSSORO
2025



KERGIONALDO PIRES FERNANDES SOARES

PROBLEMA DE ROTEAMENTO DE VEICULOS COM
ENTREGAS FRACIONADAS E DRONES: FORMULACAO
MATEMATICA, METAHEURISTICAS E ANALISE
COMPARATIVA

Dissertacdo apresentada ao Programa de
P6s-Graduagdo em Ciéncia da Computagdo -
associacao ampla entre a Universidade Federal
Rural do Semi-Arido e a Universidade Estadual
do Rio Grande do Norte, para a obtencdo do
titulo de Mestre em Ciéncia da Computagao.

Orientador: Prof. Dr. Dario José Aloise -
UERN

Coorientador: Prof. Dr. Sebastido Emi-
dio Alves Filho - UERN

MOSSORO
2025



© Todos os direitos estao reservados a Universidade do Estado do Rio Grande do Norte. O conteddo desta obra é de inteira
responsabilidade do(a) autor(a), sendo o mesmo, passivel de san¢des administrativas ou penais, caso sejam infringidas as leis
que regulamentam a Propriedade Intelectual, respectivamente, Patentes: Lei n° 9.279/1996 e Direitos Autorais: Lei n°
9.610/1998. A mesma podera servir de base literaria para novas pesquisas, desde que a obra e seu(a) respectivo(a) autor(a)
sejam devidamente citados e mencionados os seus créditos bibliograficos.

Catalogacao da Publica¢ao na Fonte.
Universidade do Estado do Rio Grande do Norte.

S676p Soares, Kergionaldo Pires Fernandes
PROBLEMA DE ROTEAMENTO DE VEICULOS COM
ENTREGAS FRACIONADAS E DRONES: FORMULAGCAO
MATEMATICA, METAHEURISTICAS E  ANALISE
COMPARATIVA. / Kergionaldo Pires Fernandes Soares. -
Mossoré, 2025.
64p.

Orientador(a): Prof. Dr. Dario Aloise.

Coorientador(a): Prof. Dr. Sebastido Alves Filho.

Dissertacdo (Mestrado em Programa de Pods-
Graduacao em Ciéncia da Computagdo). Universidade do
Estado do Rio Grande do Norte.

1. Roteamento de Veiculos. 2. Entregas Fracionadas.
3. Drones. 4. Heuristicas. 5. Metaheuristicas. |. Aloise,
Dario. Il. Universidade do Estado do Rio Grande do Norte.
llI. Titulo.

O servico de Geragdo Automatica de Ficha Catalografica para Trabalhos de Conclusdo de Curso (TCC’s) foi desenvolvido pela
Diretoria de Informatizagdo (DINF), sob orientacdo dos bibliotecarios do SIB-UERN, para ser adaptado as necessidades da
comunidade académica UERN.



KERGIONALDO PIRES FERNANDES SOARES

PROBLEMA DE ROTEAMENTO DE VEICULOS COM
ENTREGAS FRACIONADAS E DRONES: FORMULACAO
MATEMATICA, METAHEURISTICAS E ANALISE
COMPARATIVA

Dissertacdo apresentada ao Programa de
P6s-Graduag@o em Ciéncia da Computacdo para
a obtencdo do titulo de Mestre em Ciéncia da
Computagdo.

Aprovada em: 29 de Agosto de 2025

BANCA EXAMINADORA

Documento assinado digitalmente

“b DARID JOSE ALOISE
g Data: 30,/08/2025 15:03:49-0300
Verifique em https:/ validar.iti_gov.br

Prof. Dr. Dario José Aloise - UERN
Presidente

Doeoumento assinado digitalmente
ub SEBASTIAD EMIDND ALVES FILHD
g Data: 02/09/2025 21:54:41-0300
werifigue em https:/validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Sebastido Emidio Alves Filho - UERN
Primeiro Membro

Dooumento assinado digitalmente

ub FABIO FRAMCISCO Db COSTA FONTES
g Data; 0209/ 2025 (9512 5-0300
Verifigque em hittps:/ fvalidar.iti, gov.br

Prof. Dr. Fabio Francisco da Costa Fontes - UFERSA
Segundo Membro

-1 i

tii

Prof. Dra. Andréa Cynthia Santos - Université Le
Havre
Terceiro Membro



A minha familia, pois € minha base e meu porto

seguro na vida e na minha formacao académica.



AGRADECIMENTOS

A Grande Inteligéncia Cosmica, pela possibilidade de grandes realizagdes.

A minha familia, minha mée, meu pai e meus irmios, aos que recebi total
apoio, suporte e incentivo.

A minha companheira, que também passou pela formagdo de mesma titulacio,
o mestrado académico, em outra area.

Aos docentes do Programa de Pds-graduagdao em Ciéncia da Computagdo da
UERN e UFERSA, especialmente aos membros orientadores desta formagdo de mestrado,
meu orientador € meu coorientador, Dr. Dario José Aloise e Dr. Sebastiao Emidio Alves
Filho e aos demais membros da banca de defesa da qualificacdo e defesa.

Aos colegas de mestrado que cursaram as disciplinas em comum e com mesma
orientagao.

Aos colegas professores e demais profissionais da EEPJA, durante minha
atuacdo profissional como professor de Informatica.

Aos amigos, que também tiveram a mesma formacao de titulo em 4reas dife-
rentes.

Um agradecimento a nivel de crédito de grandes pesquisadores da literatura
deste trabalho, os doutores Mauricio Resende, Lin e Keld Helsgaun, pelas dividas sanadas

sobre suas heuristicas e metaheuristicas via email e Linkedin.



EPIGRAFE

"O verdadeiro sinal de inteligéncia ndo € o conhecimento, mas a imaginagdo."

(Albert Einstein)



RESUMO

O Problema de Roteamento de Veiculos (PRV), uma generalizacdo do cldssico Problema
do Caixeiro Viajante (PCV), é amplamente estudado na literatura. Com aplicacdes em
diversos setores, esses problemas de roteamento sdo os mais pesquisados na drea de
transportes e logisticas, mas abrangem muito outros campos de aplicagdo. Na tdltima
década, com o avango das tecnologias dos Veiculos Aéreos nao Tripulados, os drones,
os problemas classicos como o PCV e o PRV ganharam novas variantes e aplicacoes.
Empresas e organizacdes ja t€ém investimento significativo na dltima década para garantir
grandes vantagens com os drones. Atualmente os drones estdo sendo aplicados nos mais
diversos setores, possibilitando reducdo de custo e mobilidade. Com suas vantagens em
relacdo a flexibilidade operacional e capacidade de acesso a locais de dificil alcance,
pesquisas em Pesquisa Operacional, Otimizagdo, Robética e Inteligéncia Artificial estao
em alta e s6 tendem a aumentar. O presente trabalho aborda o Problema do Roteamento
de Veiculos com Entregas Fracionadas e Drones para o caso dos servigos de entregas de
mercadorias com a cooperacdo de caminhdes e drones e propde a formulacdo matematica
e a implementagdo de um algoritmo genético com chaves aleatdrias viciadas (BRKGA)
com integracao da Heuristica LKH e da Metaheuristica ILS-RVND para buscar solugdes
otimizadas, que minimizem as rotas e, consequentemente, o tempo das entregas. Este

trabalho apresenta resultados bons promissores com a utilizagdo das técnicas.

Palavras-chave: Roteamento de Veiculos. Entregas Fracionadas. Drones. Heuristicas.

Metaheuristicas



ABSTRACT

The Vehicle Routing Problem (VRP), a generalization of the classic Traveling Salesman
Problem (TSP), is widely studied in the literature. With applications in various sectors,
these routing problems are the most researched in the area of transportation and logistics,
but they encompass many other fields of application. In the last decade, with the advan-
cement of Unmanned Aerial Vehicle technologies, drones, classic problems such as the
TSP and VRP have gained new variants and applications. Companies and organizations
have already made significant investments in the last decade to secure major advantages
with drones. Currently, drones are being applied in a wide variety of sectors, enabling cost
reduction and mobility. With their advantages in relation to operational flexibility and the
ability to access hard-to-reach locations, research in Operations Research, Optimization,
Robotics, and Artificial Intelligence is booming and is only expected to increase. This
paper addresses the Vehicle Routing Problem with Fractional Deliveries and Drones for the
case of goods delivery services with the cooperation of trucks and drones and proposes the
mathematical formulation and implementation of a genetic algorithm with biased random
keys (BRKGA) with integration of the LKH Heuristic and the ILS-RVND Metaheuristic
to seek optimized solutions that minimize routes and, consequently, delivery times. This

work shows good outcomes with the used techniques.

Keywords: Vehicle Routing. Split Delivery. Drones. Heuristics. Metaheuristics.
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1 INTRODUCAO

O Problema do Roteamento de Veiculos (PRV) tem sido muito abordado na li-
teratura nos ultimos anos devido ao grande crescimento das inovagdes tecnoldgicas na
area de transportes nos vdrios setores. Tal crescimento indica um grande nimero de
possibilidades com a evolugdo das vérias alternativas de tecnologias como a internet e
conexdes de rede, sensoriamento e Inteligéncia Artificial (IA), mapeamento e os Veiculos
Aéreos Nao Tripulados Veiculo Aéreo Nao Tripulado (VANT), os famosos drones. Nos
ultimos anos, a grande busca pelo desenvolvimento tecnolégico fez varias organizagdes ci-
entificas e empresas investirem na producdo de softwares e hardwares de alta performance
para facilitar e automatizar vérias tarefas nos veiculos e, inclusive, torna-los autbnomos
(KONSTANTAKOPOULOS et al., 2022).

Os drones, que podem ser tanto autdnomos quanto controlados remotamente,
foram desenvolvidos, primeiramente, para aplicacdes militares. Porém, ultimamente,
o desenvolvimento desses veiculos aéreos tem sido um dos grandes investimentos das
empresas para o setor de logistica e entrega de mercadorias. Uma das companhias pioneiras
na aplicacdo de drones para a entrega de mercadorias € a Amazon, que inovou ao langar o
servico Amazon Prime Air, no qual os drones comecgaram a realizar entregas dos produtos
vendidos saindo diretamente de armazéns da empresa até o cliente. Posteriormente, a
Google langou o servico Wing e a Walmart e outras empresas também comecaram a aplicar
seus proprios servicos (MOHSAN et al., 2022a).

Algumas pesquisas comecaram a introduzir uma nova abordagem na literatura
dos problema de roteamento. Os servicos de entregas de mercadorias ainda utilizam a
forma tradicional no nivel urbano: transportes terrestres, como caminhdes e outros tipos,
realizam as entregas diretamente aos clientes. A nova abordagem das pesquisas adiciona
a utilizacdo de drones aos servigos de entregas convencionais com transportes terrestres.
Essa abordagem torna esses servigos hibridos e o PRV recebe uma nova variante, PRV
com Drones (WANG et al., 2017).

O PRYV ¢€ baseado no classico Prblema do Caixeiro Viajante (PCV), amplamente
estudado nas dreas de Pesquisa Operacional, IA, Otimizacao Combinatéria e Teoria dos
Grafos. A definicdo do PCV consiste em: um conjunto de cidades ou localizagdes; um
conjunto de distancias entre as cidades. Em um grafo, esses conjuntos sdo representados

por vértices e arestas. Considerando todas as cidades e todas as distincias entre cada
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uma delas, o problema consiste em encontrar a rota de menor distancia ou custo na qual,
partindo de uma cidade inicial, cada uma das demais cidades seja visitada uma unica vez,
voltando a inicial, finalizando o percurso. Essa rota, que passa por todas as cidades e volta
a inicial € classificada na Teoria dos Grafos como um ciclo hamiltoniano. Isso significa o
problema tem o objetivo de encontrar, dentre todos os possiveis ciclos hamiltonianos, o de
menor custo (POP et al., 2023).

O PCV € amplamente estudado e abordado na literatura por ser um problema
simples de definir, porém dificil de solucionar, sendo classificado como um problema
NP-Dificil. Problemas com essa classificacdo podem ser solucionados com métodos exatos,
porém o tempo necessdrio para encontrar uma solu¢do 6tima dependeré da quantidade de
cidades/locais utilizadas, que significa o tamanho de um caso ou instancia. No caso do
PCV, a partir de uma certa quantidade de cidades, o tempo para encontrar uma solugao
6tima pode se tornar muito longo, o que demanda alto custo computacional e torna essa
proposta invidvel quando se necessita de resultados instantdneos para uma solugao.

Considerando que buscar por solugdes 6timas para problemas que demandam
alto custo computacional (processamento/tempo), se torna algo invidvel, dependendo
das dimensdes, algumas técnicas e abordagens foram propostas ao longo das ultimas
décadas para buscar solugdes aproximativas em tempo vidvel. As técnicas propostas
sao classificadas na Otimizac@o e na IA como Heuristicas e Metaheuristicas, que sdo
algoritmos que buscam as melhores solu¢gdes com o minimo de tempo possivel. Varias
Heuristicas e Metaheuristicas foram propostas com diferentes estratégias e configuragdes
para serem aplicadas aos mais variados problemas, principalmente no campo da Otimizagdo
Combinatéria. Muitas dessas técnicas, principalmente as Mtaheuristicas, sdo propostas
generalistas. Isso significa que podem ser aplicadas a uma grande variedade de problemas,
ndo sendo necessdrias configuracdes ou personalizacdes complexas na adaptacdo dos
algoritmos ao problemas.

No contexto de problemas de Otimiza¢do Combinatdria, as possiveis solu¢des para
cada problema sdo representadas por combinagdes ou sequéncias do dataset selecionado,
que € a instancia com os dados de um caso especifico. Cada solu¢do com uma determinada
sequéncia tem um custo ou valor associado. Esse valor sera utilizado pela fun¢ao objetivo
de um algoritmo para decidir se a solucdo € uma boa candidata a melhor ou ndao. O

algoritmo ird comparar cada solug¢do com as as ultimas encontradas, percorrendo todas as
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possibilidades dentro de uma condi¢do especificada, até definir qual € a melhor solugdo.
Quando as instancias sao muito pequenas e sao geradas poucas possiveis combi-
nacoes, algoritmos exatos entregam a solucdo 6tima em tempo vidvel. Mas quando as
instancias aumentam de dimensdo, o tempo para encontrar uma solu¢io 6tima pode ser
muito longo, a ponto dos algoritmos exatos nao serem uma boa op¢ao. Dessa forma, a
utilizacao dos algoritmos heuristicos e metaheuristicos € importante pois, mesmo que nao
seja possivel encontrar as melhores solugdes para os problemas, podem técnicas podem
ser configuradas e improvisadas para encontrar solucdes aproximativas ou sub-6timas, em

um tempo viavel.

1.1 Motivacgoes

Com os grandes avangos nos ultimos anos das tecnologias de roteamento, a evolu-
¢do no desenvolvimento dos drones e as inovagdes nos servigos de entrega de mercadorias,
o presente trabalho busca contribuir para o ramo dos servi¢os de entregas que pretendem
realizar ou otimizar o trabalho hibrido com transportes e drones. Tornando-se uma tecnolo-
gia cada vez mais pesquisada e aplicada nos mais variados setores, os drones representam
um dos maiores investimentos atuais, investimento esse motivado pelas suas possibilidades
de alta redugdo de custo de operagdes e de tempo. Além desses aspectos, as questdes ambi-
entais sobre os impactos desse modelo hibrido com transportes e drones sdo de extrema
relevancia nas discursdes académicas, pois tal modelo permite a redugdo das emissdes de
carbono (CO2) na atmosfera em comparacao com o modelo sem a utilizacao dos drones.
Pesquisas que resultam na possibilidade de melhores operacdes nos termos de custo e
tempo sao de alta relevancia na Pesquisa Operacional e otimizar os servicos de entregas de
mercadorias beneficia tanto profissionais e companhias da drea quanto os clientes com a
melhoria dessas operagdes. Sao objetivos deste trabalho buscar melhores resultados para

melhorar as operacoes desses servigos.

1.2 Objetivo geral

O atual trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de uma solu¢do aplicada ao
Problema de Roteamento de Veiculos com Entregas Fracionarias e Drones para otimizar as

rotas em que caminhdes e drones realizam as vizitas aos clientes no contexto de entregas
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fracionadas. A proposta de solucdo se baseia em um framework com abordagem hibrida

de Metaheuristicas e Heuristicas, como: o BRKGA, LKH e ILS-RVND.

1.3 Objetivos especificos

e Descrever o Problema de Roteamento de Veiculos com Entregas Fracionadas e
Drones, junto aos problemas relacionados e a literatura;

e Desenvolver algoritmo BRKGA e aplicar ao PCV;

e Gerar solu¢des PRV com 0 BRKGA;

e Otimizar as solucdes do BRKGA com LKH;

e Otimzar as solucdes PRV do LKH para solu¢des com Entregas Fracionadas
com o ILS-RVND;

e Otimizar as solugdes SDVRP para adicionar os drones com LKH;

e Comparar solucdes das instancias com os trabalhos relacionados.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho est4 organizado como a estrutura a seguir: No capitulo 2 REVISAO
DA LITERATURA, onde sdo apresentados aspectos tedricos sobre os problemas abor-
dados e que baseiam o problema foco, bem como os trabalhos relacionados; no capitulo
3 HEURISTICAS E METAHEURISTICAS, em que serdo apresentados os algoritmos
metaheuristicos e as Heuristicas de busca local utilizados como técnicas; no capitulo 4
METODOLOGIA, que serdo descritas as etapas para as implementacdes dos algoritmos
aos problemas e os passos a serem seguidos para a aplicacdo do contexto geral; no capitulo
5 RESULTADQOS, que serdo realizados os testes da implementagdo com as instancias e as
comparagdes dos resultados entre trabalhos; e no capitulo 6 CONCLUSOES, que serdo
descritos os objetivos alcancados, as contribuicdes deste trabalho e possiveis trabalhos

futuros.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo serdo feitas abordagens tedricas sobre os problemas em que se se

baseiam as aplicagdes reais e os trabalhos relacionados.

2.1 Problema do Caixeiro Viajante

O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) é um dos problemas cldssicos mais abor-
dados na literatura em varias dreas, como Pesquisa Operacional, Teoria dos Grafos e
Inteligéncia Artificial. E descrito abordado na literatura em inglés como Traveling Sales-
man Problem Traveling Salesman Problem (TSP) e hd uma variedade de pesquisas que
abordam suas aplicagdes e suas variantes, durante varias décadas até a atualidade, muitas
sendo descritas em Cheikhrouhou e Khoufi (2021), Osaba et al. (2020) e Pop et al. (2024).

O PCV € um dos principais problemas de aplicagdo da Otimiza¢do Combinatoria,
campo de estudo presente nas dreas citadas, englobando a Matemética Aplicada e Ciéncia
da Computacdo. Problemas desse campo determinam combinacdes ou sequéncias na
ordem dos elementos de conjuntos que representam abstracdes de situagdes reais € sao
estudados com o objetivo de otimizar tais combinagdes para encontrar as op¢des de melhor
custo (APPLEGATE, 2006). O PCYV, entao, ¢ definido como um conjunto de cidades e um
conjunto de distancias entre cada par dessas cidades, representadas, respectivamente, por
vértices e arestas. Sdo utilizados elementos da Teoria dos Grafos para abstrair o problema
para que possam ser aplicadas as técnicas de otimizagao.

O PCV ganhou bastante aten¢do com a Pesquisa Operacional, que surgiu no con-
texto militar da 2* Guerra Mundial para buscar as melhores alternativas em questdes de
tempo, custo e recursos para apoiar as decisdes de gerenciamento (WINSTON, 2004).
Depois do contexto militar, outros setores passaram a receber atenc¢ao da Pesquisa Operaci-
onal. O PCV ¢ abordado em defini¢des, aplicacdes, complexidade, além de histoérico, por
vérios autores: (APPLEGATE, 2006), (DANTZIG, 2016), (KARP, 2010). Além disso, foi
provado ser um problema de complexidade NP-Dificil (GAREY; JOHNSON, 1979).

Com o passar dos anos, a necessidade de abstrair situagdes reais mais complexas
para outros contextos, como o setor privado, fez com que o PCV e outros problemas
ganhassem variantes, como o problema de roteamento descrito por Dantzig et al. (1954),

resultados das novas pesquisas (ILAVARASI; JOSEPH, 2014). Surgiu, para o PCV, uma
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abordagem em que foram considerados mais de um caixeiro viajante para realizar as
visitas em um dado conjunto de cidades, sendo essa variante chamada de Problema de
Miuiltiplos Caixeiros Viajantes (BEKTAS, 2006). Nessa variante do problema a as visitas as
cidades, dois ou mais caixeiros viajantes dividem o total de cidades entre eles, assumindo
uma sub-rota em que um determinado conjunto de cidades do total serd atribuido a
cada um. Se tornando uma generalizacdo do PCV, o Problema de Multiplos Caixeiros
Viajante (PMCV), do inglés Multiple Traveling Salesman Problem (MTSP), t€m a mesma
definicdo de conjuntos, adicionando apenas a configuragdo de m rotas para m viajantes

(CHEIKHROUHOU; KHOUFI, 2021).

2.2 Problema de Roteamento de Veiculos

O Prblema do Roteamento de Veiculos (PRV), do inglés Vehicle Routing Problem
(VRP), € um problema muito abordado na literatura, principalmente, aplicado ao setor
robética (MACHARET; CAMPOS, 2018) e de logistica (KONSTANTAKOPOULOS et
al., 2022). O problema é, comumente, associado ao Problema dos Multiplos Caixeiros
Viajantes (PMCV). Inicialmente formalizado por Dantzig e Ramser (1959), o PRV é uma
generalizacdo do PMCV e do PCV. Lenstra e Kan (1981) definiram, através de formulacdes,
que o PRV, como uma generalizacao do PCV e PMCYV, € um problema NP-Dificil. Recentes
pesquisas abordam suas variantes e aplicagdes, como Elshaer e Awad (2020) e Sarbijan e
Behnamian (2023). O PRV adiciona ao PMCYV as defini¢des de capacidades e demandas.
Para sua definicdo, recebeu, pelos proprios autores, formalizagdes e solucdes propostas
com modelos matemadticos e algoritmos.

O PRV ¢ definido como um conjunto de clientes ou locais a serem visitados
e um centro de distribui¢do, ou depdsito. A representacdo em um grafo se configura
com um conjunto V de n vértices em que cada vértice representa um dos locais, esses
locais representando o depdsito e os demais (n — 1), os clientes. O problema consiste em
disponibilizar, a partir do depdsito, uma quantidade de m veiculos com capacidades totais
definidas para realizar entregas nos clientes, cujos tém demandas associadas. O objetivo
do problema € encontrar, a partir dessa quantidade de veiculos e suas capacidades, rotas de
custos minimos utilizando a quantidade minima necessaria de veiculos para que visitem e

atendam as demandas de todos os clientes. Uma representacdo pode ser vista na figura 1.
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Figura 1 — Exemplo VRP

Depot |

gl |
g2

Fonte: (HELSGAUN, 2017)

2.3 Split Delivery Vehicle Routing Problem

Assim como o PRV, o SDVRP (PRV com Entregas Fraciondrias, em tradugao
literal) € definido com os conjuntos de vértices, indicando o depdsito e os clientes, bem
como as demandas relativas aos clientes e a frota de veiculos, indicando suas capacidades.
Primeiramente descrito nos trabalhos de Dror e Trudeau (1989), Dror e Trudeau (1990), a
grande diferenca nesta variagdo do PRV estd no relaxamento da restricdo em que um cliente
deve ser atendido por apenas um veiculo. No SDVRP, cada cliente pode ser atendido por
mais de um veiculo. Ou seja, dois ou mais veiculos podem compartilhar um mesmo cliente
em suas rotas. A esse compartilhamento de clientes entre os veiculos, dd-se o nome de
entregas fracionadas, o que significa que a demanda de um cliente pode ser fracionada
(dividida) entre os veiculos.

Assim, como os autores mostraram (DROR; TRUDEAU, 1989), em certos con-
juntos de rotas (certos casos), a possibilidade de fracionar as demandas de clientes € de
extrema importancia para a reducdo de custos. O fracionamento da demanda permite que
esses clientes possam ser visitados por mais de um veiculo, o que pode levar a uma reducio
da distancia total, quando os custos das distancias das sub-rotas sdo somadas. A explicacio
para essa possibilidade de reducdo vem da otimizagdo da utilizagdo ao maximo possivel
das capacidades de cada veiculo, seja em frota homogénea ou heterogénea.

Em um conjunto de sub-rotas do Capacited Vehicle Routing Problem (CVRP),

como a solugdo 6tima de uma sub-rota segue a restri¢ao de que a soma das demandas dos
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clientes atendidos nessa sub-rota ndo deve ultrapassar a capacidade total do veiculo, ha
muitos casos em que a capacidade total nao chega a ser completamente utilizada, o que
deixa uma capacidade livre restante. O SDVRP possibilita que clientes que nao foram
atendidos por uma sub-rota no CVRP possam ser candidatos a serem incluidos nessa
sub-rota em que o veiculo tem capacidade livre, podendo atender a uma fracdo da demanda
do candidato.

Um bom cliente candidato a ser incluido em uma sub-rota, levando também em
consideracdo sua posicdo, terd uma fragdo de sua demanda adicionada dentro do limite da
capacidade livre de um veiculo. Ao ser realizada, essa operagdo resulta, consequentemente,
na reducdo de igual valor da fracdo na demanda atendida pelo veiculo na sub-rota original
do cliente. A fracdo que € adicionada a capacidade de outro veiculo € subtraida do veiculo
original. Esse processo € repetido vdrias vezes para tentar ocupar o0 maximo possivel de
capacidade livre entre os veiculos com fracdes das demandas dos clientes. Como esse
processo tende a preencher ao méximo possivel a capacidade de cada veiculo, as demandas
totais de alguns veiculos diminuem, o que, em algum momento, esses tltimos podem ter
capacidade livre para atender um ou mais clientes. Isso possibilita remover clientes de
rotas especificas e adiciond-los as rotas desses veiculos com espaco livre de demanda, o
que implica na redu¢do do custo daquelas rotas.

Ao final de varias tentativas de fracionamento de demanda dentre as sub-rotas de
uma instancia, o célculo da distancia total é feito. Caso essa distancia seja menor que a
distancia original sem o fracionamento, a nova rota total € aceita como solug¢ao atual. O
processo completo podera ser repetido vdrias vezes, a depender das heuristicas utilizadas e
dos parametros de iteracdes ou de tempo.

O SDVRP, com sua flexibilidade, vem sendo estudado ao longo dos ultimos. Varios

trabalhos de com propostas de heuristicas e de aplicacdes sao bem citados na literatura.

2.4 Veiculos Aéreos Nao Tripulados

Os drones estdo em alta nas aplicagdes de vérios setores devido a atengao de pes-
quisas cientificas recentes na ultima década (MOHSAN et al., 2022b). Geralmente, o
termo “drone” veio para substituir termos como “controlado remotamente” para relacionar
a veiculos sem tripulante, sejam eles terrestres, aéreos ou aquaticos. Porém, na literatura

dos drones, a maioria das pesquisas utiliza a definicdo de Veiculos Aéreos Nao Tripulados
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(VANT), do inglés Unmanned Aerial Vehicles (UAV), termo que comegou a ser ampla-
mente utilizado a partir dos anos 1990 (NEWCOME, 2004). Newcome (2004) atribui o
nascimento do conceito de VANTSs ao famoso inventor Nikola Tesla.

Nas suas classificacdes, VANTSs podem ser caracterizados como modelos de asas
fixas ou de asas giratdrias, chamadas de hélices. Os VANTS de asas fixas podem chegar a
altas velocidades e sdo utilizados, em geral, no contexto militar (LAGHARI et al., 2023).
J4 os UAVs com asas giratdrias podem realizar os mesmos movimentos que helicopteros,
como ter movimento estaciondrio no ar e movimentacao espacial livre, possibilitando
pouso e decolagem vertical. Exemplos sao mostrados na figura 2: a) asa fixa, b) hibrido, c)

1 asa giratdria, d) 4 asas giratorias.

Figura 2 — Modelos de asas dos VANTSs

Fonte: (MOHSAN et al., 2022a)

Nos ultimos anos os drones t€m sido aplicados a uma gama de novas atividades para
varios setores: cientifico, industrial, comercial, etc. (SARBIJAN; BEHNAMIAN, 2023).
Dois dos setores que mais aplicaram drones foi o de logistica de entregas de mercadorias
(delivery) e de comidas, fortemente influenciado pelas empresas de e-commerce e de
aplicativos de entregas (BENARBIA; KYAMAKYA, 2021). Tais aplicacdes se beneficiam
das vantagens dos drones: podem ser pequenos; tém mobilidade aérea, ndo limitados as
formas tradicionais de locomocao; t€m menos necessidade de desviar de obstaculos; e
rapidez (DORLING et al., 2017). Mesmo ndo tendo alta automomia de bateria e tendo
capacidade limitada a transportar objetos leves, sdo uma 6tima possibilidade de redugdo
de custos e demais vantagens. Singhal et al. (2018) demonstra as comparacdes entre 0s

drones e outros veiculos aéreos e mostra vdrias possiveis aplicagcdes.

2.5 Trabalhos relacionados

A seguir sdo apresentados os trabalhos relevantes sobre VRP que abordam Entregas
Fracionadas e/ou a cooperac@o com drones.

H4 uma variedade de estudos que aplicam métodos exatos e solu¢des com heu-



23

risticas e metaheuristicas para a resolu¢cado do SDVRP. Os trabalhos pioneiros de Dror e
Trudeau (1989), Dror e Trudeau (1990) implementaram uma heuristica de busca local
ao problema. Uma nova aplicagdo com implementacaoo de heuristica s6 veio, depois
de muito tempo, com o trabalho de Archetti et al. (2006), que utilizou o algoritmo Tabu
Search para a resolucdo do problema, além da formula¢do de um modelo matematico com
programacao linear.

O trabalho de Silva et al. (2015), sobre o SDVRP, implementou um algoritmo
hibrido de busca local baseado na metaheuristica Iterated Local Search (ILS), proposta
por Lourenco et al. (2003) e na Variable Neighborhood Descent (VND) (MLADENOVIC;
HANSEN, 1997) com 6rdem aleatdria de vizinhanca. Essa abordagem de busca local
hibrida com Randomized Variable Neighborhood Descent (RVND), chamada de ILS-
RVND, foi proposta no trabalho de Subramanian et al. (2010), sendo uma extensao do
trabalho anterior (SUBRAMANIAN et al., 2008), que abordou apenas ILS com VND. Sua
eficiéncia tem sido mostrada, além do original, em trabalhos relevantes, como Silva et al.
(2012) e Penna et al. (2013).

Alguns trabalhos mais recentes apresentam bastante relevancia. Gschwind et
al. (2019) propdem um algoritmo Branch-Price-and-Cut para otimizar o SDVRP com
restricdes de commodity. O trabalho de Gouveia ef al. (2023) apresenta novos modelos e
um algoritmo Branch-and-Cut para o problema SDVRP com miiltiplos depdsitos, Multi
Depot SPVRP. Ji et al. (2021) aplicaram um algoritmo de busca em vizinhanga para o
SDVRP com restrigdes de carregamento bi-dimensional. O trabalho de Wu e Wu (2022)
desenvolve uma abordagem complexa do SDVRP com multiplas janelas de tempo para
o setor de producgdo agricula. Ren et al. (2023) aplicam a metaheuristica Ant Colony
Optimization melhorada para o SDVRP com delivery and pick-up. Um recente trabalho
(LIN et al., 2025) implementa uma extensdo da ILS-RVND e novas novas heuristicas sdo
utilizadas, demonstrando um aumento na eficiéncia.

O problema que adiciona drones aos servigos tradicionais de entregas com veiculos
foi introduzido por Murray e Chu (2015). O problema se define como seguinte: uma frota
de caminhdes com drones para realizar entregas a um conjunto de clientes. O objetivo é
minimizar o tempo maximo em que todas as entregas sao realizadas para todos os clientes,
com rotas de custo minimo (WANG; SHEU, 2019). Esse problema tem sido classificado

no contexto da entregas de tltima milha, bastante abordada na literatura como last-mile
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delivery (DANG et al., 2024). O trabalho de Murray e Chu (2015) prop6s a formulacdo de
um modelo matemdtico de programacao linear e uma heuristica para aplicacdo ao problema
de roteamento de um caminhio de entregas com um drone, o Flying Sidekick Traveling
Salesman Problem (FSTSP).

Problema similar ao de Murray e Chu (2015), uma variante do PCV chamado de
Traveling Salesman Problem with Drone (TSP-D), foi proposto por Agatz et al. (2018),
que utilizou formulacdo de programacao inteira e a aplicagcdo vdrias heuristicas baseadas
em busca local e programacao dindmica na abordagem. Agatz et al. (2018) fazem uma
comparacao na tabela 1 entre caminhdo e drone, que pode explicar por que a cooperagao

pode ser vantajosa:
Tabela 1 — Comparacdo entre drone e caminhdo
velocidade  peso  capacidade mobilidade

drone alta leve um longa
caminhdo baixa pesado Varios curta

Fonte: (AGATZ et al., 2018)

Uma visualiza¢do simples de como € a feita distribui¢do de clientes (vértices) em

rotas para do problema para um caminh@o e um drone € vista na figura 3:

Figura 3 — Exemplo de Roteamento de Caminhdo e Drone

| depdsito
o vértice caminhio
o vértice drone
-=» rota drone
. — = rola caminhdo

Fonte: (AGATZ et al., 2018)

Wang et al. (2017) adicionou a generaliza¢do que associa a uma frota, um nimero
de drones a cada veiculo. O trabalho de Poikonen et al. (2017) revisa e extende o trabalho
anterior (WANG et al., 2017), adicionando novas abordagens dos casos estudados e uma

nova variante do Vehicle Routing Problem with Drones (VRPD). Costa (2019) propos
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um modelo matemdtico de programacao inteira mista e um algoritmo genético hibrido
para solucionar o VRPD. Sacramento et al. (2019) utilizam a proposta da metaheuristica
Adaptative Large Neighborhood Search. Tamke e Buscher (2021) desenvolvem uma
formulacdo de programacao linear, além de solucionar o problema com o algoritmo Branch-
and-Cut. Kuo et al. (2022) fazem uma abordagem com a definicao de uma formulagao
matematica e apresentam uma solucio com Variable Neighborhood Search (VNS) para o
problema, considerando janelas de tempo.

O recente trabalho de Costa (2023) aplicou um Algoritmo Memético e o Lin-
Kernighan-Helsgaun (LKH) para otimizar as rotas do PRV com caminhdes e drones,
considerando capacidades e demandas para o contexto de entregas fraciondrias de merca-
dorias, o SDVRPD.

Para uma maior abordagem entre as aplica¢des e as variantes, as recentes revisoes
de literatura retinem os trabalhos relevantes sobre o problema do VRPD (VILORIA et al.,
2021; DANG et al., 2024; SONG et al., 2025).

A figura 4 mostra os exemplos de algumas das generalizacdes e variantes do PCV

e PRV sem e com os drones:

Figura 4 — Os problemas e variantes

DA

a) solugio PCV b) solugiio mPCV ¢} solugdo mPCVD (1): Drones
retornam ac mesmo caminhdo

d) solugdo mPCVD (II): Drones ¢) solugdo mPCVD (111): Drones sacm 1) solugiio mPCVD {IV): Drones sacm
retornam a caminhio diferente do depdsito ¢ viio ao caminhiio ¢ retornam deposito diretamente

Fonte: Adapdato de Kitjacharoenchai et al. (2019)

A tabela 2, a seguir, traz um quadro comparativos entre trabalhos relevantes na
literatura recente que abordam o PRV nos contextos de Entregas Fracionadas e cooperacao

com Drones.
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Trabalho Abordagem | Entregas Fracionadas | Drones
Silva et al. (2015) Hibrida Sim Nao
Gschwind er al. (2019) Exata Sim Nio
Jietal (2021) Metaheuristica Sim Nao
Wu e Wu (2022) Hibrida Sim Nao
Gouveia et al. (2023) Exata Sim Nio
Ren et al. (2023) Metaheuristica Sim Nio
Lin et al. (2025) Hibrida Sim Nao
Murray e Chu (2015) Heuristica Nio Sim
Agatz et al. (2018) Hibrida Nao Sim
Wang et al. (2017) Hibrida Nao Sim
Costa (2019) Hibrida Nao Sim
Wang e Sheu (2019) Hibrida Nao Sim
Nguyen et al. (2022) Heuristica Nao Sim
Costa (2023) Hibrida Sim Sim
Mahmoudi e Eshghi (2025) | Metaheuristica Sim Sim
Este trabalho Hibrida Sim Sim

Fonte: Autoria prépria

2.5.1 Split Delivery Vehicle Routing Problem with Drones

O Split Delivery Vehicle Routing Problem with Drone (SDVRPD) representa uma
sintese inovadora entre 0 SDVRP e o VRPD. Esse problema surgiu da necessidade de
combinar a flexibilidade da abordagem das entregas fraciondrias (split delivery), onde
multiplos veiculos podem atender um mesmo cliente, com as vantagens operacionais dos
drones em sistemas de entrega modernos.

O surgimento do SDVRPD pode ser atribuido a convergéncia das possibilidades de
beneficios dos dois problemas. Primeiro, o SDVRP foi desenvolvido como relaxacdo do
VRP cléssico, removendo a restri¢cdo de que cada cliente deve ser visitado exatamente uma
vez, possibilitando uma reducdo na soma das rotas (BELENGUER et al., 2000). Segundo,
o interesse em drones para entrega comercial intensificou-se apds o antncio da Amazon em
2013, levando Murray e Chu (MURRAY; CHU, 2015) a formalizarem o FSTSP em 2015.

A importancia do SDVRPD manifesta-se em multiplas aplicagdes préticas. Em
logistica comercial, empresas como Amazon, DHL e UPS implementam sistemas hibridos
caminhdo-drone. Em opera¢des de emergéncia, a combina¢do permite acesso a areas
remotas mantendo capacidade de carga. Durante a pandemia de COVID-19, a empresa
Soarizon utilizou drones nas Terras Altas da Escécia, reduzindo tempos de entrega de seis

horas para quinze minutos (MAHMOUDI; ESHGHI, 2025).
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A Figura 5 ilustra um exemplo pritico do SDVRPD, demonstrando como caminhdes

e drones colaboram para atender clientes através do split delivery.

Figura 5 — Exemplo do SDVRPD com split delivery no cliente 4.
C2+Dl S cl O Dep6sito

—— Caminhdo 1
Caminhao 2

---» Drone

Cl+Dl1

Depésito

Cl1

Fonte: Autoria prépria
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3 FORMULACOES MATEMATICAS
3.1 Formulacio do Split Delivery Vehicle Routing Problem (SDVRP)

O Split Delivery Vehicle Routing Problem (SDVRP) pode ser formulado como um
problema de programacao linear inteira mista que estende o modelo cldssico do CVRP

para permitir entregas fracionadas.
3.1.1 Conjuntos e Parametros

Seja G = (V,A) um grafo completo onde V = {0, 1,2,...,n} representa o conjunto
de nés, com 0 denotando o depésito e V' = {1,2,...,n} representando o conjunto de
clientes.

Os parametros do problema sao definidos como:

e d;: demanda do cliente i € V' (em unidades de carga)
* (: capacidade uniforme de cada veiculo (em unidades de carga)
* ¢;j: custo de viagem do arco (i, j) € A

* K: conjunto de veiculos (caminhdes) disponiveis
3.1.2 Variaveis de Decisd@o

As varidveis de decisdo do modelo sdo:
* X;jk € {0, 1}: varidvel bindria que assume valor 1 se o veiculo k percorre o arco (i, j),
0 caso contrdrio
* y;i > 0: quantidade de demanda do cliente i atendida pelo veiculo &

* u; > 0: varidvel auxiliar representando a carga no veiculo k ao sair do cliente i
3.1.3 Formulacdo Matemdtica Completa do SDVRP

A formulacao matemética do SDVRP € apresentada como segue:



Minimizar

Sujeito a:

Y Y i

keK (i.j)eA

Y vk =di,

keK

Z Xijk = Z Xjik,
jev jev

Y xo <1,

jev!

Z Xiok = Z X0 jks
iev’ jev!
Yik < d; Z Xi jks

jev

Y v <0 xop
iev! jev’

uik — ujk > yik — Q(1 — X k),

Yik S g < Q- injk,
jev

xijk € {0,1},
Yik 207

Uik > 07

VieV’
VieVVke K
Vke K
Vke K
VieV VkeK
Vke K

Vi,jeV' i#jVkekK
VieV' VkeK
V(i,j) € A,Vke K

VieV VkeK

VieV' VkeK

3.1.4 Descrigao Detalhada das Restricoes do SDVRP
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(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
(3.9)

(3.10)
(3.11)

(3.12)

A funcdo objetivo (3.1) minimiza o custo total de transporte. As restri¢des (3.2)

garantem que a demanda de cada cliente seja completamente atendida. As restricdes

(3.3) asseguram a conservacao de fluxo em cada n6. As restricdes (3.4) e (3.5) controlam

o uso dos veiculos e garantem que retornem ao depdsito. A restricdo (3.6) vincula as

varidveis de entrega as rotas dos veiculos, enquanto (3.7) respeita a capacidade dos veiculos.

As restri¢des (3.8) e (3.9) sdo as desigualdades de Miller-Tucker-Zemlin (MTZ) para

eliminacdo de sub-rotas. Finalmente, as restricdes de (3.10) a (3.12) definem os dominios

das variaveis.
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3.2 Formulacao do Split Delivery Vehicle Routing Problem with Drones (SDVRPD)

A formulacdo do SDVRPD estende o modelo SDVRP para incorporar drones como
veiculos auxiliares.
Simplificagdes e Justificativas

Para tornar o SDVRPD mais manejavel, adotamos as seguintes simplificacoes:
velocidades constantes para todos os veiculos; autonomia ilimitada e recarga instantanea
para drones; operacOes de lancamento e recuperagdo restritas aos clientes; uso do modelo
flying sidekick, onde drones realizam entregas ponto a ponto; e auséncia de custos fixos. O
custo do drone € um fator proporcional (¢ < 1) ao custo do caminh@o, € suas capacidades

sao diferenciadas.
3.2.1 Conjuntos e Parametros Adicionais

O SDVRPD introduz:
* D={1,2,...,p}: conjunto de drones disponiveis
* Qg capacidade uniforme de cada drone (em unidades de carga)

* a € (0,1): fator de custo dos drones em relagdo aos caminhdes
3.2.2 Variaveis de Decisdo Adicionais

As varidveis adicionais para o SDVRPD sao:
* pir € {0,1}: varidvel bindria 1 se o caminh@o k para e serve o cliente i, 0 caso
contrario
* Zijd € {0,1}: varidvel bindria 1 se o drone d voa do né i para o n6 j, 0 caso contrério
* wita > 0: demanda do cliente i atendida pelo drone d langado do caminhéo k
* lixa € {0,1}: varidvel bindria 1 se o drone d é lancado do caminh@o & no cliente i, 0
caso contrario
* rjka € {0, 1}: varidvel bindria 1 se o drone d é recuperado pelo caminhao & no cliente

J» 0 caso contrério
3.2.3 Formulacdo Matemdtica Completa do SDVRPD

A formulacdo completa do SDVRPD ¢€ apresentada abaixo. Esta versdo € reforcada

com uma restri¢ao de exclusdo mutua para alinhar o modelo estritamente a 16gica FSTSP.
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Minimizar Y Y cijimp+ Y, Y, ocijzija (3.13)
keK (i,j)eA deD (i,j)eA
Sujeitoa: Y v+ Y, Y Wika = di, vieV (3.14)
keK deDkeK
Yik < Q- Dik, VieV' VkeK (3.15)
Y wika <di-(1—pi), VieV' VkeK (3.16)
deD
pik < Y Xjik, VieV' VkeK (3.17)
JjeV
Y wika < Qu, Vk € K,Yd € D (3.18)
iev!
Z Zijd = Z Likd VieV' ¥deD (3.19)
jev! kekK
Y zija=Y rika VjeV' VdeD (3.20)
iev’ keK
Y la=Y i, Vk e K,Vd € D (3.21)
iev’ jev’
lika < Y Xjik, VieV' VkeK.NdeD (3.22)
jev
rika < Y Xijks VjeV' VkeK,NdeD (3.23)
eV
Y xi=Y xji. VieV,Yke K (3.24)
JjeV JjeV
Z X0k <1, Vk e K (3.25)
jev!
Y xiok="Y xoj, Vk e K (3.26)
iev’ jev’
Y yvi<0Y xou, VkeK (3.27)
iev’ jev’
Uik — ujk > yik — Q1 —xij), Vi,jeV'i# jVkeK (3.28)
ik <uig <0+ Y Xijis VieV' VkeK (3.29)
JjevV
pir €{0,1}, VieV' VkeK (3.30)
XijksZijds lika> Tjka € {0, 1}, V(i,j)€eANke KNde D (3.31)
Yiks Wikd s Uik = 0 (3.32)
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3.2.4 Descricdo Detalhada das Restricoes do SDVRPD

A seguir, cada restricdo do modelo SDVRPD ¢ detalhada.

Funcao Objetivo (3.13) Minimiza a soma dos custos totais de viagem, combinando o
custo das rotas dos caminhdes com o custo das rotas dos drones, este ultimo ponde-
rado pelo fator «.

Demanda (3.14) Garante que a demanda total d; de cada cliente i seja exatamente satis-
feita pela soma das entregas feitas por todos os caminhdes (y;x) € por todos os drones
Wika)-

Exclusao Mutua (Caminhio) (3.15) Permite que a entrega do caminhdo k ao cliente i
(vix) seja maior que zero somente se o caminhdo k for designado para parar e servir
aquele cliente (p;z = 1).

Exclusao Mitua (Drone) (3.16) Permite que a entrega de um drone (langado pelo cami-
nhdo k) ao cliente i (wjry) seja maior que zero somente se o caminhdo k ndo for
designado para parar naquele cliente (p;; = 0). Juntamente com a restri¢ao anterior,
proibe a redundancia.

Vinculo de Visita (3.17) Conecta a nova variavel de decisdo p;; a rota do caminhdo. Um
caminhdo k sé pode ser designado para servir o cliente i se ele de fato viajar para
aquele cliente.

Capacidade do Drone (3.18) Assegura que a carga total transportada por um drone em
uma missdo, lancado pelo caminhdo k, ndo exceda a capacidade maxima do drone,
Qq.

Lancamento do Drone (3.19) Garante que, se um drone d realiza uma missao partindo
do cliente i, ele deve ter sido lan¢ado por exatamente um caminhao k naquele cliente
i.

Recuperacao do Drone (3.20) Garante que, se um drone d finaliza uma missao chegando
ao cliente j, ele deve ser recuperado por exatamente um caminhdo k naquele cliente
Jj-

Retorno ao Mesmo Caminhao (3.21) Forc¢a que cada drone langado por um caminhio k
seja recuperado pelo mesmo caminhio k, garantindo que o nimero de lancamentos
seja igual ao nimero de recuperacdes para cada par caminhdo-drone.

Sincronizacao de Lancamento (3.22) Um drone s6 pode ser lancado pelo caminhio

no cliente i se o caminhio k efetivamente visitar o cliente i.
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Sincronizacao de Recuperacao (3.23) Um drone sé pode ser recuperado pelo caminhdo
k no cliente j se o caminhdo k efetivamente visitar o cliente j.

Conservacao de Fluxo (Caminhao) (3.24) Restricdo padrdo que garante que, para cada
nd, o nimero de arcos de caminhdo que entram € igual ao nimero de arcos que saem,
mantendo a continuidade da rota.

Saida do Depdésito (Caminhao) (3.25) Garante que cada caminhio possa sair do depdsito
no maximo uma vez.

Retorno ao Depdésito (Caminhao) (3.26) Assegura que todo caminhio que sai do dep6-
sito deve retornar a ele.

Capacidade do Caminhao (3.27) Garante que a soma de todas as entregas y; feitas por
um caminhdo k em sua rota ndo exceda sua capacidade méxima Q.

Eliminacao de Sub-rotas (MTZ - Fluxo) (3.28) Modela a diminuic¢do da carga no cami-
nhdo ao longo da rota. Impede a formacao de rotas desconectadas do depdsito.

Eliminacao de Sub-rotas (MTZ - Limites) (3.29) Define os limites superior e inferior
para a varidvel de fluxo de carga u;;, garantindo que ela seja consistente com a
capacidade do veiculo e a entrega realizada.

Dominio das Variaveis (3.30)-(3.32) Definem os tipos de cada variavel (binaria ou ndo

negativa).

3.3 Analise Comparativa das Restricoes: SDVRP vs. SDVRPD

A tabela a seguir apresenta uma comparacgao direta entre as formulacdes matema-
ticas do Split Delivery Vehicle Routing Problem (SDVRP) e sua extensdo com drones, o
Split Delivery Vehicle Routing Problem with Drones (SDVRPD).



Tabela 3 — Comparacdo das formulacdes SDVRP e SDVRPD.
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Categoria

SDVRP

SDVRPD

Ajuste/Adicao

Funcio Objetivo

Demanda

Exclusao Mutua

Visita/Parada

Capacidade
(Caminhio)

Capacidade
(Drone)

Voo/Recuperacao

Sincronizagdo

Minimiza custo das ro-
tas dos caminhoes.

Atendida apenas por
caminhdes.

Nao aplicavel.

Entrega vinculada a
visita do caminhdo.

Carga da rota ndo ex-

cede a capacidade Q.

N3ao aplicavel.

Nao aplicavel.

N3ao aplicdvel.

Minimiza custo de ca-
minhdes e drones.

Atendida por cami-
nhdes ou drones.

Cliente servido por ca-
minhao ou drone, ndo
ambos.

Parada do caminhio
(pix) vinculada a rota.

Carga da rota ndo ex-
cede a capacidade Q.

Carga da missdo nao
excede a capacidade

Qq.

Controla o inicio € o
fim das missdes dos
drones.

Drone lancado e re-
cuperado pelo mesmo
caminhao.

Alterada: Inclui o
custo ponderado (o)
das operacdes dos dro-
nes.

Alterada: Expande
a entrega para incluir
drones (w;;z), aumen-
tando a flexibilidade.

Nova: Evita redun-
dancia na entrega. Se
pik = 1, a entrega por
drone ¢ proibida.

Nova: Formaliza a
decisdo de parada do
caminhdo como pré-
requisito para sua en-
trega.

Inalterada: A 16gica
de capacidade do ca-
minhdo permanece a
mesma.

Nova: Adiciona um
limite de carga espe-
cifico para as missoes
dos drones.

Novas: Garantem
pontos de langamento
e recuperacao validos
para cada voo.

Novas: Sincroniza o
voo do drone com
a rota do caminhao-
mae.




35

3.4 Exemplo Numérico e Analise Comparativa

Para demonstrar a aplica¢do pratica das formulagdes matematicas desenvolvidas
e evidenciar as vantagens potenciais do SDVRPD em relacio ao SDVRP tradicional,
apresenta-se um exemplo numérico detalhado. Assume-se uma capacidade de 50 kg para

cada caminhdo e @ = 1. Os custos das rotas sdo calculados usando a distancia Euclidiana.

3.4.1 Configuracdo do Problem

3.4.2 Solugcao SDVRP (Apenas Caminhaes)

Nesta configuragdo, atender o Cliente 5 forca um dos caminhdes a um desvio longo
e ineficiente, aumentando o custo total da solugao.
Rotas e Custos
e Caminhao 1 (45 kg): Rota D —> C1 —> C5 —> D. Custo = 163,04.
* Caminhdao 2 (45 kg): Rota D —> C2 —> C4 —> D. Custo = 141,42.
e Caminhao 3 (30 kg): Rota D —> C3 —> D. Custo = 87,75.
O custo total real da solugao SDVRP é de 392,21 unidades.

3.4.3 Solugao SDVRPD (Caminhdes + Drones)

A solugdo hibrida delega a entrega inconveniente do Cliente 5 a um drone, permi-
tindo que os caminhdes executem rotas mais curtas e densas.
Rotas e Custos
* Caminhoes: Rotas otimizadas sem o desvio para C5. Custo total = 289,71.
* Drones: Missao C1 —> C5 —> C2 e entrega fracionada. Custo total = 95,97.

O custo total real da solugdo SDVRPD, assumindo & = 1, é de 385,68 unidades.

3.4.4 Anadlise Comparativa

A comparacdo dos custos reais para esta configuracdo estratégica demonstra a
vantagem da abordagem hibrida.

Neste cendrio projetado, a solu¢do SDVRPD alcangcou uma reducao de custo de
1,66 % em relacdo a solucdo tradicional, mesmo no cendrio de custo menos favordvel para

o drone (@ = 1). Este resultado valida o potencial do modelo: ao delegar entregas em
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Tabela 4 — Localizagdo e Demanda dos N6s

N6 Coordenadas Demanda (kg)
Depésito (0) (50, 50) —
Cliente 1 (20, 80) 30
Cliente 2 (80, 80) 25
Cliente 3 (20, 20) 30
Cliente 4 (80, 20) 20
Cliente 5 (95, 90) 15

Demanda Total dos Clientes 120 kg

Figura 6 — Solucdo SDVRP com Cliente 5 como distante.

o @

C
Legenda:
— Caminhio 1 CUSTO TOTAL
— Caminhio 2 SDVRP: 392,21
— Caminhao 3

Y

C

Fonte: Autoria prépria

Tabela 5 — Comparacao Quantitativa com Custos Reais

Métrica SDVRP SDVRPD
Custo Total 392,21 385,68
Numero de Viagens de Caminhao 3 2
Utilizagdo Média da Capacidade 80% 100%

Economia Absoluta - 6,53
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locais geograficamente desfavordveis para drones, o sistema consegue otimizar as rotas
dos caminhdes, reduzir o nimero de viagens e a distancia total percorrida, resultando em

uma operagdo logistica mais eficiente.

3.4.5 Anadlise de Sensibilidade do Fator de Custo o

Para entender como a eficiéncia operacional do drone impacta a viabilidade da
solu¢do hibrida, realizou-se uma analise de sensibilidade variando o fator de custo ¢. A
tabela abaixo apresenta os resultados para uma escala de valores de &, comparando sempre

com o custo da solu¢gdo SDVRP (392,21).

3.4.6 Conclusao Final da Andlise Comparativa

A andlise de sensibilidade do fator de custo & mostra que, quanto mais eficiente
for o drone em rela¢do ao caminhdo, maior a economia obtida pelo SDVRPD, validando o
investimento em tecnologias mais avangadas. O exemplo numérico com custos reais con-
firma esse potencial, mostrando que o modelo gera economias significativas ao transformar
a logistica de um problema de “menor caminho” em uma decisdo estratégica sobre qual
veiculo deve atender cada entrega, de forma a minimizar os custos de transporte na entrega

das mercadorias.



Figura 7 — Solu¢cdo SDVRPD onde o drone atende o cliente distante.

Legenda:
: 822;2223 ; CUSTO TOTAL
SDVRPD: 385,68

Drone 1 (15kg)
- - - Drone 2 (5kg)

Fonte: Autoria prépria

Tabela 6 — Resumo Comparativo em Escala para Diferentes Valores de o

Fator de Custo o Custo Total SDYRPD Economia (%)

1,0 (Custo Igual) 385,68 6,53 1,7%
0,4 (Drone 60% mais eficiente) 328,10 64,11 16,3%
0,3 (Drone 70% mais eficiente) 318,50 73,71 18,8%

0,2 (Drone 80% mais eficiente) 308,90 83,31 21,2%

38
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4 HEURISTICAS E METAHEURISTICAS

Serdo apresentadas neste capitulo as técnicas heuristicas e metaheuristicas, os

algoritmos utilizados para aplica¢io ao problema do trabalho.

4.1 Algoritmo Genético

O Algoritmo Genético foi proposto por Holland (1975). Assim como a classe de
algoritmos baseados na natureza, ele é baseado no processo natural de evolucdo, usando
o conceito de sobrevivéncia do mais apto para encontrar as melhores solucdes para os
individuos. No Algoritmo Genético, solugdes para problemas de otimizacdo combinatdria
sao geradas em populagdes como individuos. Esses individuos, como possiveis solugdes,
sdo interpretados pelo campo dos algoritmos evolucionarios como de cromossomos, €
representados por vetores, com posi¢des como genes e os valores dessas posi¢cdes como 0s
alelos.

O PCV, para ser solucionado pelo Algoritmo Genético, recebe a representacao
de uma possivel solugdo como: um cromossomo como rota ou circuito hamiltoniano; os
genes como a sequéncia ou ordem; e os alelos como as cidades ou localizagdes. Em um
caso PCV, com um numero de n cidades, cada uma representada por um indice e com
todos os custos de distancia entre cada par dessas cidades, o Algoritmo Genético utiliza
como populacio o grupo de possiveis arranjos na ordem dessas cidades.

Tendo um conjunto inicial de cromossomos (geracao inicial), os passos para gerar
novos cromossomos se dao por meio de novas geracdes. O algoritmo realiza os cruza-
mentos entre Cromossomos para gerar novos cromossomos, novas combinagdes de rotas.
Nesses passos, 0s termos “crossover’, ’offspring’ e *mutantes’ sdo referentes ao processo

evoluciondrio do Algoritmo Genético.

4.2 Biased Random-Key Genetic Algorithm

O Algoritmo Genético com Chaves Aleatdrias, traducao literal de Random-Key
Genetic Algorithm (RKGA), é uma variante do Algoritmo Genético, e foi introduzido por
Bean (1994). No RKGA, as populagdes das geracdes sao representadas por cromossomos
de valores aleatdrios, as chaves. O algoritmo gera, como passo inicial, um conjunto de

cromossomos como vetores de nimeros reais aleatérios, no intervalo [0, 1]. Um exemplo
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visual de uma populagdo gerada é mostrado na figura 8.

Figura 8 — Exemplo de populagdo de cromossomos
/'

‘0,7?‘023‘ nga‘ons‘ou ‘0,55‘019‘ }‘ CROMOSSOMO

7 genes (posigbes)

002|055(0.13(0.89|0.30 (091|044
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 7 alelos (chaves)

‘ 0.60 ‘ 0.10‘ 0.72 ‘ 0.26 ‘ 0.84 ‘0.0T ‘ 0.53 ‘

‘ 0.33 ‘ 0.96‘ 0.47 ‘ 0.16 ‘ 0.70 ‘0.28 ‘ 0.93 ‘

[roruuncio ] <

8 cromossomos

‘0731 0.04 0.12 | 0.58

[}55‘039‘099

‘ 0.17 ‘ 0.75‘ 0.29 ‘ 0.50 ‘ 0.08 ‘0.42 ‘ 0.86 ‘

‘ 0.90 ‘ 0.31 ‘ 0.80 ‘ 0.63 ‘ 0.14 ‘0.71 ‘ 0.06 ‘

‘ 0.45 ‘ 0.94 ‘ 0.01 ‘ 0.78 ‘ 0.22 ‘0.56 ‘ 0.35 ‘

Fonte: Autoria prépria

ApOs esse passo inicial, um algoritmo deterministico inicia a decodificacao dos
vetores de chaves aleatorias, realizando associacdo das posi¢cdes de um cromossomo,
os genes, com os indices equivalentes dos vértices que representam o conjunto de um
problema. Em seguida, o decodificador classifica as chaves aleatdrias do cromossomo
em ordem crescente, o que recombina suas posi¢cdes. Com essa recombinacdo, os indices
associados as chaves aleatdrias assumem as mesmas posi¢des dessas chaves em um vetor.
Quando todos os cromossomos de chaves aleatdrias sdo decodificados, o custo de uma
solugdo, que € o valor fitness de cada cromossomo, € calculado e o algoritmo classifica os
cromossomos, do melhor para o pior fitness.

No RKGA, cada populagdo (geragao) é formada por p cromossomos de chaves
aleatorias. Quando o valor de fitness desses cromossomos € calculado, o algoritmo
classifica os cromossomos da populacao em dois grupos: um grupo elite, que sdo os
individuos com melhor fitness e um grupo nao-elite, que € o restante dos individuos com
fitness menores. O valor de fitness de cada cromossomo € calculado fazendo as associagdes
aos indices da instancia de um problema (figura 9).

Uma vez concluida a primeira populagdo, com grupos de elite e ndo-elite, estd
pronta para gerar a proxima populacdo. A primeira populacdo € a populacdo k e serd usada
para gerar a populacao k+1. A geracdo da populacdo k+1 se dard em trés processos:

No primeiro processo o grupo de elite da populacao k é copiado para a préxima
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Figura 9 — Dados da Instancia: Hypercube

o
]
[ ]
e o o o ®
[ ]
@
e @ o o ® ®
decodificador
e @ o o \ ® |
L )
e © o o )
O
hipercubo @
(]

espaco de solucdes

Fonte: (GON¢ALVES; RESENDE, 2011)

populacdo k+1, representando a caracteristica elitista; no segundo processo, cromossomos
mutantes sdo adicionados na populagdo k+1 através da geracdo de novos vetores de chaves
aleatdrias, da mesma forma que na populagdo inicial; o dltimo processo € o cruzamento,
no qual cada novo cromossomo denominado offspring € gerado por dois pais selecionados
aleatoriamente da populacdo k. Quando os trés processos sdo concluidos, o algoritmo
decodifica a nova populacao e a aptidao é calculada. Em seguida, os cromossomos sao
agrupados em elite e ndo elite.

O Algoritmo Genético com Chaves Aleatorias Viciadas, do inglés Biased Random-
Key Genetic Algorithm (BRKGA), € semelhante a0 RKGA em quase todos os processos,
diferindo na forma como os cromossomos pais sdo selecionados para o crossover. Enquanto
no RKGA os pais s@o selecionados aleatoriamente da populacao inteira, no BRKGA, os
cromossomos sao selecionados de forma que um cromossomo seja do grupo de elite e
outro seja do grupo nao-elite (figura 10).

O pseudocddigo do algoritmo BRKGA, contendo seus principais passos € apresen-
tado no algoritmo 1.

A seguir, o fluxograma que mostra todo os procedimentos do BRKGA, desde
o inicio, com a geragdo de vetores de chaves aleatdrias, até a classificacdo da préxima

populacdo para gerar novas, € apresentado na figura 11.



Figura 10 — Dinamica entre Popula¢des no BRKGA

melhor . -
, copia melhores solugoes
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Fonte: (GON¢ALVES; RESENDE, 2011)

Figura 11 — Fluxograma do BRKGA
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Fonte: (GON¢ALVES; RESENDE, 2011)

4.3 Lin-Kernighan-Helsgaun

4

Dentre as varias heuristicas utilizadas para solucionar problemas de roteamento

como o PCV, uma que tem se mostrado bastante efetiva nos testes com grandes instancias

¢ a LKH (HELSGAUN, 2000). Sendo uma versao modificada do algoritmo Lin-Kernighan

(LK), LKH representa uma extensao das técnicas originais, que sao da classe de métodos

de busca local. No algoritmo original LK, proposto por Lin e Kernighan (1973), a busca
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Fonte: (RESENDE, 2013)
Entrada:|P|,|Pe|,|Pm|,n,p,
Saida :Solucido 6tima x*
BRKGA(|P|, |Pe|, |Pm|,n,p,);
Data: Inicialize o valor da melhor solugio encontrada: f* < oo;
while critério de parada ndo for satisfeito do
Gere a populacdo P com vetores de n chaves aleatdrias;
while critério de reinicializacdo ndo for satisfeito do
Avalie o custo de cada solu¢do nova em P;
Particione P em dois conjuntos: P, e P,;
Inicialize a populacdo da proxima geracdo: P' < P,;
Gere o conjunto de mutantes P,,, cada mutante com n chaves aleatérias;
Adicione P, 2 populagdo da préxima geragdo: P < PTUP,;
for i < 1to |P|— |P.| — |Py| do
Escolha o pai a aleatoriamente de P,;
Escolha o pai b aleatoriamente de P.;
forj < 1 tondo
Jogue uma moeda viciada com probabilidade p, > 0.5 de dar cara;
if jogada der cara then
| clj] - alj)
end
else
| elj] bl
end
end
Adicione o filho ¢ a populagdo da préxima geragdo: P < PTU{c};
end
Atualize a populagio: P <+ P,
Ache a melhor solugdo x* em P: y < argmin{f(x)|x € P};
if f(x*) < f* then

=1t
[
end
end
end

return reforna X*;

local se baseia nas técnicas 2-opt e 3-opt, que sdo utilizadas para realizar as trocas de
arestas em uma rota (solu¢do), o que gera uma combinagao diferente na sequéncia de
vértices, uma nova solucao.

O LK mostrou ser bastante efetivo na otimiza¢do de problemas com dimensdo de
até 50 cidades (vértices), com probabilidade muito préxima a 100% de busca de solugdo
Otima em teste Unico. Porém, a probabilidade cai cerca de 20% e 30% em problemas

com 100 cidades, tal probabilidade aumentando quando sdo feitos alguns testes a mais
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(HELSGAUN, 2000). Isso mostra um certo limite na aplicacdo desse algoritmo para
instancias maiores (com mais de 100 cidades), e essa limitacdo vem de algumas restri¢des
nos critérios de aceitagdo dessa heuristica na escolha das arestas de troca. Como explicado
em Helsgaun (2000), os critérios de troca sequencial, viabilidade, ganho positivo, dentre
outros, podem restringir a busca em solugdes 6timas locais em determinadas condicdes.

O LKH veio com a proposta de revisar tais critérios do LK original e modificar
as técnicas de trocas para possibilitar uma flexibilidade na busca de solu¢des em grandes
instancias. Uma das modificagdes que implicam na melhora da busca é remover a restricao
de escolha de incluir até 5 vizinhos de uma dada cidade. Isso é feito introduzindo o
conceito de /-free, uma arvore geradora minima que permite uma maior abrangéncia nos
esquemas de candidatos. A modificagdo mais importante do LK feita pelo LKH € fazer os
movimentos de troca base serem 5-opt ou mais. Essa modifica¢do generaliza a busca e
permite melhores solug¢des globais.

Essas e as demais mudancgas se mostraram efetivas e o algoritmo LKH conseguiu
apontar tamanha efetividade na otimizac@o de rotas em uma variedade de instincias na
literatura, se tornando o método "estado-da-arte"para o PCV e suas variacdes.

Na mesma pesquisa de sua modificagdo (HELSGAUN, 2000), o autor do LKH
inovou e desenvolveu um solver (framework / software) de cédigo aberto que implementa
o LKH para poder ser utilizado ou integrado para testes computacionais e oferece uma
documentacao que define os modelos de dados de entrada e saida e as possiveis op¢des de
configuracOes para adaptacao nas solucdes de instancias. Inicialmente direcionado para o
PCV, o solver evoluiu e ganhou algumas atualiza¢des e versdes ao longo dos anos. Na
sua versao mais recente, o LKH-3, o solver ganhou adaptacao para os problemas e PRV

(HELSGAUN, 2017).

44 ILS-RVND

Esta técnica hibrida € uma combinagdo baseada na metaheuristica ILS e na RVND,
que adapata a Variable Neighborhood Descent com Random Neighborhood Ordering
(RVND). A € proposta pelo trabalho de Penna ef al. (2013) e se baseia, de modo geral, em
busca local com a aplicagdo da ILS como um framework.

A RVND ¢ implementada dentro do framework para a melhoria da qualidade da

solugcdo. Algumas regras s@o utilizadas durante a execugdo de cada iteracdo do framework,
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como o critério de aceitacdo Hill Climbing para determinar se uma solugdo foi aceita.
Nessa regra também sdo aceitos movimentos que ndo apresentam melhora na solugao local,
desde que, na solu¢do completa final, o valor objetivo seja menor que o valor da melhor
solu¢do mais recente de iteracdes anteriores.

Durante os demais passos do framework sao utilizadas varias técnicas, que se
classificam como estruturas de vizinhancga intra-rota, estruturas de vizinhanga inter-rota e
mecanismos de perturbagdo. Tais técnicas aplicam trocas de clientes nas sequéncias das
sub-rotas, entre sub-rotas e no conjunto completo da solu¢do, todas as sub-rota juntas.

O recente trabalho, AlkaidSD, realizado por Lin et al. (2025), descreve o desenvol-
vimento de um solver open-source (codigo aberto) para o desafio VRP with Split Deliveries
do Dimacs, disponibilizado em: http://dimacs.rutgers.edu/programs/challenge/vrp/vrpsd/.
O solver se destacou entre os demais candidatos, tendo os melhores resultados entre as
instancias utilizadas no desafio. Os autores descrevem que o algoritmo principal do solver
€ uma metaheuristica multistart baseada na ILS e fazem uma implementacao hibrida da
heuristica com o RVND. Os autores demonstram que se baseiam, fortemente, nos passos de
integracao das heuristicas descritos pelo trabalho de Penna et al. (2013) para a constru¢io
de solucdo inicial e os mecanismos de busca local e perturbagdo de sequéncias de vértices

e trocas entre sub-rotas.
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5 METODOLOGIA

Neste capitulo serdo descritos os procedimentos metodoldgicos para a aplicacdo
das heuristicas e metaheuristicas aos problemas de roteamento. Cada problema descrito
nos objetivos terd sua solu¢do com implementacdo das heuristicas e metaheuristicas
em modulos, tais sendo de desenvolvimento préprio e com a integracao de médulos de
frameworks de terceiros. Ao final do projeto, esses modulos estardo reunidos em um
framwork que ird solucionar o problema do objetivo geral deste trabalho.

Os médulos com os algoritmos das heuristicas e metaheuristicas, com suas adapta-
¢oes para a resolucao dos problemas, serdao implementados na linguagem C++ e, como
descrito, serdo integrados, recebendo, processando, e enviando os dados das solugdes,
havendo um fluxo sequencial. Ao final, a solucdo gerada, seu custo e tempo, do SDVRP

com drones (SDVRPD) seré o resultado do framework desenvolvido neste trabalho.

5.1 Instancias

As instancias utilizadas nos testes computacionais deste trabalho sdo as 11 instan-
cias propostas por Christofides e Eilon (1969). Tais instancias sdo referentes ao Capacited
Vehicle Routing Problem (CVRP) e t€ém uma vasta abordagem na literatura em trabalhos
no contexto do PRV. As instancias sdo disponibilizadas em uma variedade de repositdrios.
Para este trabalho, as instancias foram adquiridas em dois formatos: o formato do reposit6-
rio da biblioteca TSPLIB 95 (REINHELT, 2014) e o formato utilizado pelo trabalho do
solver (LIN et al., 2025), disponibilizado pelo desafio SDVRP do 12th DIMACS Implemen-
tation Challenge, disponivel em: http://dimacs.rutgers.edu/programs/challenge/vrp/vrpsd/.

Cada instancia CVRP representa um arquivo que contém os dados necessarios
para as defini¢cdes para um caso do problema. Na implementagdo, cada arquivo € lido e
seus dados sdo coletados de cada linha e armazenados em constantes, variaveis, vetores €
matrizes. Nesses arquivos, os dados a serem utilizados na implementacio estdo nas linhas
que representam < tipodedado >:< valor > e nas sessdes, como o conjunto de vértices e
seus formatos, as demandas e a indicacdo de qual vértice representa o depdsito.

Na implementacio € utilizada a representacao dos vértices como uma matriz de
distancias. No processo de leitura de cada arquivo, um algoritmo verifica a sessdo do

conjunto de vértices, 1€ suas coordenadas euclidianas (bidimensional, no caso) e utiliza a
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féormula de distancia entre pontos para construir a matriz, que tem a dimensao nxn, com
n sendo o nimero de vértices da instancia. Cada linha da matriz representa um vértice
(linha 0 a n— 1), e as posi¢des em cada linha, as colunas, contém os valores de distancias
entre esse vértice e cada um dos demais vértices (coluna 0 a n — 1). Essa representacdo
matricial das distancias permite que os valores sejam calculados uma tinica vez e acessados

diretamente a cada vez que for necessario utilizar as distancias.

5.2 Representacio de solucao

Durante todo o projeto computacional deste trabalho, a escolha de utilizacdo de
formatos de representacdo de solucdo sdo de crucial importancia, pois os algoritmos
que compdem o projeto recebem uma solucao, fazem o processo e retornam uma nova
solucdo. Dessa forma, os algoritmos devem estar adaptados para trabalharem com um
formato especifico. Para este trabalho a representacdo de uma solugdo para o CVRP é
feita utilizando os seguintes formatos: um vetor do tipo inteiro com valores referentes aos
clientes de uma instincia, em que suas posi¢cdes representam uma sequéncia (sub-rota);
uma matriz com n vetores referentes as rotas e um vetor que representa a grande rota,
com as sequéncias dos valores referentes aos clientes representando as sub-rotas, essas
sendo intercaladas pelo valor do depésito. Durante todo o projeto uma fungdo para calcular
distancias € utilizada, recebendo como entrada um vetor com as sequéncias de clientes e
retornando o valor da distancia total desse vetor, que representa uma rota. O algoritmo da
fungdo que realiza o cdlculo recebe cada sequéncia de dois valores do vetor e os utiliza
como indices de linha e coluna, na busca pela posi¢ao entre os vértices na matriz de

distancias.

5.3 BRKGA aplicado ao Problema do Caixeiro Viajante

Inicialmente serdo utilizadas instancias simples para solucionar o PCV. As ins-
tancias serdo representadas por matrizes de distancias nas quais as localiza¢des serdao
indicadas pelos indices das linhas e as distancias para as localiza¢des adjacentes de cada
linha serdo indicadas pelos indices das colunas. As localizac¢des serdo as representagdes de
dois tipos para o problema: o depdsito e os clientes. Como exemplo, para uma instancia

com 7 vértices, uma possivel solucdo gerada através da codificagdo e decodificacdo do



48

BRKGA pode ser vista na figura 12.

Figura 12 — Codificagdo e Decodificag@o aplicado ao PCV

CODIFICAGAO DECODIFICAGAO
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Fonte: Autoria prépria

O metaheuristica Biased Random-Key Genetic Algorithm (BRKGA) iniciard a
solu¢do do PCV, primeiramente, gerando a populagao inicial de p vetores (cromossomos)
de chaves aleatdrias. Entdo, o algoritmo associard os indices das posi¢des de cada vetor
de chaves aleatdrias aos indices das respectivas localiza¢des da instancia, os indices do
depésito e dos clientes. O algoritmo realizard a decodificac@o aplicando uma troca de
posicdes para que os valores sejam ordenados de forma crescente. Os indices equivalentes
das localizagbes também sdo trocados de posi¢des e ordenados de acordo com a ordem
das respectivas chaves. Ao final da decodificacdo da populagdo inicial, os p cromossomos,
com as chaves ordenadas, sdao associados aos indices e indicardo p possiveis solugdes de
rotas do PCV.

Cada vetor de chaves aleatdrias, indicando a sequéncia de vértices de uma rota,
serd uma possivel candidata a melhor solu¢ao. Na aplicac@o ao problema, € considerado
que o inicio de cada rota seja, referente ao conjunto de um grafo, o vértice que representa
o deposito. Nesse caso, o valor da primeira posi¢cdo para todas as possiveis solugdes. Os
demais valores representam os clientes nas sequéncias das posigdes.

O préximo passo do algoritmo € calcular o custo (ou distancia total) de cada rota
(ciclo hamiltoniano) com base no vetor de chaves que define a sequéncia, buscando os
valores correspondentes entre cada par de vértices da instancia. Quando todas distancias
sdo somadas o valor de custo (fitness) total de cada rota é definido para cada vetor de chaves
aleatdrias da populagdo. A partir desse momento o algoritmo ordena todos os vetores

da populagdo com relacdo as melhores rotas primeiro. Quanto menor custo, ou melhor
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fitness, melhor serd a classificacdo de um cromossomo. O vetor de chaves aleatérias com
rota de menor custo associado serd o primeiro da populacao e o vetor com pior custo, o
ultimo. Um exemplo de célculo do fitness do PCV para 7 vértices feito com a sua matriz

de distancias é mostrado na figura 13.

Figura 13 — Célculo do valor fitness

calculo do fitness da solugao
dados da instancia

VERTICES 1 2 3 q 5 6 7
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Fonte: Autoria propria

Quando a populacao estiver ordenada, com a classificagdo de fitness, o algoritmo
BRKGA iré dividir a populacdo em dois grupos: grupo elite e ndo-elite. Com isso, a
populacdo inicial esta pronta.

Para a construcio da préxima populacdo k + 1, e das demais, o grupo elite da
populacdo inicial (ou atual k) serd copiado para a populacao k+ 1. Com o grupo elite
copiado, os demais vetores (cromossomos ndo mutantes) da populacao serdo gerados pelo
cruzamento parametrizado entre um cromossomo elite € um cromossomo nao elite da
populacdo k. A figura 14 mostra um exemplo de cromossomo filho gerado do cruzamento
de um pai elite e um pai nao elite, tais cromossomos tendo 4 genes.

Entdo, com todos os cruzamentos realizados, os demais cromossomos da nova
populacdo sdo gerados da mesma maneira que a populagdo inicial, pm cromossomos com
nimeros aleatérios. Quando a populagdo k + 1 estiver pronta, ela passa a ser a populacdo

atual k e, o algoritmo retorna ao procedimento de classificacdo dos vetores associados as
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Figura 14 — Cruzamento Parametrizado Uniforme

Cruzamento
.

Fonte: (GON¢ALVES; RESENDE, 2011)

Relagédo de probabilidade
no cruzamento de 0.7

rotas. Para a nova populacdo atual (k), divide os vetores de chaves em elite e ndo elite. Isso
pois, depois do cruzamento anterior os vetores elite podem nio continuar com os melhores
custos. O algoritmo repetird os procedimentos, gerando novas populagdes de acordo com
os critérios informados até atingir uma quantidade especifica para encontrar a melhor rota

para o PCV.

5.4 Aplicacao ao Problema de Roteamento de Veiculos

Sendo similar ao PMCYV, o PRV varia na adi¢do de restricdes de quantidade de
véiculos disponiveis, suas capacidades e as demandas dos clientes. Como descrito anterior-
mente, o PRV se define como: uma frota de veiculos e suas capacidades, um conjunto de
clientes e suas demandas associadas. A solucdo do problema consiste em encontrar as rotas
de menor custo para cada veiculo. Mas, como as caracteristicas de capacidades e demandas
sdo levadas em consideracao, o problema também busca otimizar a utilizacdo dos veiculos
para a possivel redu¢@o de custos de operacdo. Entdo, as demandas dos clientes, nos dados
das instancias, sdo fator determinante para verificar a disponibiliza¢ao de um veiculo de
acordo com sua capacidade. Dessa forma, com a somatdria de todas as demandas dos
clientes serd possivel definir quantos veiculos serdo necessarios para realizar as entregas
de todas as demandas. Isso que possibilita, além da otimizagdo das rotas, a otimizagao
para a utilizacdo de uma quantidade minima de veiculos para as entregas.

As melhores solu¢des PCV geradas pela metaheuristica BRKGA sdo transformadas
em solugdes PRV, com base nas capacidades e demandas do clientes da instancia. Essas

solu¢cdes PRV podem ser representadas nos formatos de vetor (rota completa) e matriz
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(sub-rotas), sendo enviadas para o0 médulo do LKH-3 para solug¢des iniciais. O LKH-3,
ao ler essas solugdes iniciais, ird realizar os procedimentos de otimizacao. Os calculos do

fitness de cada possivel solugdo com o LKH-3 € apresentado na figura 15.

Figura 15 — Célculo fitness das Rotas PRV
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Fonte: Autoria prépria

5.5 Aplicagao ao Prblema de Roteamento de Veiculos com Entregas Fracionadas

A solug@o com melhor valor de fitness gerada ao final das geracdes do BRKGA, e
otimizada pelo LKH-3, ¢ lida como soluc¢do inicial pelo solver AlkaidSD, o que substitui a
heuristica de construc¢do de solucao inicial descrita no trabalho original (LIN et al., 2025).
Dessa forma, o solver ja recebe, como entrada, uma solug@o sub-6tima ou muito boa
da instancia do CVRP e, entdo, segue com as iteracdes do ILS-RVND. Ao substituir o
algoritmo de constru¢do de solu¢do inicial do solver pela solucdo gerada pelo BRKGA com
LKH, o custo computacional, com relacio ao tempo de processamento, tem a possibilidade
de ser menor do que utilizando a heuristica de constru¢do do solver na geracdo de uma
solugdo.

No processo do framework, uma solucao passa por todos os passos da heuristica
hibrida do ILS-RVND e pelas estruturas de trocas e perturbacoes descritas anteriormente.
Ao final das itera¢des do framework, o solver retorna, como solugdo, a tltima solugdo de
melhor valor objetivo (fitness). Se houve possibilidade de a solugdo ter tido o fraciona-
mento, entdo o valor objetivo, que € a soma das distancias das sub-rotas, € retornado. Se
ndo, o valor objetivo normal da solucio CVRP é mostrado. Ao final, o solver retorna, além

do valor objetivo, um arquivo contendo a melhor solu¢do encontrada, com as sequéncias
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de sub-rotas completas.

5.6 Aplicacao ao Problema de Roteamento de Veiculos com Drones

O moédulo do framework deste trabalho que adiciona os drones recebe, como
entrada, a melhor solu¢do encontrada pelo solver AlkaidSD. O préximo passo € a aplicacio
da heuristica de busca local LKH para realizar a otimizac¢ao da soluc¢ao lida, escolhendo
quais vértices de cada sub-rota serdo atendidos pelos drones. Em uma sub-rota, a heuristica
seleciona uma quantidade de vértices e realiza a troca para sub-rotas ramificadas. Neste
passo, € utilizada a restricdo de que, um drone, ao atender um cliente, devera voltar ao
veiculo para que possa atender a outro cliente. Ou seja, um drone apenas pode atender uma
demanda de cada vez. As trocas, ao serem feitas, fazem com que os vértices escolhidos
sejam removidos da sub-rota, o que significa uma reconexado entre as sequéncias, reduzindo
a distancia total daquela sub-rota. A reducdo na distancia se da pois a rota de um drone é
paralela a principal, o que faz com que o drone atenda sua demanda enquanto o veiculo
continua atendendo outras.

A cada iteragdo do LKH a sub-rota escolhida € reiniciada e a heuristica refaz
as trocas dos vértices que serdo atendidos por drone. Se em uma iteragdo o valor da
distancia da sub-rota com veiculo e drone € menor que o valor encontrado antes, os vértices
escolhidos sdo salvos como melhores candidatos. Ao final das iteracdes, o melhor valor de
fitness encontrado € salvo e a sub-rota e as rotas ramificadas com os vértices escolhidos
referentes a esse valor sdo atualizadas.

O processo descrito repete-se para todas as sub-rotas descritas. Assim que todos
0s passos sao finalizados, o algoritmo que contém a heuristica LKH retorna o conjunto
de rotas como melhor solu¢do e seu valor objetivo, que € a distancia total, soma das
distancias das sub-rotas. O valor objetivo e o tempo referente para sua solugdo serdo
os valores utilizados de cada instancia neste trabalho para realizar comparacdes com os
demais trabalhos relacionados nos testes computacionais.

A adicao de drones ao contexto do problema possibilita, ainda mais, a melhora
na otimizag¢do das rotas, pois os drones fardo parte das entregas enquanto um veiculo
estd realizando as demais. Drones t€m limites de capacidade e tempo de carga de bateria.
Porém, como rapidez e conducdo aérea, além de poderem realizar parte ou todas as entregas

de mercadorias pequenas ou leves, podem atingir dreas de dificil acesso ou que tornariam



53

a entrega por veiculos impossivel, como lugares que sé podem serem visitados por vias
aquaticas. A aplicacao de drones terd as representacdes de tempo e capacidade nos dados
para serem utilizados pelo algoritmo.

As aplicagdes seguirdo a seguinte ordem:

a) Aplicacdo do BRKGA ao PCV;

b) Gerar solucdes para o PRV;

c¢) Otimizar as solu¢des PRV com LKH;

d) Gerar solu¢des SDVRP com ILS-RVND

e) A partir das solucdes SDVRP, gerar solu¢cdes com drones com o LKH.

Os dados das instancias, os vetores e matrizes de valores nos tipos inteiro, ponto
flutuante e demais tipos serdo necessdrios para representar as quantidades de veiculos,
drones, clientes, bem como seus respectivos valores de capacidades, demandas.

A figura 16 apresenta o fluxograma da implementacdo deste trabalho, mostrando a

seguéncia entre os modulos e o as solu¢des que cada médulo realiza.

Figura 16 — Fluxograma deste Projeto

INSTANCIA [ 1 - salugdo inicial VRP ][ 3 - solucdo SDVRP

1 3
ILS
BRKGA RVND
2 4
DRONES
LKH (LKH)
[ 2 - solugdo VRP ] [ 4 - solugdo SDVRPD ]

Fonte: Autoria propria
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6 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados dos testes computacionais realizados
do projeto deste trabalho com as instancias escolhidas. Os testes sdo baseados nos valores
de melhor fitness e o tempo ao qual esses valores foram encontrados. Os resultados dos
testes estdo dispostos em tabelas, que apresentam comparagdes entre entre as heuristicas,

metaheuristicas € com os resultados de outros trabalhos relacionados.

6.1 Ambiente de testes

A implementacdo deste projeto e os testes realizados foram feitos no sistema
operacional Microsoft Windows 11 - 64 bit. As configura¢des do hardware sao: processador
12th Gen Intel(R) Core(TM) i5-12450H - 2.00 GHz; memoéria RAM de 8,00 GB. Para a
codificag¢do do projeto na linguagem C++, foi utilizado o Visual Studio 2022, ambiente de

desenvolvimento integrado (IDE) da Microsoft.

6.2 Dados e Parametros

As instancias eilon utilizadas para os testes computacionais representam um total de
11 arquivos do tipo .vrp, classificados para 0o CVRP, com dimensdes de vértices variando
entre 22 e 101. Cada arquivo tem os atributos especificos que informam: quantidade de
vértices (DIMENSION), tipo de aresta (EDGE_WEIGHT_TYPE), capacidade do veiculo
(CAPACITY), sessao com coordenadas dos vértices (NODE_COORD_SECTION), sessao
com as demandas dos vértices (DEMAND_SECTION) e a sessdo qual vértice representa o
deposito (DEPOT_SECTION).

O framework do projeto deste trabalho utiliza os arquivos .vrp em quase todos os
seus modulos, com exce¢do do médulo solver AlkaidSD (ILS/RVND), que utiliza o tipo
.sd, disponibilizado pelo desafio do DIMACS.

As instancias lidas pelos médulos e os valores de capacidade, demandas e vértice
do depsito sao armazenados, além das coordenadas euclidianas (tipo de aresta) de todos
vértices, que sao utilizadas no calculo da matriz de distancias.

Seguindo o fluxograma do projeto, o primeiro médulo implementa metaheuristica
BRKGA aplicada ao PRV, primeiramente gerando chaves aleatdrias referentes a quantidade

de vértices clientes (clientes = dimensao — deposito), adicionadas em cromossomos ja
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iniciados com a chave 0, referente ao depdsito. Com os valores gerados e a decodificacgdo,
um algoritmo soma as demandas e define cada rota até a restri¢do da capacidade. Esse
processo continua até todos os vértices clientes terem suas demandas somadas.

Os parametros utilizados para 0 BRKGA nos testes variam de acordo com a
dimensdo de cada instancia. Quanto maior a dimensio de uma instincia, maior deve ser os
valores p para a populagdo para que a metaheuristica tenha bons resultados. Assim, sdao
utilizados os valores dentro dos intervalos recomendados por Gongalves e Resende (2011),

onde:

p (tamanho da populag¢do) = an, sendo a uma constante e n dimensao da

instancia;

pe (tamanho da populagao elite) = 0.25p;

pm (tamanho da populagdo mutante) = 0.30p;

pe (probabilidade de escolha de alelo elite) = 0.7.

Como as instancias tém dimensdes que variam de 22 a 101 vértices, os valores
utilizados para a constante a variam de 2.0 a 17, indicando indicando o cdlculo do tamanho
p das populacgdes.

Os parametros utilizados para o LKH-3 estdo definidos no arquivo .par, nos atribu-
tos: INITIAL_TOUR_FILE, MAX_TRIALS, MOVE_TYPE, TIME_LIMIT, RUNS. O
parametro INITIAL_TOUR_FILE indica o arquivo .four com uma solugdo gerada pelo
modulo do BRKGA.

O moédulo AlkaidSD (ILS-RVND) teve o cédigo original editado para receber
a solucdo do LKH-3 como solugdo inicial. Essa solu¢do inicial é recebida como um

parametro junto ao arquivo de configuragcao do projeto original para cada instancia.

6.3 Testes computacionais

A seguir estdo apresentados os resultados dos testes computacionais nas tabelas. Os
resultados incluem os testes unitarios de cada médulo e com a utilizacdo hibrida BRKGA
+ LKH-3, BRKGA + LKH-3 + AlkaidSD e, por dltimo, o teste completo com a adicao
dos drones com LKH. Na tabela 7 sao apresentados os resultados unitdrios dos médulos
BRKGA e LKH-3, além do resultado hibrido BRKGA + LKH-3.

Com os resultados da tabela 7 mostrados, algumas instancias tém o tempo de

solucdo fitness bem reduzido para o LKH-3 quando ja recebe uma solucao inicial do
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Tabela 7 — Testes com Metaheuristicas
Instancia BRKGA LKH-3 BRKGA + LKH-3

fitness tempo fitness tempo fitness  tempo

eil22 425 0.30 375 0.15 375 0.83
eil23 704 0.34 569 0.08 569 0.12

eil30 634 0.73 534 3.07 534 1.65
eil33 1020  0.84 535 0.97 535 22.82

eil51 785 3.45 821 5.69 821 8.67
eilA76 1068 12.09 836 6731 836 60.64
eilB76 1429 11.15 1032 78.07 1036 35.53
eilC76 1150 1429 736  37.29 736 10.62

eilD76 1259 11.04 682 1.36 682 6.55
eilA101 1246 2549 819 16.77 815 22.51
eilB101 1429 39.02 1083 8547 1080 31.68

BRKGA, com relagdo em apenas o préprio modulo. Sao exemplos as instancias eilB76,
eilC76 e eil B101.
Os resultados dos testes unitdrios do médulo AlkaidSD e os testes com a utilizagdo

hibrida BRKGA + LKH-3 + AlkaidSD sao mostrados na tabela .

Tabela 8 — Comparagdo entre Metaheuristicas
Instancia AlkaidSD BRKGA + LKH-3 + AlkaidSD

fitness tempo fitness tempo
eil22 375  0.001 375 0.010
eil23 569 0.0195 569 0.001
eil30 503 0.203 503 0.022
eil33 835  0.058 835 0.002
eil51 521 0.186 521 0.001
eilA76 818  46.156 818 5.763
eilB76 1002 23.109 1002 9.933
eilC76 733 3.884 733 3.884
eilD76 679 35859 679 30.877
eilA101 814  5.140 814 0.010
eilB101 1061 33.378 1060 52915

Os resultados da tabela 8 indicam que o tempo necessario para encontrar o fitness
foi menor com a abordagem hibrida para maioria das instancias. O tempo das instancias
eilA76 e eilA101, por exemplo, foi bastante reduzido com a utilizag¢do hibrida dos médulos.

A seguir, na tabela 9 sdo apresentados os resultados dos testes computacionais
deste trabalho em comparacio com os trabalhos de Silva et al. (2015) e Costa (2023) para
0 SDVRP (sem drones).

A tabela 9 mostrou que o trabalho de Silva et al. (2015) teve melhor resultado em
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Tabela 9 — Testes Computacionais SDVRP (sem drones)

Instancia  Silva (2013) Costa (2023) Este trabalho
fitness tempo fitness tempo fitness tempo

eil22 375 0,13 375 0,3975 375 0.010
eil23 569 0,09 569 0,4050 569 0.001
eil30 510 0,30 510 0,4275 510 0.022
eil33 835 0,39  830*  0,4200 835 0.002
eil51 521 1,63 521 1,4350 521 0.001
eilA76 818 25,68 818 7,7840 818 5.736
eilB76 1002 38,05 1002 16,5350 1002  9.933
eilC76 733*% 15,17 735 6,3700  733*  3.884
eilD76 681 11,02 681 6,2160  679* 30.887
eilA101 815 32,70 813* 17,4840 814 0.010
eilB101 1061 75,43 1061 18,8825 1060* 52.915

apenas 1 instancia comparado ao trabalho de Costa (2023), a instancia eilC76. O trabalho
de Costa (2023), por sua vez, conseguiu ter melhor resultado para 2 instancias, eil33 e
eilA101, com relagdo a Silva et al. (2015) e a este trabalho. Este trabalho teve melhor
resultado para 2 instancias com relacdo ao trabalho de Silva et al. (2015) e para 3 instancias,
com relacdo ao trabalho de Costa (2023). Foram as instancias eilC76, eilD76 e eil B101.
Os proximos resultados incluem os drones ao SDVRP, se tornando o SDVRPD. As
comparagdes sdo feitos utilizando o trabalho de Costa (2023). Os resultados sdao mostrados

na tabela 10.

Tabela 10 — Testes Computacionais SDVRPD (com drones)
Instancia  Costa (2023) Este trabalho

fitness tempo  fitness  tempo

eil22 267,18 0,78 252.677* 0.014
eil23 405,41 0,86 382.391* 0.004
eil30 337,02 0,92 326.872* 0.024
eil33 5634 0,88 677.349 0.005
eil51 309,61 2,01 302.49*  0.005
eilA76 485,09 9,89 462.109* 5.340
eilB76 405,49 21,07 609.611 9.939
eilC76 401,32 7,64 398.435* 3.887
eilD76 371,82 7,12  408.765 30.890
eilA101 4156 19,59 490.852 0.019
eilB101 508,48 20,40 592.828 52.921

De acordo com a tabela 10, este trabalho teve melhor resultados nos testes para
6 das 11 instancias, com relagdo ao trabalho de Costa (2023). Foram as instancias eil22,

eil23, eil30, eil51, €ilA76 e eilC76. Assim, este trabalho teve melhor resultado para
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maioria das instancias entre 22 e 51 vértices, apenas duas instancias com 76 vértices e
nenhuma instincia com 101 vértices.

Sobre as comparacdes com o SDVRP, na tabela 9, € possivel notar que ha uma
maior tendéncia de fracionamento de acordo com a dimensdo da instancia. Ou seja, quanto
maior quantidade de vértices, maior a possibilidade de fracionamento, o que € visto em
todos os trabalhos. Nos resultados apenas com o SDVRP, as técnicas utilizadas neste
trabalho demonstraram bons resultados em relagdes aos outros dois trabalhos, visto uma
pequena vantagem para algumas instancias.

Com a andlise dos resultados da tabela 10, € correto afirmar que as técnicas
utilizadas neste trabalho promovem bons resultados na inclusdo dos drones em relagdo ao
outro trabalho, tendo apenas menor efici€éncia com relag@o as instancias com dimensao
de 101 vértices. Mesmo assim, os resultados sdo satisfatérios e podem indicar avangos e

possiveis ajustes em trabalhos futuros.
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7 CONCLUSOES

Os estudos sobre Problema de Roteamento de Veiculo sdo de extrema importancia
para as dreas de Pesquisa Operacional, Teoria dos Grafos e Inteligéncia Artificial, pois o
crescimento das inovagdes tecnoldgicas tem trazido uma gama de beneficios que possibili-
tam as redugdes de custos e tempo. Além das abordagens cldssicas do problema, como
o Problema do Caixeiro Viajante, novas variantes e generalizagdes foram propostas ao
longo dos anos. Uma dessas variantes aborda a possibilidade de reducdo do custo total do
problema ao permitir que os clientes sejam visitados por mais de um veiculo, a variante
PRV com Entregas Fracionadas.

Outra variante que tem sido bastante abordada nos tltimos anos, diante da evolucio
tecnoldgica, € o PRV com drones, que inclui os drones junto aos veiculos para cooperarem
no atendimento das demandas dos clientes. A possibilidade de redu¢do de custos operacio-
nais com essa nova abordagem tem sido de extrema importancia na busca por propostas
de otimizag¢do. O PRV com Entregas Fracionadas e drones, variante recente que integra a
eficiéncia das duas ultimas citadas, € bastante promissora para o setor de logistica, pois
possibilita uma maior reduc@o dos custos. Dessa forma, o SDVRPD apresenta ser um
problema promissor para a literatura.

Neste trabalho foi realizada a implementacdo de um framework que utiliza as
técnicas aproximativas metaheuristicas e heuristicas BRKGA, LKH e ILS-RVND aplicadas
a solucdo do Problema de Roteamento de Veiculos com Entregas Fracionadas e Drones
SDVRPD. Foram utilizadas implementa¢des proprias com integracdo de frameworks de
terceiros. Os resultados, tanto para o SDVRP (sem drones) quanto para o SDVRPD
(com drones), indicam a eficiéncia do framework nas comparacdes entre os trabalhos
relacionados utilizados.

Como o SDVRPD ¢ uma abordagem recente na literatura, a disponibilidade de
pesquisas e de dados para testes é bastante reduzida, sendo uma limitacdo para esta
pesquisa. Este trabalho contribui para a literatura, tanto na abordagem dessa variacio do
PRV quanto para a implementacdo das heuristicas e metaheuristicas, com a utilizacéo,
integracdo e adaptacdo dos frameworks de terceiros para a solu¢io do problema.

Para trabalhos futuros, os testes do problema SDVRPD podem ser testados com
uma variedade de heuristicas e metaheuristicas, com adaptagdo e configuracdes de acordo

com as dimensoes das instancias de teste.
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