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CAPITULO 1

Introducao

O propdésito do texto apresentado a seguir é fornecer uma precisa descricao dos pro-
blemas mais importantes tratados neste trabalho, situar a proposta dentro do contexto
atual do desenvolvimento tecnolégico no qual o problema esta inserido, justificar a sua
importancia no a&mbito da Tecnologia da Informacao, enfatizando as contribuigoes para
o desenvolvimento e melhoria do processo de transmissao digital de sinais, descrever
a metodologia do trabalho, enumerar os resultados esperados e apresentar o modo de
organizacao deste trabalho.

1.1 Contextualizacao

Sabe-se que em todo sistema de transmissao ou de armazenagem de dados, rufdos
sao introduzidos no processo e cabe ao projetista do sistema introduzir dispositivos
que busquem lidar com a informacao de maneira que seja possivel recuperar os dados
transmitidos ou armazenado de maneira eficiente. Ocorre que a grande circulacao de
informacao na esfera piblica e privada cresce a todo instante, exigindo sistemas de
comunicagoes cada vez mais robustos e eficientes, o que leva a uma busca continua, por
parte dos pesquisadores, por aperfeicoamento dos sistemas usuais ou desenvolvimento de
novos sistemas, no sentido de superar desempenhos dos componentes de um sistema de
transmissao e armazenagem de dados, tais como, os projetos de codificacao, modulacao,
canal, filtro e quantizador.

Foi pensando neste objetivo que Lima e Palazzo [21] langaram a idéia inicial de um
sistema de transmissao de dados, no qual os principais blocos, codificacao, modulagao
e canal, eram projetados de forma dependentes, visando, em principio, evitar disposi-
tivos adicionais para correcoes de distorcoes, ou escolhas inadequadas de alguns destes
componentes. Como consequéncia foi langada, por Lima e Palazzo, a proposta de um
sistema de transmissao de dados, na qual a modulacao e o sistema de codificacao eram
projetados a partir de uma canal discreto sem meméria: o projeto da modulacao é rea-
lizado sobre um espago métrico (€2, ), onde €) era uma variedade riemanniana e ¢, uma
métrica sobre €2, e codigo corretor de erro vem de uma estrutura algébrica intrinseca da
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variedade, o grupo de homologia de 2. Mais especificamente, o projeto de modulacao
proposto por Lima e Palazzo vinha de uma particao sobre uma variedade riemanniana,
proveniente do mergulho de um grafo associado a um canal discreto sem memédria, cujas
regioes de decisoes de cada sinal da constelagao correspondiam as regioes da particao do
mergulho.

A proposta de Lima e Palazzo [21] continha uma variedade muito grande de exemplos
e propriedades sobre construcoes e identificagoes de projetos topolégicos de modulacoes
e de estruturas algébricas geradores de codigos corretores de erros associados a canais
discretos sem memoria. Apesar do avango na solucao do problema da identificacao e
construcoes das estruturas compativeis do sistema de transmissao de dados, faltava,
como era de se esperar um trabalho inicial de resolucao de um problema de grande porte
da Teoria da Comunicagao, centralizar as agoes sobre familias de determinados grafos,
a fim de colher mais informagoes e formalizar os conceitos matematicos das relagoes
fundamentais entre os principais componentes do sistema de transmissao tratados na
proposta.

O primeiro problema que chamou a atencao, pela sua peculiaridade, dificuldade,
caracterfstica matemadtica e geométrica, cardter inesplorado, certeza de encontrar mo-
dulacoes mais eficientes e adaptado as nossas habilidades, foi sem divida, o projeto de
modulagao. Veio entdo o trabalho de Lima e Luana [24], que concentrou todas as suas
acoes em desenvolver um projeto de modulacao compativel com o canal discreto sem
memoéria vindo do grafo completo. A idéia da proposta surgiu de uma intuicao de Lima,
de que era possivel desenvolver um projeto de modulacao, nos moldes propostos por
Lima e Palazzo, usando o grafo completo, em vez do grafo completo biparticionado utili-
zado por Lima e Palazzo. Foi confirmada em [24] que a intuigdo de Lima era possivel de
ser realizada, onde constatou-se que o projeto de modulacao associada ao canal discreto
sem memoria poderia ser construida a partir de um grafo qualquer, e dependendo da
quantidade dos elementos do grafo, é possivel identificar, classificar e construir todas as
classes de modulagoes distintas, vindas de um mergulho do grafo completo K,. Além
disso, foi provado em [24], que existe uma transformagao geométrica do grafo completo
K, em um canal discreto sem memoria C), ,,, que permite associar um sistema de pro-
babilidades as transicoes de C), ,,, fornecendo valiosas informacoes sobre o desempenho
deste.

1.2 Proposta da Pesquisa

Com o trabalho de Lima e Luana [24], a proposta do sistema de transmissao de
dados de Lima e Palazzo, comecou a tomar dimensoes maiores, as relacoes entre seus
componentes tornaram-se mais claras, adquirindo personalidade prépria que nos levou
a denomind-lo de sistema integrado (S.I.) de transmissao de dados, para diferenciar dos
demais sistemas conhecidos. Foi entao que surgiu uma grande curiosidade de como se
comportaria o projeto de S.I. quando o grafo utilizado para gerar o projeto de modu-
lacao, fosse o grafo completo bipartido K,,,. Primeiro, porque foi o primeiro grafo a
ser utilizado no projeto de modulagao em [21], e segundo, porque ji previamos que as
modulagoes vindas de K,,,, teriam propriedades bem diferentes do grafo completo K,,
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algumas de grandes interesse. Além do mais, poderfamos comparar os resultados de
K., e K, para avaliar os prés e contras em decidir, ora por uma modulagao vinda de
K,, ora por uma vinda de K,, .

1.2.1 Definicao da proposta

Em vista do exposto acima, a proposta incial deste trabalho consiste do desenvolvi-
mento e andlise do seguinte

Problema 1.2.1 Desenvolver um projeto de modula¢ao sobre uma variedade riemanni-
ana, associada a um canal discreto sem memoria, vinda de um mergulho do grafo com-
pleto biparticionado K,, ,, no contexto das modulagoes QAMS estabelecidas por Lima e
Luana [24].

A estratégia para resolver o Problema 1.2.1 é seguir, sempre que possivel, 0 mesmo
roteiro do trabalho de monografia de Lima e Luana [24]. Primeiro faremos uma a-
daptacao do Aloritmo 2.8.1 utilizado no processo de identificagao dos mergulhos do grafo
completo K,,, para que o mesmo nos forneca todos os mergulho de um grafo completo
bipartido K, . Neste sentido, a primeira dificuldade a ser enfrentada serd identificar o
conjunto das rotagoes de um grafo completo bipartido. O método utilizado para obter
os sistemas de rotagoes do grafo completo nao funcionam para o caso do grafo completo
bipartido, teremos entao que resolver este problema de uma outra maneira, mas nao
deverd ser muito diferente.

A preocupagao seguinte € identificar propriedades elementares dos mergulhos do grafo
completo bipartido, principalmente aquelas que sao especificas destes, tais como pro-
priedade relativas aos tipos de regioes, sequéncias orbitais, emaranhados e topologia das
regioes, mergulhos minimos e méximos e mergulhos regulares.

Conhecidas as propriedades elementares, passamos entao ao problema da classificao
dos mergulhos do grafo completo bipartido, concentrando as nossas agoes nos mergulhos
dos grafos da forma K, ,,. Em cada caso identificado, constarao as familias de superficies,
a descricao das classes de mergulhos, alguns exemplos de construgoes, identificacao de
emaranhados, andlise quantitativa dos elementos das classes, mergulhos sem bordos, to-
dos seguidos de resultados particulares e gerais contendo as demonstracoes matemaéticas,
de construcoes de figuras ilustrando os componentes do sistema e de gréaficos resumindo
e amostras de dados. Além disso, a identificacao dos mergulhos regulares estd sempre
presente durante todo o trabalho devido a importancia deste tipo de mergulho como
projetos de modulacoes em espacos de sinais do tipo geometricamente uniformes.

Concluido a descricao dos mergulhos, estes serao usados em seguida para definir pre-
cisamente uma modulacao sobre uma variedade riemaniana. Nesta etapa serao trata-
dos todas as categorias de modulacoes vindas dos mergulhos de familias distintas de
superficies, onde serao apresentadas andlises quantitativas dos elementos envolvidos,
construgoes geométricas, algoritmos, medidas de desempenhos e gréficos de resultados.
Finalmente, serd estabelecido o processo de associagao entre canal discreto sem memoéria
e modulacao sobre variedade riemanniana, estabelecendo definitivamente o conceito de
modulagao compativel com um canal discreto sem meméria, e com isso, formalizando o
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conceito definitivo de modulacao com padroes de um sistema integrado de transmissao
de dados, como era o objetivo inicial de Lima e Palazzo [21].

Vale ressaltar ainda que as modulagoes regulares serao sempre destacadas e sempre
que possivel, o desenvolvimento da teoria culmina com resultados matemaéticos seguidos
de demonstragoes.

Uma preocupacao ainda deste trabalho é identificar os problemas que sao conse-
quéncias imediatas dos objetivos atingidos, e estabelecer estes resultado na forma de
propostas para futuros trabalhos, sempre que surgir uma afirmacao que nao foi provada
e que poderia ser realizada naturalmente neste trabalho, seguida da justificativa porque
ela nao foi feita.

1.3 Contribuicoes da Proposta

O que esperamos inicialmente é desenvolver métodos que identifiquem todos os mer-
gulhos do grafo completo bipartido, descobrir propriedades que nos permitam avancar
no problema da identificacao e construir algoritmos que possibilitem implementacoes
dos componentes no sentido de resolver o problema da identificacao, como também rea-
lizar os projetos de simulagoes dos componentes do sistema integrado de transmissao de
dados.

Quanto as modulagoes, esperamos melhorar a definicao de modulacao compativel
com um canal discreto sem memdria introduzida em [24], definicdo muito importante
para formalizagao matematica dos conceitos que irao estabelecer de uma vez por toda o
sistema integrado de transmissao de dados proposto por Lima e Palazzo [21]. Além do
mais, esperamos obter uma férmula matemaética que forne¢ca uma medida da eficiéncia de
uma modulacao QAMS, no sentido de mostrar numericamente quando duas modulagoes
possuem desempenhos distintos. Esperamos obter uma medida da eficiéncia de uma
modulacao que seja coerente no sentido de fornecer valores numéricos que representem
o desempenho da modulagao, levando em consideragao caracteristicas particulares, tais
como, tipos de particao, regioes, regularidades da particao, tipo de grafo associado ao
canal, componente de bordos e a superficie em que se encontra.

Contamos neste trabalho com a descoberta de um nidmero maior de modulagoes
regulares do que as encontrada no grafo completo em [24].

A nossa maior expectativa é descobrir propriedades que permitam avancar no pro-
blema da identificacao de mergulhos de grandes grafos e de algoritmos que possibilitem
desenvolver projetos de modulagoes dos sistemas componentes. Uma das nossas buscas
é procurar meios de diminuir a complexidade do processo de identificacao de todas as
classes de mergulhos.

1.4 Organizacao da Proposta

Durante todo o trabalho ha uma preocupacao em apresentar o processo evolutivo do
problema de forma didatica para que a leitura seja mais agradavel e conhecida. Para isso
foi introduzido o maior nimero de figuras possiveis com o intuito de ilustrar, de forma
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mais compreensivel, as idéias por trds do problema geométrico, ora tipico de mergulho de
grafo e, as vezes, ilustrando o problema da construcao dos componentes da modulagao,
com o grafo dual, o canal associado e canal equiprovavel.

O problema de identificacao de mergulhos de grafos envolve quatro tipos de superficie
e dois tipos de mergulhos. A identificagdo de modulacoes, além de estar submetida
a esta classificacao, contém ainda subclasses de mergulhos provenientes da existéncia
dos emaranhados distintos e das classes de isomorfismos dos grafos correspondentes aos
canais equiprovaveis. Além disso, foram dados destaques aos mergulhos regulares e
as modulagoes sobre espagos de sinais do tipo geometricamente uniformes. O modo
encontrado de apresentar todas as categorias de mergulhos e de modulagoes foi através
de tabelas de classificacao, discriminando cada categoria de mergulho e de modulacao e
ilustrando os resumos através de graficos comparativos de resultados.

O trabalho proposto acima foi desenvolvido através dos seguintes tépicos relacionados
a seguir.

O Capitulo 1 consiste da introducao deste trabalho.

O Capitulo 2 contém as principais definigoes, resultados sobre os sistema de transmis-
sao de dados, modulagoes, cédigos corretores de erros, a teoria dos mergulhos de grafos,
mergulhos com bordos, grafos duais, superficies, propriedades das particoes homogéneas,
propriedades dos mergulhos do grafo completo K,,, propriedades dos emaranhados e o
algoritmo identificador do mergulho utilizado na identificacao dos meruglhos de K, ,,.

O Capitulo 3 apresenta os métodos de identificacao do sistema de rotagoes e dos
mergulhos do grafo completo bipartido K,, ,, propriedades elementares, teoremas e re-
sultados, andlises quantitativa dos elementos das classes de mergulhos de K, ,,, gréficos
exibindos resultados quantitativos e identificacao de problemas que dao continuidade ao
processo de identificagao dos mergulhos de grafos. Além do mais, este capitulo introduz
o processo de identificacao algébrica dos mergulhos nao orientdaveis do grafo completo
Kpn.

Os mergulhos em superficies com bordos sao tratados no Capitulo 4. Neste, sao
apresentados todo o processo de identificacao dos mergulhos com bordos do grafo com-
pleto bipartido K, ,,, n = 1,2, 3,4, seguido de andlise quantitativa, gréficos, construgoes
geométricas, propriedades, teoremas e identificacao de mergulhos regulares.

As modulagoes em superficies com e sem bordos sao apresentadas no Capitulo 5.
Neste, sao analisadas, quanto ao desempenho, os projetos topolégicos de modulacgoes,
definido o processo de associacao entre modulacao e canal discreto sem memdria, sao
construidos os principais elementos que representam uma modulagao, apresentadas pro-
priedades e teoremas referentes as modulacoes, descrito o processo de identificacao das
classes de modulacoes distintas e identificados os problemas que devem ser resolvidos
para que o processo de identificacao de modulagoes evolua de forma mais precisa.

As conclusoes e propostas para futuros trabalhos sao estabelecidos no Capitulo 6.

Ap6s as Referéncias Bibliograificas foram incluidos os quatro seguintes apéndices: no
Apéndice A consta o final da Prova do Lema 3.9.1; no Apéndice B, o final da Prova do
Teorema 3.9.2 e; no Apéndice C, sao apresentadas trés modulagoes distintas com duas
componentes de bordos, provenientes do mergulho K, 4 (a¢EFAEcRCe) — 2T = bRy R2,
que nao constam na Subsecao 5.7.3.

No final, incluimos um Indice Remessivo para auxiliar na leitura da tese.
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CAPITULO 2

Preliminares

As modulagoes consideradas neste trabalho sao definidas através de mergulhos de grafos
sobre variedades riemannianas. Neste capitulo, relacionaremos os principais conceitos,
definicoes e resultados utilizados neste trabalho, sobre sistema de comunicagoes, grafos,
superficies, mergulhos de grafos e modulagoes.

2.1 Sistema de Comunicacao

As principais definigoes dos componetes de um sistema de transmissao de dados,
apresentadas a seguir podem ser encontradas em [8].

Um sistema de transmissao de dados conecta uma fonte discreta, a qual pode ser
uma pessoa ou uma mdquina, a um destinatdrio por meio de um canal, por exemplo,
uma fibra 6ptica, um fita, um disco magnético, um cabo coaxial, ou o préprio espaco.
Visto que este é formado por uma sequéncia v = (uy, us, ..., uy) de simbolos da fonte s,
de forma que u; é escolhido aleatériamente dentre os possiveis elementos do conjunto s.

Um modelo de um sistema de transmissao de dados é formado pelos seguintes blocos:
fonte de dados, o codificador de fonte e canal, modulador e demodulador, o decodificador
de fonte e canal e o receptor de dados.

A fonte de dados pode ser continua ou discreta, no nosso caso a fonte é discreta, ou
seja, uma fonte digital, composta por informacoes ou dados, cuja a saida é uma sequéncia
de simbolos digitais discretos.

Os dados emitidos por este sistema de comunicacao a partir da fonte sao, a principio,
processados pelo bloco codificador de fonte, que tem a funcao de representd-las de forma
mais compacta, excluindo a redundéncia, transformando-a em uma sequéncia de simbo-
los chamada de sequéncia de informacao u. A seqiiéncia u é enviada para o codificador
de canal o qual introduz redundéancia, transformando-a em uma sequéncia de nimero
de bits denominado palavra-cédigo v. O simbolo v é exibido através de digitos bindrios,
quando hd uma sinalizacao bindria e por digitos do alfabeto ¢-drio, quando h&d mais de
dois sinais.

O bloco modulador tem a funcao de selecionar, para cada sfmbolo da palavra-cédigo,

7
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uma forma de onda de duracao T'-segundos, ou seja, transformar cada simbolo em um
sinal analégico. Quando o cédigo é bindrio, o modulador gera sinais codificados.

No canal é introduzido ruido, sendo que o gaussiano aditivo branco (AWGN) ¢é a
forma mais comum de ruido.

O bloco demodulador deve produzir a melhor estimativa na saida correspondente
ao sinal recebido, e este deve ser um dos nimeros reais ou simbolos digitais discretos
anteriormente selecionados. Para otimizar a funcao do demodulador faz-se necessério a
introducao de um filtro ou detector de correla¢ao, acompanhado por um despositivo que
auxilia a tomada de decisao.

Na safda do demodulador existe um quantizador que tem a funcao de transformar
um sinal analégico em um sinal digital, de modo que este procedimento melhore o
desempenho do sistema de transmissao de dados.

O decodificador é composto pelo decodificador de canal, tem o objetivo de transformar
a sequéncia recebida r em uma sequéncia bindria %, chamada de sequéncia estimada, uma
vez que U € a cépia da sequéncia de informacao de u. E composto ainda pelo decodificador
de fonte, cuja funcao é transformar a sequéncia 4 em uma sequéncia estimada do mesmo
tipo da saida da fonte, e por fim, enviar a informagao ao seu receptor de dados, ou seja,
ao seu destinatério.

H& dois modos de transmissao de dados através do sistema: cada digito da fonte
de saida é enviando um apds o outro, ou N-digitos na saida da fonte sao agrupados
formando uma sequéncia de u para ser enviada, de maneira que nenhum digito enviando
dependa de outro enviando anteriormente. Estes dois modos, juntamente com os sistema
de filtro e o quantizador de ()-niveis constituem o DMC.

2.2 Grafos

Esta secao contém um breve resumo da teoria dos grafo contendo as principais
definicoes e resultados utilizadas neste trabalho.

De um modo geral, um grafo G(V, F) é uma estrutura formada por um conjunto de
pontos V' = {vy,v2,- -+ , v}, do plano, chamados de vértices e um conjunto de segmentos
E denominado de lados (ou arco) sendo que cada lado estd ligado por dois vértices. Um
lado de E ¢é denotado por e = (v;,v;) e os vértices v; e v; sdo chamados adjacentes a e.
O grau (ou valéncia) de um vértice v é igual ao seu nimero de lados incidentes. O grau
de v é k serd denotado por degv = k.

Uma orienta¢do de um arco e = (v, w) é o par (v,w), onde v é o vértice inicial e
w o final. Um grafo G diz-se orientado quando cada um de seus lados contém uma
orientagao. A orientagao de e = (v, w) é indicada com uma seta sobre o arco no sentido
de v para w e, obrigatoriamente, o lado oposto de e é considerado como e~ = (w,v).
Um digrafo é um grafo orientado.

Um caminho sobre um grafo G de origem v; e extremidade v,; é um digrafo da
forma

V1€1U2€2V3€3 * * * Un€pUn41

onde e; = (v1,v2), €2 = (V2,v3) € €, = (Vp, Vpt1) -
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Um grafo completo biparticionado com m e n vértices, denotado por K,, ,,, ¢ composto
por dois conjuntos de vértices A e B, com m e n elementos, respectivamente, de modo
que cada vértice de A estd conectado por um lado a todos os vértices de B.

Se G é um grafo conexo planar, entao um mergulho de 2-células de G encontra-se
em uma superficie nao-orientada de género v, se GG possui v lados quebrados.

2.3 Mergulho de grafos

Diz-se que um grafo G estd mergulhado em uma superficie €2, se os seus lados
encontram-se sobre (2 e satisfazem as condigoes: dois lados de G nunca se interceptam e
quando o fazem, a intersecdo ocorre em um unico vértice ou totalmente. A identificacao
de um mergulho de um grafo GG é realizado através do sistema de rotagoes. Dois mer-
gulhos de um grafo G sao ditos idénticos quando existe uma bijecao entre suas regioes
tal que as fronteiras orientadas de regioes correspondentes sao idénticas como caminhos
direcionados. Um sistema de rotacao de um grafo G é a descri¢ao, para cada vértice
de v, da ordem dos vértices de G que estao conectados a v. Para isto, basta percorrer
um pequeno circulo que contém apenas v, e anotar ordenadamente os vértices de G que
estao conectados a v de G. A retirada dos lados de GG divide 2 em partes denominadas de
regides. Se toda regiao do mergulho pode ser contraida em um ponto (ou é homotépica
a um ponto) entdo diz-se que é um mergulho de 2-células (ou, simplesmente, um 2-
células). O mergulho de G sobre © ¢ indicado por G — Q = UYL R,,., onde R,, é um
a;-lados (ou regiao de a; lados).

As regices R} e R? de um mergulho de G sao ditas regides iguais se, e somente se,
as suas respectivas seqiiéncias orbitais v, e 74, sao tais que vy, = ﬁ).

Os mergulhos G (0;) — Q e G (O2) — ) sdo ditos mergulhos iguais se, e somente
se, possuem regioes iguais, isto é, se Ty = {71,--- ,7:} e o = {73, ,72} sdo os
respectivos conjuntos de seqiiencias orbitais de G (01) — Q e G (O3) — Q, entdo k = h
en?= (vi)(i’") para todo r € {1,--- ,k}.

Seja P = {vy,ve, -+ ,v,} o conjunto dos vértices do grafo G (P, (), chamamos de
sistema de rotacoes de GG, e o indicamos por

@: {0(1007"' 7i0j0)71(1107"' 7i1j1)7"'k(ik07ik17"' 7’Lk.7k)7 7p(2.p07'” 7Z.pjp)}7 (21)

o conjunto dos sistemas de rotacoes dos vértices de G, no qual k (419, 411, - - - , 715, ) indica
os Indices dos vértices adjacentes a v, interceptados ordenadamente quando percorremos,
no sentido hordrio, um pequeno circulo contendo v, em seu interior.

Indicaremos o sistema de rotacoes do vértice vy por 6y, ou seja,

Or = (iko, Tk1s - 5 Uy ) - (2.2)

Definigao 2.3.1 Seja © o sistema de rotagées de G definido em (2.1). Chamamos de
inverso de © o sistema de rotagoes de G formado pelos ciclos inversos dos sistemas de
©. Mais exatamente, o inverso de © é definido por

O~ = {0 (inje, -+ +i01:%00) » K (Ggs =+ k12 0k0) s oD (g =+ s dp1sip0) F - (1.3)
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Seja G um grafo com p vértices e deg(v) o grau (ou valéncia) do vértice v € G. Entao
o mimero de sistemas de rotacoes de G é dado por

4(0(G)) = Myev(e) (deg v — 1)L (1.4)

Proposigao 2.3.2 Seja G (©) o grafo G munido do sistema de rotagdes O, entao os
mergulhos de G (©) e G (©7!) sao idénticos.

Definigao 2.3.3 Seja G (P,Q) um grafo com vértices em P = {vg,v1,--- ,vp}, lados
no conjunto Q = {eg, €1, ,e,} e sistema de rotagées ©. Se G (©) — ) estd orientado
no sentido anti-hordrio e R, = (v%,v%,--- ,vt_l,v%) ¢ uma regigo de G (0) — €,
chamamos de seqiiéncia orbital associada a R; a seqiiéncia v = (fyo, Yis s Vi1 %)_

Seja G (P,Q) um grafo com vértices em P = {wvp, v, - ,v,}, lados no conjunto
Q = {eo,e1, - ,e,} e sistema de rotagdes ©. Se G (©) — () esta orientado no sentido
anti-hordrio e R; = (v%,v%, e ,vt,l,v%) é uma regiao de G (©) — (2, chamamos de
seqiiéncia orbital associada a R; a seqiiéncia vy = (70, Vit s Vi1s %).

Em um mergulho G < ) os nimeros de vértices, lados e regides serao denominados
por v, e e f, respectivamente.

A caracteristica de Fiiler-Poincaré de uma superficie () é dada por

XQ)=v—e+f (2.4)

Se GG possui um mergulho numa superficie orientada de género m, isto é, G — mT,
entao
x (mT) =2 —2m. (2.5)

Conhecer os géneros minimo e maximo das superficies nas quais se encontram mer-
gulhados o grafo K,, ,, ¢ fundamental para identificar os mergulhos de 2-células de K, ,.

O género v da superficie orientada ) para o mergulho minimo do grafo completo
biparticionado K,,,, ¢ dado por [38]

1

Vo) = {5 =200 -2} mon =2 (26)

onde {x} é igual ao menor inteiro maior ou igual ao nimero real z.

O género méximo v,, da superficie orientada (2 para o mergulho méximo do grafo
completo biparticionado K, ,, ¢ dado por [36]

1
T () = |5 m = 1) (0= 1) > 2 (27)
onde [z] é o maior inteiro menor ou igual ao nimero real x. Outro resultado impres-
cindivel na solucao do problema da identificacao dos mergulhos de K,,, deve-se a Duke

[10], o qual serd enunciado na forma do seguinte teorema.

Teorema 2.3.4 Sem < k <n e G tem um mergulho de 2-células nas superficie mT e
nT, entao G tem um mergulho de 2-células em EkT.
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2.4 Mergulhos com Bordos

Nos casos dos mergulhos de K, ,, identificados neste trabalho, existiriam mergulhos
regulares, além daqueles citados acima? A resposta é sim. SO que os mesmos nao
se encontram em superficies compactas orietadas sem bordo, e sim, em superficies com
bordos, conforme a definicao desses tipos de modulacoes introduzidas por Lima e Palazzo
[22]. Como exemplo, temos o mergulho sobre o toro com um componente de bordo
definido por K44 — 17 = TR4, correspondente a eliminacao da regiao de 4-lados do
mergulho Ky 4 — T = 8Ry.

O termo exérese' foi introduzido em [24] no sentido de indicar a operagio geométrica
de retirada do interior de uma regiao de um mergulho, culminando com a seguinte
definicao de mergulho com bordo.

Definigao 2.4.1 Seja G — Q = UL R,. um mergulho de um grafo G. Chamaremos de
mergulho com 3 componentes de bordos, a todo mergulho obtido de G — 2 pela exérese
de 3 regides de U¥_|R,,, e o denotaremos por

G—Qs=U""R,,.

2.5 Isometrias

Uma constelagao de sinais x = {z1,22,...,2,} ¢ um conjunto de pontos z; cujas
coordenadas consistem dos elementos do alfabeto de entrada do canal e a constelagao de
sinais x = {x1, 23, ..., x,} é geometricamente uniforme se, dados quaisquer dois pontos
ri e xj em y, existe uma isometria u,; ., levando x; em x; , mantendo x invariante, isto
¢,

Uz (i) = Tj € Uz, (x) = x.
Uma isometria em um espago métrico é uma transformagao que preserva distancia.
No caso particular do espago euclidiano n-dimensional, R", uma isometria u é uma
transformacao u : R™ — R" que preserva a distancia euclidiana,

u(z) —u(y)| = |z —yl,z,y € R".

Uma isometria u que mantém a constelacdo x invariante, u(y) = x, € uma simetria
de x. Para xy € R" as simetrias de X formam um grupo cuja operagao é a composi¢ao
de translagoes, rotacoes e reflexdes, o grupo de simetrias I'(x) de x. Uma constelagao
de sinais y é dita geometricamente uniforme se a a¢ao do grupo de simetrias I'(x) em x
é transitiva, ou, se a érbita de algum ponto x; € x sob a agao de I'(x) for x.

2.6 Geometria de Riemann

A geometria Riemanniana surgiu com a necessidade de se estender os métodos da
geometria diferencial a espacos mais gerais que o R”.

'Exérese, do grego ezatresis, significa extirparcio cirtirgica de parte de um érgio ou membro.
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Modulacao é um termo frequentemente usado para designar o processo de transmissao
do espectro de um sinal. Além de vidrias técnicas usadas neste processo, o modo de
distribuicao dos sinais nos espagos de modulagoes e a escolha apropriada deste, sao
fatores preponderantes na performance do sistema de transmissao de dados. Pesquisas
apontam as variedades riemannianas bidimensionais (ou superficies) como os espagos
sobre os quais é possivel projetar modulagoes com desempenho superior aos sistemas de
modulagbes equivalentes em uso atualmente [3].

2.6.1 Modulagoes

Além das modulacoes, as variedades riemanianas bidimensionais também possuem
estruturas algébricas intrinsecas que podem ser usadas para gerar sistemas de codificacao
que atuam de forma integrada com as modulacoes, eliminando possiveis dispositivos e
rotinas de programacao adicionais, no sistema de transmissao, para correcao de dis-
torgoes proporcionadas pela escolha inadequada destes dois elementos [22].

Uma constelagdo de sinais ¢ um conjunto de m simbolos {s1, sg, -+ , $,,} chamado
de alfabeto m-drio. E usada para transmitir dados através de um canal de comunicacio,
o qual pode ser, uma fibra 6tica, uma rede elétrica ou ondas eletromagnéticas. Os
dados transmitidos sao chamados de mensagens, as quais sao constituidas por sequéncias
dos elementos do alfabeto. No processo de transmissao da mensagem, conhecido como
modulacao, cada simbolo s; é associado a um ponto ou vetor de um espago €2, definindo
uma regiao R; de €2 sobre a qual s; é alocado no seu centro chamada de regiao de decisao
do sinal s;, ou ainda de regigo de Voronoi do sinal s; associado ao ponto p; de € [8].

Uma regiago de Voronoi do sinal s; é a regiao R; do espaco €2 formada pelos pontos
de Q2 que se encontram a uma distancia s; menor ou igual a distancia fixa d;, isto é,

Ri={peQ:dist(p,p:;) <d;}. (2.10)
Quando d; = dy = -+ = d,,, as regioes de Voronoy sao todas congruentes, e {2 é
chamado de espago de sinais geometricamente uniforme (e.s.g.u.) e {sy, 8o, ,Sm} €

uma constelacao de sinais geometricamente uniforme [12].

Na Topologia Algébrica, modelos planar e espacial de um superficie, apesar de dis-
tintos, representam a mesma classe de superficie [29]. A forma espacial do toro é obtida
aplicando-se a tranformagao geométrica na forma planar do toro. Por sua vez, o modelo
planar também pode ser obtido pela transformacao geométrica inversa. Sobre o modelo
planar, tem-se uma modulacdo QAM (quadrature amplitude modulation) com 128 sinais
denotada por 128-QAM, consequentemente, sobre o toro, também a modulagao é do tipo
128-QAM [51]. Deduzimos, portanto, que o modelo espacial do mergulho de um grafo
GG sobre uma superficie €2, cuja particao é composta por m regioes, define um modelo
de uma modulacao m-QAM sobre €2, onde cada sinal s; estd associado a um ponto p;
no interior da regidao R; de G — €, para todo i € {1,2,---,m}. Aqui as regides nao
sao necessariamente do mesmo tipo, embora existam modelos de mergulhos com esta
caracteristica.

Definicao 2.6.1 Seja G — 1 = U"|R,, um mergulho de 2-células do grafo G sobre
uma superficie orientada 2. Chamaremos de modulacao QAM sobre a superficie 2
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para um projeto de m-sinais Si, Sz, ,Sm, € denotaremos por m-QAMS (quadrature
amplictude modulation on surface), a modula¢ao que associa cada sinal s; ao vértice v;
de G e que tem por regiao de decisio, a regiao R,, de Q). Com essa estrutura ) serd
chamado de espago de sinais sobre uma superficie e o conjunto de sinais {s1,- -+ ,Sm},
serd chamado de constelagao de sinais sobre uma superficie. Se todas as regioes R,,’s
forem do mesmo tipo diremos que () é um espago de sinais geometricamente uniforme
(e.s.gu.), e que {s1,82, ++ ,Sm} € um conjunto de sinais geometricamente uniformes.

Definigao 2.6.2 Chamaremos de classe de canais o conjunto C,, de todos os canais que
estao associados a uma classe de modulagdo. Chamaremos de subclasse da classe de
canais Cp, o conjunto C,, de todos os canais de C,, que possuem grafos isomorfos.

Em geral, uma superficie € um conjunto de pontos sobre o espaco euclidiando tri-
dimensional, se for orientdvel, no espaco euclidiano de dimensao 3, se for nao-orientével,
pode estd contida num espago de dimensao superior a 4. Como os sinais de uma modu-
lacao QAMS encontram-se sobre uma superficie, e esta é um subconjunto de um espago
euclidiano de dimensao n, no caso particular deste trabalho, o espaco tri-dimensional, a
constelacao de sinais sobre uma superficie é denominada de constelagao multidimensional
de sinais [51].

Observamos que o conceito de modulagao m-QAMS introduzido na Definicao 2.6.1,
¢é sobre um projeto de constelacao de m sinais sq,--- , s,,, 08 quais estao associados a
m pontos vq,--- , v, de ), de tal maneira que a regiao de decisao de s; corresponde
a regiao R; do mergulho G — ). Sendo assim, todo modelo de um mergulho de um
grafo G obtido corresponde a um projeto de modulacao m-QAMS sobre €2, onde m é o
nimero de regido de G — Q. E claro que os m sinais da modulacgo m-QAMS néo tem
nenhuma relagao com os vértices de G. Uma modulagao em que o conjunto de sinais estd
associado aos vértices de G também é possivel de ser construida a partir do mergulho
de GG, usando o conceito de dual.

Definicao 2.6.3 Seja G (p,q) — Q = U™ R,, um mergulho orientado de G, Chama-se
mergulho dual de G, o mergulho G'(p',q') — Q = UL\ R,;, tal que, cada regido R, de
G contém um dnico vértice v de G' em seu mtemor e, para cada lado 1, = (vk,vh) de
G com Ry, N R, = (v, vp), existe um inico lado I}, = (v}, v},) de G’ tal que v, € R,,,
vy, € Ray, le N1, = {pr} com py # vp € pp 7# Vn.

Proposicao 2.6.4 Seja G (p,q) — Q = U", R,, um mergulho orientado. Se G'(p',q') —
Q= U;”;lRag ¢ o dual de G, entao o mergulho dual G' satisfaz as condigoes:

(1) Se G — § é um complexo, entdo G' — Q também o serd;
(i)

(iid) ¢ =
(i) m
)

(v) degv; = o para todo j € {1,---,m'} e degv; = a; para todo i € {1,--- ,m} e;
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(vi) é uma modulagio p-QAMS para a constelagao de sinais s1,--- , s, associada aos
vértices vy, -+, v, de G;

(vii) € uma tesselagao reqular se, e somente se, G — ) também o for e degv; = k para
todoi € {0,1,--- ,n—1}.

Definicao 2.6.5 Diremos que G — ) é um mergulho emaranhado se este possui pelo
menos uma regiao com intersecoes entre pares de vértices ou entre pares de lados de
sua fronteira. Se G — ) é emaranhado, diremos que é um emaranhado pontual, se

as intersecoes é somente entre pares de vértices e, que é um emaranhado linear, se a
intersecoes é somente entre pares de lados.

Proposigao 2.6.6 R; é uma regiao emaranhada de um mergulho G — 2, entao R; U
0 (R;) tem classe de homotopia diferente de zero.

Uma modulagao QAMS deve ter um tnico sinal em cada regiao emaranhada R; e,
consequentemente, a unicidade de vértice por regiao de G — §2 é preservada. Mantendo
a unicidade de intersecao entre lados de G e G/, concluimos, entao, que a Defini¢ao 2.6.3
também aplica-se ao caso de um mergulho emaranhado.

Proposigao 2.6.7 A fronteira 0 (R,) da regiago R, em G — € intercepta-se em um
unico vertice v, € G se, e somente se, R de G' — Q estd na mesma classse de
homotopia de R,.

Proposigao 2.6.8 Sejam R.,,--- Rc,, 8 < k as regioes emaranhadas do emaranhado
linear G — Q = UY_| R,,, entdo:

i) Se duas regides vizinhas R., e R, de G — Q possuem t lados em comuns, entao
0 lado (ve,,v,) de G' tem t maltiplas ligagdes, onde ve, € Re, € Uy € Ry;

ii) Se para cada j € {1,---,B}, l; é o mimero de lados duplos de R.,, Entio G’
contém S0 1; lagos e l; < [e;/2], onde [x] é o maior inteiro menor ou igual ao
numero real x.

Defini¢ao 2.6.9 Seja R, = (v1,vs, -+ ,U,,) uma regigo de «; lados de um mergulho
G — Q=U"R,,. Se existem dois pares de elementos consecutivos em Rq,, (v;,vi11) €
(vj,vj41), tais que v; = Vj41 e v; = Viy1, diremos que R, tem um lado duplo (v;, vit1) .

A existénica de lados duplos em uma regiao R,, de um mergulho significa que R, é
um emaranhado linear.

Definicao 2.6.10 Seja R,, = (v1,vq, - ,Us,) uma regido de «; lados de um emaran-
hado G (p,q) — Q = U™, R,,. Se existem s vértices v;1,vVia, -+ ,V;is de {vy,va,++ Vs, }
tais que vy = Vg = -+ = v =k (k€ {0,1,--- ,p—1}) e v;; ndo é adjacente a nenhum

lado duplo de R,,, para todo j =1,---s, diremos que o grau de emaranhado pontual do
vértice v € igual a s, e escrevemos, w (vg) = s.
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Definigao 2.6.11 Seja R, um emaranhado pontual de um mergulho de um grafo G (p, q) .
Denominaremos de grau de emaranhado pontual de R, o total de vértices v;’s de R,
que tém graus de emaranhados maiores ou iguais a dois, isto é,

w(Ry) =X i@ (v;) ew(v;) > 2, (2.11)

e de grau de emaranhado pontual de G — Q = U¥ | R,,, a soma dos graus dos emara-
nhados de todas as regioes de G — €2, isto é,

w(G— Q) =% @w(Ry,) =32 @ (vi) ew(v;) > 2. (2.12)

Definicao 2.6.12 Seja R,, uma regiao de o; lados de um emaranhado G — §2 =
" Ra,. Se existem d; lados duplos em R, diremos que o grau de emaranhados li-

near de R,, é d;, e escrevemos o (R,,;) = d;. Diremos ainda que o grau de emaranhados

linear de G — ) é a soma dos graus de emaranhados de linhas das regioes, isto é,

o(G— Q)=%X"0(R,,)=X",d,. (2.13)
Proposigao 2.6.13 Seja G — Q um mergulho de G. Entao:

i) A regidao R, de G —  é simples (nado emaranhada) se, e somente se, @w (R,) =0
eo(R,) =0.

i1) R, ¢ um emaranhado pontual se e somente se, @ (R,) > 0 e o (R,) = 0;

)
iii) R, ¢ um emaranhado linear se e somente se, w (R,) =0 e o (R,) > 0;
iv) G — () é simples se e somente se, w (G — Q) =0 (G — Q) =0.

)

v) G — € éum emaranhado pontual se, e somente se, w (G — Q) > 0eo (G — Q) =
0.

vi) G —  é um emaranhado linear se, e somente se, w (G — Q) =0e o (G — Q) >
0.

Definigao 2.6.14 Seja G' um grafo. Denominaremos de grafo planar mergulhado do
dual G', o grafo que contém todas as ligagoes G' e que se encontra na forma mergulhado
sobre o plano.

Proposig¢ao 2.6.15 O dual G' de G — Q) tem um grafo planar mergulhado se, e so-
mente se, ) tem género v,; ou vy, — 1.

As modulagoes QAMS’s assumem os mais variados tipos de formas e encontram-
se em superficies distintas. Escolher uma modulacao entre duas parecidas requer o
conhecimento preciso em termos de parametros de eficiéncia. Quando duas modulagoes
com 0 mesmo numero de sinais encontram-se em superficies de géneros diferentes, a
escolha nao é problema, o projeto na superficie de maior género é o mais eficiente [21].
Mas quando se trata de modulagoes distintas em superficies iguais a identificacao da
mais eficiente requer critérios mais precisos.
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Definigao 2.6.16 Seja G /) o conjunto de classes de modulagées m-QAMS wvindas dos
merqulhos G — ). Denominaremos de modelo de regularidade méxima da familia G /<)
o modelo de modulacao dado pela férmula

mRoe/m = (2, se ) é uma superficie sem bordo
mR, =€, se ) é uma superficie com bordo

)

m-QAMS = {

onde mRy, é o modelo regular com m regides com maior nimero de lados (m é o nimero
de regides do meruglho G /).

Definicao 2.6.17 Seja Ej uma classe de modulagoes de G /). Chamaremos de fator de
desempenho de R; o nimero real positivo El—%j definido pela 1gualdade

\/Zle n (aiRg;) A
§R, = - (2.14)
Zi:l A;
onde 1, (%‘Rﬁi) ¢ o coeficiente de regularidade associado ao nimero «; de regioes do
tipo R; existente na classe R, € K5 /T.

Duas superficies orientadas sem bordos diferenciam-se através do nimero de géneros.
Se duas modulagoes sao equivalentes em relacao ao mesmo nimero de sinais e energia
média, a que tem um melhor desempenho serd a que se encontra na superficie de género
maior [21]. Quando se trata da eficiéncia de classes de modulagdes QAMS’s, mostraremos
seus desempenhos para cada familia de classes de modulagoes em superficies orientadas
sem bordos do conjunto V¥ (K,,), associadas aos mergulhos.

Observamos que todas as defini¢oes e resultados acima foram obtidos por Lima e
Luana em [24].

2.7 Particao no Conjunto dos Mergulhos de K,

E possivel caracterizar os mergulhos de K, através do tipo de composicio de suas
regioes. A classificagdo dos mergulhos de K, em relacao ao tipo de composicao serd
denominada por particao de K, e um conjunto de mergulhos com o mesmo tipo de
composicao serd chamado de classe da particao de K,,. Mais precisamente, temos:

Definicao 2.7.1 Seja Ag = {\: A =G (0,) — Q} o conjunto de todos os mergulhos
orientados de GG, onde Oy é o sistema de rotagoes de GG associado ao mergulho \. Dizemos
que dois mergulho A\ e Ny de Ag sao semelhantes, e indicamos esta relacao por \y ~ g
se, e somente se, possuem o mesmo tipo de composicao de regioes, e escrevemos

)\1 ~ )\2 & Part (G (@)\1) — Q) = Part (G (@)\2) —> Q) (414)

onde Part (G, — Q) é a particio do mergulho X\;. O conjunto de todos mergulhos \; €
A que estao relaciondos com )\ serd denominado de classe de A\, a qual serd indicado

por _
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E o conjunto de todas as classes de mergulho de K, serd denominado de conjunto quo-
ciente de K, pela relacdo de semelhanca ~ e serd denotado por

AG/ ~ = {Xlaxm'” >Xk} .

2.8 Algoritmo Identificador de Mergulhos Orienta-
dos

Os comentdrios e a versao do Algoritmo identificador de mergulhos de grafos foi
estabelecido por Lima em [24]. A implementacao do Algoritmo deve-se a Wilken Charles
Dantas de Melo, bolsista PIBIC do curso de Computacao da UERN.

O uso continuo do esquema de engrenagem na identificacao do conjunto de seqiién-
cias orbitais de um mergulho orientado do grafo completo K,,, nos convenceu que o
procedimento poderia ser traduzido na forma de um algoritmo estruturado.

A partir de uma rotagao de K,, propomos o seguinte algoritmo que determina o
conjunto de sequéncias orbitais, o tipo de particao e o género da superficie orientada na
qual K,, estd mergulhado.

Algoritmo 2.8.1 Suponhamos que o sistema de rotacao de K, seja dado por

O = {0(ao1, a2, - -+ , Ao(n—1)),** 7 — LA(n-1)1, An—1)2: " " * , An—1)(n—1)) }-

A sequéncia orbital de comprimento k, ¢y = (c11, 12, , C1x), do mergulho K, — € é
dada por: c11 = ag1, c12 = 0, c13 é sucessor do 0 na rotacao do vértice agy, o elemento
genérico cy; € o sucessor de cy(j_z) na rotagao do vértice cyj_yy, e o tltimo elemento
Cik, € tal que (cip—1), C1x) 7# (C1i, C1(41)) para todo i € {1,2,---  k} e cigyj) = c1j, para
todo j € {k+ 1,k +2}. A sequéncia orbital ca = (ca1,Ca2, -+ , Cor,) € determinada de
forma andloga a c1, de tal modo que (co1,Co2) nao esté em ci. De modo andlogo sio
determinados as demais sequéncias orbitais do mergulho K, — €.

A implementagao do Algoritmo fornece todos os mergulhos a partir do conjunto de
sistemas de rotagoes do grafo completo K, ,. Os mergulhos sao descritos pela particao,
o conjunto de sequéncias orbitais do mergulho, a rotacao de entrada e a superficie na
qual se encontra o mergulho.

Apesar do Algoritmo 2.8.1 ter sido enunciado para o caso particular do grafo com-
pleto K,, o mesmo poderd ser aplicado para todo e qualquer grafo conexo. O algoritmo
foi testado nos casos dos grafos completos K5 e Kg, no caso do grafo completo bipar-
ticionado K44, mostrando-se eficiente em todos estes casos e exibindo corretamente os
dados solicitados em todos os casos solicitados.

A idéia do Algoritmo 2.8.1 surgiu durante o uso do esquema de engrenagens, mas
nao foi usado para identificar nenhum dos mergulhos deste capitulo, nem sequer foi feita
a sua implementacao, este serd o proposito do proximo capitulo.
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CAPITULO 3

Classes de Mergulhos de K, ,,

3.1 Evolucao e Histérico do Problema

Em todo processo de transmissao de dados ha um tratamento todo especial do con-
junto de sinais, no sentido de adequar a sua forma para o ambiente do canal de comuni-
cagao e possibilitar a recuperagao da informacao transmitida pelo sistema. Este processo
é conhecido por modulagao e consiste basicamente em duas etapas: dar um tratamento
especial aos sinais para que os mesmos possam ser enviados pelo canal, processo chamado
de modulador, e trata a questao de como receber os sinais transmitidos pelo canal a fim
de recuperar a informacao transmitida, etapa chamada de demodulador. Ao enviar um
simbolo ao canal de comunicacao, um modulador o converte em um sinal de onda s,
o qual é corrompido pelo ruido r durante o processo de transicao do canal, chegando
ao receptor um sinal s’, totalmente diferente do sinal enviado s. No caso de um ruido
aditivo o sinal recebido é representado por s’ = s + r. O demodulador tem por fungao
decidir, aplicando regras matemadticas e estocdsticas, qual o sinal enviado, dado que
s’ foi transmitido, e sem conhecimento prévio do simbolo enviado. Devido o carater
de aleatoriedade, o problema de recuperar a informacao transmitida em um canal de
comunicagao é probabilistico e envolve processos estocdsticos. O procedimento usual
para tratar desse problema consiste em associar, aos sinais de transmissao, pontos de
um espago métrico, dividi-lo em regides denominadas de regides de decisio (ou regices
de Voronoi), cada uma das quais contendo um tnico sinal (ou ponto) em seu interior,
preferencialmente em seu centro. O demodulador utiliza as regioes de decisao para criar
regras matemadticas e estatisticas, bem definidas neste espaco, de decisao do sinal mais
provavelmente transmitido.

O sistema de modulagao é, portanto, parte essencial do processo de transmissao de
dados. A Figura 3.1.1 mostra a evolugao natural dos projetos da modulacao ao longo do
tempo. No principio, uma constelacao de m sinais tinha por espaco de sinais a reta real,
as chamadas modulagdes m-PSK (Phase Shift Key - Chave de Mudanca de Phase), como
mostra o exemplo da figura a). Em seguida, esse conceito de modulac¢ao evoluiu para
plano euclidiano bi-dimensional, onde a constelacao de sinais passou a ser distribuida
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de forma regular sobre uma circunferéncia do plano, expandiram-se depois para as es-
feras n-dimensionais, compondo entao as conhecidas constelacoes de Slepian ilustrada
na figura b). A medida que o projeto de modulacio exigia um nimero maior de sinais,
as distribuicoes assumiram formas de reticulados do plano, modulacoes conhecidas por
m-QAM (Qudrature Amplitude Modulation - Modulagao por Amplitude e Quadratura),
e também tiveram o seu processo evolutivo, gracas a utilizacao de tépicos avancados da
Matemética Pura, como as Teoria do Numeros e dos Corpos Algébricos.

Custo de energia a) 6-PSK na reta real R Custo de energia

Centro de
energia

=

/

()

\

\
‘ . /
’
\ ’
y \ -
-

/
/

./ Rs _-bl)8PSK
na esfera S!

On 010
S 3o, .0

cl) 16-QAM 2) 19-QAM c3) 20-QAM cd) 25-QAM

Figura 3.1.1: Evolugao nos projetos de modulagoes

Tem-se observado e comprovado matematicamente (veja, por exemplos [21] e [4]) que,
no processo evolutivo das modulacoes, o aumento da eficiéncia estd sempre presente. Era
de se esperar, porque os sistemas de transmissoes de dados operam sempre com taxas
mais elevadas e requerem modulacoes mais eficientes. Mas os sistemas de transmissoes
de dados continuam evoluindo e a busca por sistemas mais eficientes nao para. Chega-se
entao a questionar, quais os préximos espagos métricos a serem explorados no sentido
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de fornecerem modulagoes mais eficientes do que as atuais? Analisando esta questao,
Lima e Palazzo [21] chegaram a conclusdo que os espagos mais naturais nesse processo
evolutivo seriam os espagos métricos (€2, d), onde €2 é uma variedade riemanniana e d
uma métrica sobre 2. Foi proposto entdo um projeto de Sistema Integrado (SI) de trans-
missoes de dados no qual os sistemas de modulagao, codificacao e canal sao projetados
de forma dependentes sobre espacos métricos nas condicoes acima. O objetivo de SI é
obter um sistema mais eficiente do que os tradicionais sistemas de transmissao de dados.
O objetivo deste trabalho é identificar as modulagoes sobre variedadades riemnianas
topoldgicas (superficies topolégicas), vindas de mergulhos de grafos completos biparti-
cionados. Estes foram os primeiros a serem associados a canais discretos sem memdria,
sao grafos simétricos e apresentam importantes propriedades de interesse.

3.2 Consideragoes sobre o Mergulho de K,

Um dos objetivos principais desse trabalho ¢é identificar os projetos de modulagoes
distintas vindas de mergulhos do grafo completo biparticionado K,,,. No sentido de
possibilitar este processo de identificagao serao necessarias a utilizacao de algumas pro-
priedades bésicas de K, ,, as quais serao relacionadas a seguir.

De um modo geral, os elementos de um mergulho de um grafo G satisfazem as
propriedades enumeradas na proposicao que segue.

Proposigao 3.2.1 [24] Seja~y = (%, Viy ,vt,l) uma sequéncia orbital de uma regiao
R; de um mergulho orientado de um grafo G. Entdo valem as sequintes afirmag¢oes:

i) as sequéncias orbitais v e ¥ em G — Q passam por um lado e; de G se, e somente
se, percorrem e; em sentidos opostos;

i1) o conjunto I' (G) é uma parti¢ao do digrafo G;
iii) a menos de deslocamentos ciclicos, ~y estd definido de forma tnica.

Em particular, para o grafo completo K,, ,, valem as seguintes propriedades.

Lema 3.2.2 Nao existe regiao com um nimero impar de lados em mergulhos de K, ,,.

Demonstragdo. Seja A = {vy, -+ , v} € B={wy, -+ ,w,} os conjuntos de vér-
tices de K, . Suponhamos que R, = (uy,- - ,uy) é uma regido de K,,, — Q, tal que
a é impar. Suponhamos que u; = v;. Como toda regidgo é um caminho fechado sobre
Koy — Q, € facil ver que (uq—1,u,) = (vj,v;), 0 que é um absurdo, pois K,,, nao
forma lados com vértices de A. Por outro lado, se considerarmos que uy, = w; conclui-
mos que (Ug—1,Uq) = (Wi, w;) . Novamente temos uma contradi¢io, pois K, teria um
lado em B. [ |

Proposicao 3.2.3 Se R, = (--- ,u;, uj, up, ug, -+ ) € uma regigo de K, , — § entdo
1,7, h e k sdo dois a dois distintos.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que existam dois elementos iguais: sei = j,
Koy tem um lago; se i = h, Ky, tem um duplo lado; e se i = k, entio K, , [A, B]
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teria um lado (v;,vp,) unindo os vértices de A ou B, conforme v; € A ou v; € B. Em
todos estes casos, K,,, nao poderia ser o grafo completo bipartido. Esta constradi¢dao
mostram a afirmacao. |

Proposicao 3.2.4 Se R, é uma regiao de K, ,, — 2, entao o« =4+2t,t=0,1,2,--- .

Demonstrag¢dgo. Sejam A = {vy, -+, v} e B = {wy, -+ ,w,} o0s conjuntos de
vértices de K, e que R, = (u1,--- ,u,) € uma regiao de K,,, — €. Suponhamos
que uy = vg. Como K, ,, é um grafo (u1,us) # (v1,v1), isto é, um grafo que nao tem
lagos e, portanto, K,,, — {1 nao tem regioes de um lado, assim, us = w;,. Como
se trata do grafo completo bipartido, (ug,us) = (wi,,vj,), e vj, # v1, pela Proposi¢io
3.2.3; consequentemente K,,,, — ) nao tem regioes de dois lados. Por outro lado, uy #
v;, 0 que resulta na néao erxisténcia de regides de trés lados. Desse modo, (ug,us) =
(vj,, Wiy) . Sequindo o processo, nao hd nenhuma proibi¢io de que us = vy e assim R,
seria um 4-lados. Dando continuidade ao processo, e usando o Lema 3.2.2, concluimos,
indutivamente, que as regioes so podem ter um numero par de lados > 4. [ |

Para o processo de identificacao dos mergulhos de grafo é extremamente importante
conhecer os nimeros de elementos do grafo. No caso particular dos grafos completos
bipartidos K, , e do grafo completo K, ,,, os nimeros de vértices e lados sao dados por

v=m-+n e e=mn (3.1)

e quando m = n, temos que:
v=2n e e=n’ (3.2)

Observacgao 3.2.5 Um dado importante que devemos saber e que serd muito utilizado
neste trabalho, é que, ao considerarmos o grafo completo bipartido K,,, como um mer-
gulho, este serd visto como um digrafo, e como tal, cada lado é contado duas vezes, pois
eles podem pertencer a uma mesma regiao ou a regioes distintas. Quando conveniente,
consideraremos K, , como sendo um grafo de 2mn lados e K,,,, como um grafo de 2n?
lados.

Outro dado importante é o nimero de sistemas de rotagoes do grafo. Pela férmula
(1.4), o nimero de rotagoes do grafo K, , e K, , sdo respectivamente dados por

# (0 (Kmn)) = uev(e) (degv — 1) = ((m — 1)) ((n = 1)H)™ (3-3)

# (0 (Kyn)) = ((n = Y™ (3.4)

A igualdade (3.3) é a férmula geral para o nimero de sistemas de rotagoes de K, ,,
mas a igualdade (3.4) serd mais utilizada porque o estudo estara focado nos grafos
completos bipartidos da forma K, ,,.
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3.3 Emaranhados de um Mergulho

Uma classificacao de bastante interesse neste trabalho é em relagdo aos tipos de
emaranhados das classes de mergulhos. Lembramos que os emaranhados nos deram in-
formacgoes da performance do canal e, consequentemente, do desempenho da modulagao
definida pelo mergulho. O conceito de emaranhado foi introduzido em [24] e tem como
objetivo medir o grau de auto-intersecoes da fronteira de uma regiao. Esta informacao é
muito importante ainda porque ajuda a determinar a mergulho dual e o canal associado.

Verificamos, em [24], que nas fronteiras de regides de um mergulho de 2-células, pode
haver ou nao intersecao de vértices e de lados. Este tipo de auto-interse¢ao nos chamou
a atencao e ja gerou informagoes valiosissimas com relacao ao tipo de canal associado
e ao mergulho dual. Mas esperamos que as informacgoes fornecidas pelos emaranhados
nao parem por af, fornecam ainda informagoes importantes, em termos de invariantes
topoldgicos, para o comportamento das classes de mergulhos.

Sao trés os tipos de emaranhados introduzidos em [24], o ndao-emaranhado, o ema-
ranhado pontual e o emaranhado linear. O nao emaranhado diz respeito a uma regiao
R, cuja fronteira R, nao possui auto-intersecoes. O emaranhado pontual mede a
quantidade de vezes em que OR, autointercepta-se em pontos isolados, medida indicada
por @ (J,) . E o emaranhado linear representa o nimero de autointersegdes de lados de
OR,, medida indicada por ¢ (J,) . Em uma regido ndo emaranhada, é claro que se tem
w (0,) = 0(0a) = 0. Por esta observagao faz sentido denominar um nao emaranhado
como sendo um emaranhado minimo.

Em [24] foram considerados somente os emaranhados pontuais cujas intersegoes de
vértices ocorriam somente aos pares. Mas observando-se melhor os emaranhados pontu-
ais em mergulhos de K, ,, percebemos que existem emaranhados pontuais cujas inter-
secoes ocorrem em mais de dois vértices. As identificacGes desses sao bem mais laboriosas
e nao devem ser desconsiderados nos processos de classificacao.

A afirmac@o na observacao seguinte foi demonstrada em [24] e é muito ttil para o
estudo de mergulhos de grafos.

Observacao 3.3.1 Se R, tem um emaranhado linear sobre o lado (v;,v;) de G € porque
R, é uma regiao da forma R, = (-+- ,i,7,++ , J,4,...). Além disso, foi provado em [24]
que s6 pode haver intersecoes de até dois lados de uma mesma regido, uma vez que cada
lado do mergulho é composto por dois lados de regioes distintas ou nao.

Em mergulhos de um grafo G podemos encontrar os dois tipos de emaranhados. Dada
uma regiao R, de G — 2, esta pode ser um nao emaranhado (emaranhado minimo),
um emaranhado pontual (ou emaranhado pontual puro), um emaranhado linear (ema-
ranhado linear puro) ou conter todos os tipos de emaranhados (emaranhados mistos).
Podemos entao definir o grau de emaranhado de uma regiao R, como sendo a soma dos
emaranhados pontuais e lineares de R,, ou seja,

€(Ro) =@ (9 (Ra)) +0(0(Ra)) - (3.5)

Seguindo esta linha de raciocinio podemos definir ainda o grau de emaranhado de
um mergulho G — Q = UY_| R, como sendo a soma dos graus dos emarandos de suas
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regioes, ou seja,
e(G—=0) =37 €(Ra,). (3.6)

Se toda regiao R, de um mergulho G — Q = UF ,R,, é nao emaranhada, entdo
diremos que G — €2 é um mergulho nao emaranhado ou simples. Neste tipo de mergulho,
tém-se que € (R,) = 0, para toda R, em G — €; logo ¢ (G — Q) = 0, ou seja, todo
mergulho nao emaranhado ¢ um mergulho minimo.

Mergulhos nao-emaranhados ou simples ocorrem, portanto, somente em mergulhos
minimos e, & medida que o mergulho converge para o mergulho maximo, os graus de
emaranhados das regioes tendem a aumentarem e atingem o seu méximo. O maximo
total, obviamente ocorre nos mergulhos méximos. Logo faz sentido também falar de
emaranhado mdximo. Pode ser um emaranhado mdzrimo local, quando R, e a regiao
de maior grau dentre todas as regioes de um determinado mergulho de G; ou um ema-
ranhado mdzximo absoluto, ou mazimal, quando R, é a regiao tal que € (R,) assume o
valor maximo dentre todas as regioes do todos os mergulhos de G. Isto significa que
um emaranhado méximo absoluto encontram-se em mergulhos méximos, mas nao im-
plica que mergulhos méaximos nao possuam emaranhados minimos. Pode acontecer de
um mergulho maximo possuir emaranhado minimo e um méximo absoluto, condicao
necessdria para atingir o grau de maximidade.

Na verdade, o emaranhado existe, quando o grau do emaranhado pontual, ou do li-
near é maior do que zero, ou quando ambos sao maiores do que zero. S6 faz sentido entao
falar de emaranhado R, quando hé intersegoes na fronteira 0 (R,) . Um emaranhado de
grau zero ou emaranhado minimo nao ¢ de fato um emaranhado. E uma regifo simples.
Em regioes simples as construgoes dos duais e canais associados sao bem mais faceis.
J& nos emaranhados, as construgoes passam a ter um grau de dificuldade maior. Caso
nao sejam levadas em conta estas dificuldades e se conhecga exatamente os emaranhados
lineares, fica impossives obter essas construcoes.

Em mergulhos de grafos, os emaranhados estao quase sempre presentes, e por serem
muito comuns nos mergulhos maximais e préximos a estes, podemos afirmar que os ema-
ranhados sao maioria nas regides dos mergulhos de um grafo, uma vez que o nimero de
mergulhos sao maiores & medida que o género da superficie aumenta. Consequentemente,
é impossivel descartar a sua existéncia e desprezar a importancia de suas propriedades,
no estudo dos fendémenos provenientes dos mergulhos de grafos.

Na proposicao seguinte provaremos, para o caso particular do grafo completo bipar-
tido, as principais propriedades dos emaranhados maximais, importantes para o desen-
volvimento deste trabalho.

Proposicao 3.3.2 Seja R, uma regiao do mergulho orientado K,,, — Uf:]_Rai.

Entao, sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

1) R, é um emaranhado minimo se, e somente se, a« = 4 ou a = 6;

it) Nem todo emaranhado minimo é um mergulho minimo;

1it) Se Rg € um emaranhado de K,,, entao é um emaranhado pontual;

w) R, é um emaranhado linear se o > §;
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Demonstragao. Seja Ry = (i, j,k, h). Pela Proposicao 3.2.3, os elementos i, j, k, h
sao todos distintos, logo € (Ry) = 0, e portanto R4 é um emaranhado minimo. Seja agora
Rs = (i,j,h,k,l,m). Se Rg é um emaranhado pontual, entdo dois elementos seus seria
iguais e isto contradiz a Proposicao 3.2.3. Logo, todos os elementos de Rg sao distintos
dois a dois, ou seja, € (Rg) = 0, e portanto R4 é um emaranhado minimo. Por outro lado,
um emaranhado octogonal de K, ,, — (2 86 pode ser da forma Rg = (i, j, h, k,i,l,m,n).
Isto é a prova iii). Observe que Rg atende a condigao da Proposigao 3.2.3 e sua fronteira
0 (Rg) possui um auto-intersegao no vértice v;, logo w (Ry) = 1 = € (R4) e Rg nao seria
um emaranhado minimo. Portanto vale a afirmagcao 7).

Pela igualdade (2.6) o mergulho minimo de Ky 4 encontra-se sobre um superficie de
género

VKa) = {Fa-n -2} -1,

isto é, sobre o toro. Contudo, pela parte i) da proposicao, K44 — 2T = 4Rs2R3 (este
mergulho serd identificado na Subsegao 3.7.1) é um emaranhado minimo que nao é um
mergulho minimo, o que mostra 7).

Observe que a fronteira de Ry = (4,7, k,1,j,i,m,n,0,p) satisfaz a condigdo da
Proposicao 3.2.3 e possui uma auto-interse¢ao no lado (v;,v;) de Ryg, logo o (Ry) =1
e assim, Rjg ¢ um emaranhado linear de grau 1. Por outra parte, pelas afirmagoes an-
teriores, nenhum R, a < 10, pode ser um emaranhado linear, o que prova a afirmacao
iv). n

E importante destacar aqui que os resultados da Proposicio 3.3.2 séo validos somente
para grafos completos bipartidos e nao se aplicam em outras familias de grafos, como os
grafos completos, tripartidos e assim por diante.

Os dois tipos de emaranhados tém caracteristicas bem distintas. Nos pontuais a
intersecoes ocorrem em vértices, e nos lineares, em lados completos. J4 que a fronteira
da regiao 0 (R,) é um caminho fechado sobre a superficie, podemos fazer uma analogia
de 0 (R,) com a teoria dos nés e considerar um emaranhado como sendo um né sobre
a superficie. Neste caso, os emaranhados pontuais seriam classificados como os nds no
sentido fraco da superficie, uma vez que o contato teria menos resisténcia ou aderéncia
do que o contato de uma emaranhado linear, e os emaranhados lineares, como os nds no
sentido forte sobre a superficie. Devido a esta analogia podemos introduzir os termos
emaranhado fraco (ou emaranhado pontual) e emaranhado forte (ou emaranhado linear).

Com relacao a aderéncia ou capacidade de atar uma superficie, é ébvio que um
emaranhado forte tem um peso bem maior do que ao de um emaranhado fraco. Entao os
emaranhados maximais sao aqueles que apresentam o graus maiores de emaranhamento.
Ao afirmamos portanto que um emaranhado é méximo (mdximo absoluto ), é porque o
mesmo possui o maior grau de emaranhamento linear dentre todos os emaranhados de
um mergulho de um grafo. Pode até existir em outro grafo um emaranhado cuja soma
dos emaranhmentos pontuais e lineares supere ao do emaranhado maximo. Em termos
de capacidade de aderéncia ou capacidade de emaranhamento do né, nenhum seria mais
eficiente do que o emaranhado de maior grau de emaranhamento linear. No sentido de
identificar os emaranhados maximais de K, ,,, temos a seguinte afirmacao.

Lema 3.3.3 Se K,,,, — Q =UF_ | R,, é um mergulho mdzimo, entdo
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b 1, se m oun é impar > 2
2, se m e m sao pares.

Demonstracao. O grafo completo K, , tém m + n vértices e mn lados. Como
Q) & orientdvel, x (2) é sempre par, isto &, x (2) = 27, 7 € Z. Por outro lado, pelo
Teorema (2.3.4), podemos deduzir que os mergulhos de um grafo ocorrem no conjunto
de superficies

SKm,n = {/yT’ (’y - 2) T’ (’y - 4) T? e ?KVMT} ?

cujas particoes sao compostas pelos seguintes niimeros de regioes

f0>f0_27f0_4>"'af0_ta (37)

onde fo — ¢ ¢ o ndmero de regides do mergulho K,,, — (v —t) 7. O tultimo termo da
sequéncia (3.7) é o menor inteiro positivo, isto é, fo —¢t = 1 ou fo —t = 2, pois um
mergulho maximal orientdvel particiona a superficie em um niimero minimo de regioes.
Como o iltimo termo depende de fy e t € um nimero par, entao fo —t € par, se fo o
for, e fo —t & impar, se fo também o for. Mas pela férmula de Eiiler (2.4), segue que

fo=x(OT)—v+e=21 —m—n+mn. (3.8)

Como 27 é par, em termos de paridade de fj, devemos analisar em (3.8), os seguintes
casos:
a)Sem=2p+1len=2q+1, p,q € Z, entao, por (3.8), temos que:

fo=2r—2p—1—=2¢—1+(2p+1)(2¢+1) = 2(1 + 2pq) — 1,

logo, fo é fmpar, e portanto, fo —t =1,
b) Se m =2p+ 1 e n = 2q, temos que:

fo=2r—2p—1-2q+(2p+1)(2q) = 2(r —p+2pg) — 1,

logo, fo é impar, e portanto, fo —t = 1. O caso m = 2p e n = 2¢ + 1 dao resultados
andlogos;
c) Se m = 2p e n = 2q, temos que:

fo=21—-2p—2¢+(2p)(2¢) =2(7 —p—q+2pq),

logo, fo é par, e portanto, fo —t = 2. De a), b) e ¢) segue a afirmacao do lema. [ ]

O Lema 3.3.3 caracteriza os mergulhos maximais, em termos do mimero de suas
regioes, e como estes contém as regioes de maiores comprimentos, os emaranhados mé&xi-
mos sao identificados quando se determinam as regides com os maiores graus de ema-
ranhados para estes dois casos de mergulhos maximais. Se o mergulho maximal possui
somente uma regiao, caso c) da demontragao do Lema 3.3.3, este ji é o emaranhado méx-
imo. Se esse possui duas regides veremos a seguir quais as caracteristicas do emaranhado
maximal.
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Teorema 3.3.4 Seja R, um emaranhado de K, , — €2 = Uf:]_Rai. A regiao R, é um
emaranhado mdzximal se, e somente se, K, , — Q é um mergulho maximo e, quando
k = 2, necessariamente devemos ter a« = 2mn — 4 e

2mn e o (R,) = mn, sem oun é impar,
a= .
2mn —4 e o (R,) =mn —4, sem en sao pares .

Demonstragao. Um emaranhado R, é maximal se, e somente se, encontra-se na
regiao de maior comprimento, isto é, sobre uma regiao de um mergulho méximo de K,,,.
Se m ou n ¢é fmpar, pelo Lema 3.3.3, o mergulho maximo de K,,, possui apenas uma
Unica regiao, sendo assim o nimero de lados de R,, pela Observacao 3.2.5, é igual ao
dobro do nimero de lados de K, ,, ou seja a = 2mn. Mas K,,,, s6 possui mn lados
e pela Observacao 3.3.1, os lados do mergulho sao compostos por dois lados de regioes
distintas ou nao, como sé ha uma regiao, é porque existem exatamente mn pares de
intersecoes dentre os 2mn lados de R,. Portanto, R, é um emaranhado linear de grau
mn, isto &, o (R,) = mn.

Se m e n sao pares, pelo Lema 3.3.3, o mergulho médximo de K,,, é composto por
duas regioes. Como a partigao neste caso nao é unica, o emaranhado maximal deve ser a
regiao de maior comprimento. Pela Proposicao 3.2.4, a particao que tem a regiao com o
maior nimero de lados é R4 Ro,,,_4 € esta regiao é, entao, Rop,pn—_4. Logo a = 2mn—4. Por
outro lado, pela Proposicao 3.3.2 i), R4 é um emaranhado minimo, e portanto, existem
4 lados de Rs,,,_4 que estao em contatos com os 4 lados de Rs. Como o mergulho de
K, tem mn pares de lados, existem mn — 4 pares de lados com autointersegoes entre
si em Rgp,_4, Ou seja, 0 (R,) = mn — 4, o que prova o teorema. [ ]

Coroldrio 3.3.5 Seja R, um emaranhado de K,, — (1 = UleRai. A regiao R, é

um emaranhado mdximal se, e somente se, é um mergulho maximo e, quando k = 2,
necessariamente devemos ter a = 2mn — 4

. 2n? e o (R,) = n?, sen e impar,
T 2n®?—4eo(R,) =n?>—4, sen é par.

Demonstragao. Caso particular do Teorema 3.3.4. ]

Os resultados apresentados no Teorema 3.3.4 e Corolédrio 3.3.5, tornam os emara-
nhado maximais como sendo os mais faceis de serem identificados. A identificacao de
um emaranhado é sempre drdua mas bastante 1til na definicao de duais, canais associ-
ados e desempenho da modulagao.

Lembramos que nosso objetivo é identificar os tipos de mergulhos distintos de um
grafo completo K, ,. Pela Definicao 2.7.1, os mergulhos que possuem o mesmo tipo
de particao formam uma classe de mergulhos de K, ,. Os grafos K;; e K35 possuem
mergulhos simples e serao identificados em seguida, mas nao possibilita descrever o
processo de identificacao de mergulhos. Deixaremos esta tarefa para ser realizada nos
mergulhos dos grafos K33 e Ky4.
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3.3.1 Mergulho de K

Este é o mergulho ’grivial. O grafo completo biparticionado K;; possui um tnico
sistema de rotagoes. E fdcil ver, no grafo (a) da Figura 3.3.1, que este sistema de
rotacao é dado por

© (Ki,1) ={0(1),1(0)}.

Na Figura 3.3.1 representamos um mergulho de K ; sobre a esfera, mergulho descrito

acima.

Vi@ ORYS

Ki1=»S
(a) Canal C, <+ K;; (b) Modelo planar K; =» S (c) Modelo espacial K;=» S
Figura 3.3.1: Mergulhos planar e espacial de K

Observamos, no modelo espacial (c) da Figura 3.3.1, que o mergulho de K, parti-
ciona a esfera em duas partes, o préprio K ; e S\Kj; (a esfera S menos K; ;). Como o
K1 ndo é homotdpico a um ponto de S, e S\ K; ; é homotépico ao préprio K; 1, entdo,
as duas partes da particao de K;; — S nao sao homotdpicas a zero, logo nenhuma das
partes ¢ um 2-células. Consequentemente, as partes K1 e S\ K7 ; do mergulho K;; —
S nao sao do tipo 2-células, portanto, nao ocorre uma decomposicao em regioes em todo
mergulho de K ;, neste caso, nao faz sentido aplicar a caracteristica de Eiiler-Poincaré
em um mergulho de K ;. Se considerdssemos as duas partes como sendo regiao, terfamos

XQ)=v—e+f=2-14+2=3,

porém, nao existe superficie com x (2) = 3, pois 0 maximo é 2, a caracteristica da
esfera S. Caso contrério, nao terfamos regices, e portanto y (2) = 1, o que implica que
Ki1 = Plano. Porém, estamos vindo de um mergulho da esfera. Em ambos os casos
nao faz sentido a relagao de Eiiler-Poicaré (2.4) .

Veremos a seguir, nas andlises dos demais casos, que K;; € o tnico grafo da familia
K, que nao possui mergulho de 2-células.

3.3.2 Mergulho de K>

O grafo completo biparticionado K9 ¢ um dos mais importantes para a teoria da
comunicagao porque estd associados ao canal bindrio simétrico Cy. Sabemos, de [49], que
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os mergulhos distintos de um grafo correspondem aos sistemas de rotagoes do mesmo.
Como Ko possui apenas o sistema de rotacoes

O (K22) ={0(1,3),1(0,2),2(1,3),3(0,2)},

entao K39 tem um tinico mergulho de 2-células sobre a esfera S. Observe que na rotacao
0 (v;) = (j, k), de um vértice v; de Ky, tem-se: 0" (v;) = (j, k) = 6 (v;) . Daf a unicidade
da rotagao © (Ks32).

Na Figura 3.3.2 o grafo associado ao canal K, é representado em (a), as figuras (b)
e (c¢) correspondem aos modelos planar e espacial do mergulho de K> 5 sobre a esfera S.

Vo Vi
-l
v Vs Kyoem S
(a) Canal C; <9 Kj, (b) Modelo planar Koo =# S (¢) Modelo espacial Koo < S

Figura 3.3.2: Canal (32 e mergulhos do seu grafo associado

Note que o mergulho da Figura 3.3.2 particiona a esfera em duas regioes de quatro
lados

R;=1(0,3,2,1) e R} = (0,1,2,3),

ou seja, uma particao regular da forma
K272 — S = 2R4

Além disso, cada regiao é homotépica a um ponto, portanto, um mergulho de 2-células,
sendo assim, temos um mergulho de 2-células, diferentemente do mergulho de K;;. O
K, é, entao, o grafo da familia K,,,, que possui um tnico mergulho de 2-células, como
serd comprovado posteriormente.

Obsevamos ainda que os grafos K ; e K52 nao possuem emaranhados, e sao os tnicos
das familias dos grafos completos de kK, ,, que nao possuem emaranhados.

3.4 Mergulhos de K33 e Processo de Identificacao

O grafo K33 contém um nimero razodvel de mergulhos, cuja identificacao revela as
principais dificuldades, propriedades e métodos que devemos usar no processo geral de
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identificagdo de mergulhos de grafos. Apesar do objetivo ser a identificagao do mer-
gulho, cada um deste sera tratado como uma modulacao, portanto, é indispensavel que
as relagoes de mergulhos, modulacao e canais, ja sejam entendidas neste capitulo, no
sentido de facilitar a compreensao dos novos conceitos que serao introduzidos. Além
disso, o objetivo é relacionar os processos metodolégicos que serao aplicados a posteri-
ort, destacando a importancia das propriedades, resultados, dados relacionados, anédlises
e construgoes geométricas introduzidos neste capitulo. O estudo do grafo K33 j4 d4 uma
idéia inicial das propriedades, dificuldades e contribuicoes que iremos dispor na resolucao
de problemas futuros.

3.4.1 Os mergulhos de K33

Com o objetivo de identificar os mergulhos do grafo completo bipartido K33 serd
adotado o rotulamento de vértice fixado através da Figura 3.4.1.

Vo Vi
Vo V3
V4 Vs

Figura 3.4.1: Grafo completo bipartido K3 3

O grafo K33 possui um nimero relativamente pequeno de mergulhos de 2-células.
Mais precisamente, pela equagio (1.4), o nimero de sistemas de rotagdes de K33 ¢ dado
por

#(0(K33) = ((3—1))° = 64,

e, portanto, K3 3 possui 64 mergulhos distintos. No entanto, pela propriedade da rotacao
inversa estabelecida na Proposicao 2.3.2, é necessario identificar somente 32 mergulhos,
uma vez que cada rotacao de K3 3 possui a inversa e a parti¢ao de um sistema de rotagao,
difere do seu inverso, somente pelas inversoes de suas respectivas seqiiéncias orbitais.

O primeiro passo do processo de identificagao é relacionar as rotacoes distintas dos
vértices de K3 3. Observe, na Figura 3.4.1, que os vértices pares de K33 tém rotacoes
a = (1,3,5) ou A = (5,3,1) e as rotagoes dos de vértices impares sdo b = (0,2,4) ou
B = (4,2,0). Devemos, entao, encontrar todas as permutacoes possiveis das rotagoes
a,A,b e B para compor os sistemas de rotacoes distintos de K33 de tal maneira que
nenhuma dessas rotacoes seja a inversa de uma outra, rotacoes relacionadas nas 2 e 3¢
colunas da Tabela 3.4.1.
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Tabela 3.4.1: Classes dos mergulhos de K, ,

O passo seguinte no processo de identificacao é determinar os mergulhos minimo de

méximo de K3 3. Estes s@o dados pelas iguadades (2.6) e (2.7), ou seja,

2,

v (K33) =1 e vy (Ks3)

consequentemente, o conjunto de superficies para o mergulho de v (K3 3) ¢ dado por

—{T,2T}.

S (K373)

A identificagao completa de um mergulho é feita tomando-se uma rotagao na Tabela

ababab (1% coluna), correspondente ao seguinte

3.4.1, por exemplo, a 1* rotacao ©,
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sistema de rotagoes 0(135),1(024),2(135),3(024),4(135),5(024) (2* coluna). As se-
qiiéncias orbitais 'y = {(103254),(305214), (501234)} (3* coluna) correspondente ao
mergulho de K333 (0;) sdo identificadas pelo Algoritmo 2.8.1, algoritmo identificador de
mergulho orientado de grafo estabelecido por Lima [20]. Como o conjunto I'; é for-
mado por trés regides hexagonais a particao é da forma 3Rg (4* coluna). Finalmente,
a superficie na qual se encontra o mergulho é identificada através da caracteristica de
Eiiler-Poincaré (2.4) e a férmula do género do mergulho orientado (2.5). Veja que o
grafo K33 é tal que: v =6, e =9 e f = 3 (estamos considerando a partigao 3Rg), entao
pela caracterfstica de Eiiler, temos que

X(Q)=v—e+f=6-9+3=0.
Por outro lado, pela férmula (2.5), temos que
XQ)=2-2m=m=1,

segue entdo que o mergulho de K33 (0;) encontra-se sobre uma superficie de género
1, ou seja, o toro. Neste caso dizemos que o mergulho de K33, munido do sistema de
rotacoes O, encontra-se sobre o toro e o decompoe em uma particao da forma 3Rg, e
escrevemos, em termos de notagao simplificada,

Kg,g (@1) — T = 3R6

A Tabela 3.4.1 foi construida com os procedimentos descritos acima.

Concluimos entao que os mergulhos de K33 sao compostos por trés classes de mer-
gulhos distintas: sendo duas classes de mergulho minimo sobre o toro, definidas pelas
particoes distintas 2R, R19 e 3Rg e compostas por 6 e 34 mergulhos, respectivamete, e
uma classe de mergulhos maximais sobre o bi-toro definida pela particao Rig, composta
por 24 mergulhos. Observe que sao, ao todo, 64 mergulhos, identificando assim, todos
os mergulhos e classes de K3 3.

Uma vez que toda rotacao de um grafo G possuem uma unica rotacao inversa, o
nimero de elementos do conjunto de rotagoes distintas de GG, denotado por D (G), que
nao contém elementos inversos, é igual a metade do nimero de rotacoes de G. Em
particular, para o grafo K3, temos que D (G) = 32. Este conjunto composto por 32
elementos é representado nas 2% e 3* colunas da Tabela 3.4.1. As 4% e 5% colunas indicam
respectivamente as particoes na forma de seqiiéncias orbitais e na forma algébrica.

As informagoes contidas na Tabela 3.4.1 sao estremamente importantes para identifi-
cacao de propriedades intrinsecas dos mergulhos de grafos e revelam ainda propriedades
relacionadas aos desempenhos e processos de construcoes de modulacao e canal.

Os dados fornecidos na Tabela 3.4.1 sao usados para fornecer e identificar importantes
elementos os quais possuem implicacoes diretas com outros componentes essenciais dos
processos geométricos de construcoes da modulacao e do canal associado, e analiticos
em relagao a eficiéncia do projeto. Para sermos mais precisos, a partir das informagoes
da Tabela 3.4.1 podemos obter os seguintes componentes:

1. Os tipos de emaranhados sao identificados diretamente das sequéncias orbitais.
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2. Os emaranhados contém as informagoes necessérias para definir o grafo dual.

3. O grafo dual, além de definir precisamente o canal associado & modulacao, contém
informagoes exatas sobre probabilidade a prior: de cada transicao do canal.

4. O conjunto de sequéncias orbitais contém ainda informacoes que identificam o
tipo de superficie, e podem ser usadas para obter o modelo planar ou espacial do
mergulho (veja Figura 3.4.2).

5. O modelo planar ou espacial do mergulho revelam os tipos de topologias das regioes
e de suas respectivas fronteiras.

6. As sequéncias orbitais sao aliados imprescindiveis nas construgoes topolégicas de
mergulhos dos modelos planar e espacial.

7. A topologia das fronteiras sao importantes aliados na construcao topolégica dos
modelos planas e espacial de mergulhos.

8. A particao pode ser usada para obter uma medida da eficiéncia da modulagao.

9. A particao contém dados suficientes para identificar os mergulhos com bordos
provenientes dos mergulhos em superficies sem bordo.

10. Conhecido os mergulhos com bordo, os seus canais associados com suas respectivas
probabilidade a priori, sao obtidas diretamente do grafo dual do mergulho sem
bordo.

Os itens 1. a 10. relacionam os elementos que podem ser obtidos diretamente dos da-
dos da Tabela 3.4.1, os quais podem ser entendidos como a lista de processos metodolégi-
cos que serao aplicados ao longo deste trabalho.

3.4.2 Mergulhos topolégicos de K33

Em um projeto de modulacao vindo de um mergulho de grafo, é essencial obter os
modelos planar e espacial do mergulho, para que a modulacao seja realizada a nivel de
Geometria Diferencial ou de Riemann ([51], [4]). Em termos de mergulhos diretos de
K33, nao considerando o mergulho dual, podemos comprovar diretamente da Tabela
3.4.1, que s6 existem trés tipos de particoes: 2R4Rio, 3Rg ¢ Ris. Escolhendo-se um
representante de cada classe, a Figura 3.4.2, mostra os respectivos mergulhos topolégicos
construidos sobre os modelos planar e espacial de T e 27. Sao os representantes das
classes de mergulhos de K33 dados pelas seguintes relagoes

K(0) =T =3Rs, K(0,)—T=2RRy e K (0;) — 2T = Rys.

Essas construcoes garantem que é possivel realizar os projetos de modulagoes sobre as
superficies, desde que existam formas de representd-las através de parametrizacoes ou
outro tipo de aplicagao. Sobre o toro, essas parametrizacoes sao conhecidas. Fica aqui
proposto o desafio de como conduzir os modelos planares sobre a superficie do bitoro
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através de uma aplicacao do plano em 27. Este é um problema tipico de Geometria
Diferencial e como neste trabalho a abordagem e topolégica, lancamos a proposta como
um futuro trabalho de monografia ou tese.

Qualquer um dos dois modelos do toro podem ser usados para projetos de modula-
¢oes, porém, no primeiro caso temos um mergulho regular, modulacao correspondente
a um projeto para uma constelacao de trés sinais do tipo geometricamente uniforme,
propriedade bastante requisitada em projetos de modulagoes [12].

2b (3b) . Kg,g

Figura 3.4.2: Modelos topoldgicos das classes de mergulhos de K33

Obter todos os mergulhos topolégicos, é privilégio de poucos grafos. Com o K3 3 foi
possivel. O préximo membro da familia, o grafo K, 4, seria um trabalho que levaria bas-
tante tempo. Cremos realmente que é possivel realiza-lo. Além do caso Ky 4, 0 qual serd
tratado neste trabalho, nada pode nos garantir que existam ferramentas, equipamentos
e métodos disponiveis para identificar e construir todos os seus mergulhos de um grafo,
quando o nmimero de vértices e lados sao relativamente grandes.

3.4.3 Os emaranhados de mergulhos de K33

Analisando as sequéncias orbitais dos mergulhos de K3 3 relacionadadas na Tabela
3.4.1, constatamos que o grafo K33 ¢ o primeiro da familia de K, , a apresentar ema-
ranhados. Com relagao ao tipo de emaranhados, a préxima afirmagao caracteriza os
mergulhos de K33 em termos desta propriedade.

Proposicao 3.4.1 Seja R, uma regiao do mergulho de 2-células K33 — ). Entao R,
é um:

i) emaranhado minimo se R, estd na classe de merqulhos minimos 3Rg ou R, é uma
regiao Ry da classe de mergulhos minimos 2R4R;
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i1) emaranhado linear de grau 2 (w (R,) = 2), se R, = Ryo, e Ryg estd na classe de
mergulhos minimos 2R4R10; ou um

ii1) emaranhado linear de grau 9 (w (R,) = 9), se R, = Ris, € Rig estd na classe de
merqulhos mdximos.

Demonstragao. Como a classe de mergulhos minimos 3R é composta por regides
Rs e a regiao menor de 2R, R;g é quadrangular, pela Proposi¢ao 3.3.2 i), R, é um
emaranhado minimo (7 (R,) = 0), portanto R, satisfaz a condigao i), provando assim
esta afirmacao.

Verificamos, diretamente nas sequéncias orbitais da Tabela 3.4.1, que valem as igual-
dades 7 (Ry9) = o (Ry9) = 2, para toda Rjo de mergulhos da classe 2R, R1g, portanto
toda Rjp € um emaranhado pontual, o que mostra i);

A afirmacao iii) segue do Coroldrio 3.3.5. De fato, como 3 é impar, entdo, 7 (R,) =
o(R,) =3*=09. u

Concluimos, entao, que os mergulhos de K3 3 nao possuem emaranhados pontuais, ou
estes s@o0 minimos ou lineares. Um fato que nao foi observado em [24], que nos chamou
muito a atengao, é o comportamento da formacao dos emaranhados de K3 3. Uma andlise
minuciosa na formagao das sequéncias orbitais mostra que todo reticulado R;¢ da classe
2R4Ryo é da forma

R0 = (a,b,¢,d,e,b,a,d,c, f)

isto €, os dois pares de vertices (a,b) e (¢,d) ((b,a) e (d,c)) que definem os dois ema-
ranhados lineares sdo consecutivos e separados por um vértice cada (e e f). Note que
os dois emaranhados encontram-se sobre os lados (v,, ) € (v¢, vq) de K3 3. Essas infor-
magoes podem ser utilizadas imediatamente para obter o mapeamento de R;y sobre o
digrafo de K33. Podemos afirmar, portanto, que todo Ry de K33 ¢ um emaranhado do
tipo ilustrado na Figura 3.4.3.

Vp

OVd Q) vt

X
~

Lados du-

plos do ema ‘ v
ranhado linear ¢

Figura 3.4.3: Mapeamento do emaranhado Rj de grau 2 de K33 — T' = 2R4Ry0

Uma outra observagdo importante que passou despercebida em [24], e que pode
ser de extrema importancia para o problema da identificacao das classes de mergulhos
de um grafo, é a caracteristica das distdncias, na sequéncia R, dos lados duplos que
definem o emaranhado linear e dos vértices que pertencem aos emaranhados pontuais.
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Este tipo de caracterizacao do emaranhado é de vital importancia para a identificagao
das classes de isomorfismos de canais, uma subdivisao das classes de mergulhos que
produzem modulgoes com caracteristicas e eficiéncias bem distintas, como foi mostrado
em [24].

Um lado duplo (i,j) de um emaranhado linear R, é definido pela sobreposi¢ao dos
lados (v;,v;) e (vj,v;) de R,. Observe que um lado duplo (7, j) de R, que contribui com
uma unidade para o grau de emaranhamento linear de R,, sdo subesequéncias (i,7) e
(7,1) em R, que devem ser identificadas, ou seja, devemos destacar a subsequéncia de
Ra

R/a: (CERET A PR AR
para que um emaranhado linear sobre o lado (i, j) de R, seja identificado.

Se (v;,v;) € um lado duplo de um emaranhado linear R, chamaremos de distancia
dupla entre as subeseqiiencias (i, j) e (j,7) de R,, e a indicaremos por dd (4, j) , a menor
distancia, em R,, entre as subseqiiencias (i,j) e (j,7). Por exemplo, se R, é a regido
Ry do mergulho de K33 (04), entdo: Rjp = (1032501234) e dd (1,0) = dd (2,3) = 4.
Observe que os pares (1,0) e (0,1) estao separados pelos vértices vs, va € vs, € 0s pares
(3,2) e (2,3) estao separados pelos vértices vy, vy e vy, isto é, ambos os pares estao
isolados por 3 vértices, dai a distancia ser 4, pois numa translagao, por exemplo, (1,0)
teria que ser transladado 4 posigoes para ocupar as posigoes de (0, 1).

De modo andlogo, um vértice v; de mutiplicidade k, ou vértice k-uplo, k > 2, define
um emaranhado pontual de grau k, quando v; nao é um vértice adjacente a um emara-
nhado linear (v;,v;) e a fronteira 0 (R,) se intercepta k vezes em v;. Por exemplo, um
vértice v; contribui com o grau 4 de emaranhado pontual se, e somente se, existe uma
subsequéncia de R, da forma

R = (cov iy e iy 0y )

tal que 0 (R,) se intercepta exatamente, 4 vezes no veértice v;.

Enquanto os emaranhado linerares sé6 podem ocorrer aos pares, os pontuais podem se
interceptarem muitas vezes. A descri¢ao detalhadas desse processo é de grande utilidade
para os nossos futuros propésitos. Com isso podemos caracterizar os emaranhados de
K3 3 através da seguintes afirmacoes:

Proposigao 3.4.2 Sejam Ky e K13 emaranhado lineares quaisquer, das classes 2R, R
e R1g, dos mergulhos orientados de 2-células de K3 3. Entao, estes emaranhados possuem
as sequintes propriedades:

i) T (Ryo) =2 edd(i,7) =4, para todo lado duplo (v;,v;) de Rio;
it) T(Ris) =9 edd(i,j) =4 oudd (i, j) =6, para todo lado duplo (v;,v;) de Rys.

Demonstracao. As afirmacoes seguem da observacao direta sobre as sequéncias
orbitais relacionadas na Tabela 3.4.1. |

Das andlises, defini¢coes e resultados apresentados acima, podemos caracterizar os
mergulhos orientados do grafo completo bipartido K33, de forma simplificada, através
do seguinte resultado.
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Teorema 3.4.3 K33 — () é composto por 64 merqulhos distintos, divididos em trés
classes de mergulhos:

i) duas classes de mergulhos minimos sobre o toro:
a) o emaranhado minimo regular 3Rg, sendo
# (3Rs) =6 e € (3Rg) = 0;
b) o emarando linear reqular de grau 2, 2R4R1q, sendo
# (2R4R10) = 34, 7 (R1o) =2 e dd (4,7) =4, V lado duplo (v;,v;) de Ryo;

i1) a classe de mergulhos mdzximos Ris sobre o bitoro, de emaranhados mazximais de
graus 9, sendo

# (ng) = 24, T (Rl()) =9edd (Z,]) =4 ou 6, V<UZ',’UZ‘+1> de RlO-

Demonstragao. Todas as afirmacoes do teorema ja foram demonstradas nos resul-
tados precedentes. [

Apesar do processo de identificacao deste capitulo conter muitas informacgoes essen-
ciais para o entendimento das relacoes com as modulagoes e canais que pretendemos
estabelecer no Capitulo 5, as técnicas e métodos usados ainda nao sao suficientes para
identificar mergulhos de grafos mais complexos. Além disso, o grafo K33 possui um
nimero muito reduzido de mergulhos e o nosso interesse é identificar um nimero signi-
ficativo de modulagoes. Na verdade, queremos desenvolver porcessos e técnicas, através
da matemética (Teoria dos Grafos, topologia Algébrica e Geometria de Riemann) e da
computacao (algoritmos) que permitam identificar e construir processo topoldgicos de
modulacgoes, e definir regras de associagoes com canais discretos sem memoria. Dese-
jamos ainda desenvolver processos que permitam estabelecer a eficiéncia de modulacoes
e canais. Devido ao seu nimero reduzido de elementos, o K33 nao contém um amostra
do espago dessas modulacoes que permita um avanco desses objetivos, devemos entao
pesquisar estes métodos e técnicas em um tipo de grafo mais complexo, o grafo completo
bipartido /4 4.

3.5 Identificacao das Classes de Mergulhos de K, 4

Apesar de quatro ser um nimero relativamente pequeno, o problema da identificacao
dos mergulhos do grafo completo bipartido K44 é de alta complexidade. E até possivel
identificar um mergulho de K, 4 através do processo usado na Secao 3.4, aplicando os
passos do Algoritmo 2.8.1, contudo, a grande quantidade de elementos inviabiliza a
identificacao através de calculos ou procedimentos manuais. Entao, o jeito é recorrer
a0s processos computacionais para identificar os elementos, através da implementagao
de um algoritmo gerador de mergulhos.
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O grande entrave do problema da identificacao através do Algoritmo 2.8.1, é a en-
trada, esta consiste de uma matriz retangular de ordem 8 x 4, ®g,4, com elementos em
Zg, cuja t-ésima linha é a rotacao do i-ésimo vértice de /4 4. Devemos portanto gerar
um conjunto de matrizes

M474 [Zg] = {(I)gx4 [Zg] : (I)gx4 é rota(;éo de K474} .
Pela igualdade (3.4), o nimero de elementos de M [Z,4] é dado
# (Mg [Zs]) = (4= D)™ = ((4 = 1)!))* = 1679616.

Consequentemente, apenas uma implementacao, por exemplo, via Algoritmo 2.8.1, iden-
tifica todos os 1679 616 mergulhos distintos de K4 4, desde que haja um méquina robusta
para realizar esta tarefa. E 6bvio que existem maéquinas e recursos computacionais com
esta capacidade, mas a identificagao do caso seguinte, dos mergulhos de K55, nao teria
condicoes de ser realizado, devido a grande diferenca da complexidade.

Um método de identificagdo de mergulho desenvolvido em [24], possibilitou a iden-
tificagao dos mergulhos orientados do grafo completo K5, fornecendo os seus 7668 mer-
gulhos distintos. As entradas eram matrizes do tipo ®5.4 que compunha o conjunto de
matrizes de rotacoes

M5 [Z5] = {(135><4 [Z5] : cI)5><5 é rotagéo de K474} .

Basicamente, o método consistia em particionar o conjunto M [Zs] em sete familias
de matrizes ou rotagoes, que preservavam determinadas propriedades combinatorias,
e que nao continham rotagoes inversas, vizando facilitar a identificacao das matrizes.
Era uma particao nao homogénea formada por conjuntos com 3, 75, 150, 600, 900,
1800 e 360 elementos. Determinada as matrizes de familia, esta eram implementadas
individualmente através do Algoritmo 2.8.1, inspecionava-se o conjunto das saidas, no
sentido de identificar as classes de mergulhos distintos. O processo funcionou para o caso
do grafo K5 porém, no caso do grafo K4, a particao, além de gerar muitas familias,
o nimero de elementos eram extremamente grandes e muito arduo era o processo de
gerar os seus sistemas de rotagoes. Outra caracteristica da particao nao homogénea era
a falta de uniformidade das rotacoes e auséncia de relagoes existentes entre os mergulhos
gerados por uma familia, implicando na auséncia de propriedades que viessem elucidar
o problema da identificacao. Chegamos entao, a conclusao que deverfamos encontrar
outra particao, caso desejdssemos avancar no problema da identificacao do mergulhos
de grafos. Este serd o objetivo das proximas secoes.

3.6 Particao Homogénea

Analisando o problema de uma partigdo homogénea do conjunto My 4 [Z4] dos sis-
temas de rotagoes de grafo completo /44, ou seja, uma particao em subconjuntos com
o mesmo tipo de elementos, chegamos a conclusao que a maneira mais natural de obter
esta partigao ¢ através da fixacao da rotagao de um ou mais vértices de K4 4. Neste caso,
a particao depende essencialmente do nimero de vértices escolhidos para serem fixados.
Com o intuito de analisar os elementos dessa particao introduziremo o seguinte conceito.
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Definigao 3.6.1 Chamaremos de parti¢ao homogénea do conjunto My 4 [Zs], o conjunto
quociente My 4 [Zs] /0%_, das classes de rotacdes fizas {@}f:l, onde 0; ¢ o conjunto das
rotagoes de My 4 [Zs] que fixram as rotacoes de k vértices de Kyy4.

A defini¢ao de particao homogénea envolve naturalmente o conceito de relacao. Seja
~ a relagdo entre elementos de My 4 [Zs] definida por

0, = {N €My4[Zs]: M~ N Me N fixam {0;}"_}.

Para melhor entender o conceito da relacao ~ definida acima, consideremos o grafo
completo bipartido K44 com o seguinte rotulamento de vértices fixados na Figura 3.6.1.

vy vy
V2 Vg
\ Ve
Ve vy

Figura 3.6.1: Grafo completo bipartido K44

E fécil comprovar que as rotacoes distintas de um vértice de indice par de K4 4 podem
ser dadas por

A=(1,3,5,7),B=(1,3,7,5),C =(1,5,3,7),a = (7,5,3,1) ,b = (5,7,3,1) , ¢ = (7,3,5,1)
e as rotagoes distintas de um vértice de indice impar de K44 sao dadas por
D = (07 2’ 4’ 6) 7E = (07 2’ 674) Y F = (0747276) 7d = (6747270) 76 = (4’ 67270) ) f = (6727470) °

Observe que as rotagoes A e a, Be b,---, F' e f, sao inversas uma da outra.

Uma rotagdo de K44 (ou sistema de rotagoes de Ky 4) é dada escolhendo-se, para
cada vértice par, uma das rotacoes A, B, C, a,b ou ¢, e para cada vértice fmpar, escolhe-
se uma das rotagoes D, E, F,d, e ou f. Por exemplos, sistemas de rotagoes de K, 4 seriam
das formas

©,=ADADADAD, ©; = AEBdaecaf e ©3 = aFbdCFEBe
cujas formas explicitas sao dadas por

©, = {0(1357),1(0246),2(1357),3(0246),4 (1357),5(0246) , 6 (1357) , 7 (0246)},
O, = {0(1357),1(0246),2(1357),3(6420),4(7531),5(6420) ,6 (7531) , 7 (6240)},
©; = {0(7531),1(0426),2(5731),3(6420),4 (1537),5(0264) ,6 (1375), 7 (6420)},
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e em termos de matrizes, temos,

1357 1357 75 3 1
02 4 6 026 4 042 6
1357 1375 5731
02 4 6 6 4 0 2 6 4 0 2
M=\ g5 7 M=|753 1| ¢M=1537
02 4 6 6 4 2 0 026 4
1357 7531 1357
02 4 6 | 6 2 4 0| |6 4 2 0 |

Nas matrizes acima, obervamos que M; ~ My e My ~ M3, mas M; ~ Mj. Observe
que M; e My estao na classe 6y, pois a rotacoes do vértice vg em M; e M,, sao iguais.
Por outro lado M; e M, estao na classe #3, uma vez que estas matrizes contém a mesma,
rotacao do vértice vs. No entanto, M; e M3 nao possuem vértices com rotacoes iguais,
logo, jamais podem pertencer a uma mesma classe.

A particdo homogénea sobre M, 4 [Zg] serd analizada aqui em termos das particoes
que fixam rotacoes de k vértices de K4 4. Quando a rotagao do vértice vy é fixa, o conjunto
My 4 [Zs] & particionado em 8 subconjuntos disjuntos, isto é,

M44 [ZS /90 {QAaHBaHC>0a>0b>0 } (39)

onde 0, = {N eMyy:N ~Meby=A}. Obviamente que toda particaio homogénea
que fixa um vértice qualquer K, 4 é composta por seis subconjuntos, e no caso da fixacao
incidir sobre um vértice fmpar v3, entao o conjunto quociente é da forma

M44[ZS /03 {HDaHEaQFaHdaeeaef}

onde O = {N €My, : N~ Mefl;=F}.
Se dois elementos sao fixados, por exemplo, as rotagoes dos vértices vy e v, entao o
conjunto quociente é da forma

My 4 [Zs] /001 = {04, 08D, 00D, 0D, Oup,0cp , 045, 081, OcE, Our, Ovr, Oer,
9AF7 HBF7 90F7 eaFu 96F7 96F7 ) 9Af7 93f7 OCfv 9@f7 ebfv ecf}

ou seja, um conjunto composto por 62 = 36 elementos.
Observamos ainda que, no caso da particao (3.9), cada classe 6; de My 4 [Zs] /6, ¢
composto por 279 936 matrizes, e cada classe gm- de My 4 [Zs)] /5071, ¢é formada por 46 656.
O conceito de particao homogénea introduzido acima pode ser expandido para um
grafo qualquer. A seguir, apresentaremos um estudo dos nimeros de elementos envolvi-
dos nesta definicao para um grafo mais geral.

3.6.1 Cardinalidade da particao homogénea

Em um sentido mais amplo, o conceito de particao homogéna pode ser extendido
para um grafo qualquer.
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Definigao 3.6.2 Seja M [Z,)] /6% o conjunto de rotagées do grafo G (P, Q). Uma par-
ticdo homogénea sobre G é o conjunto quociente M [Z,)] /0%_, das classes de rotacdes 0%,
que fixam as rotagoes de k vértices de G.

O nimero de elementos da particdo homogénea de um grafo G (P, Q) depende de
varios fatores: 1) tipo de grafo; 2) quantidade de vértices p do grafo; 3) nimero k de
rotagoes fixas; 4) nimero de rotagdes distintas g de cada vértice v € G e; 5) grau deg v de
cada vértice v € G. A maioria desses elementos sao obtidos diretamente dos componentes
do grafo, porém, o nimero de rotagoes distintas ¢ depende do grau do vértice degv o
modo de determinar ¢ nao é tao trivial.

Lema 3.6.3 O numero de rotagdes distintas o (v) de um vértice v de um grafo G é dado
por
0= (degv —1)!. (3.10)

Demonstragao. De fato, uma rotacao de um vértice v de grau n define a ordem
dos n lados adjacentes a v e é uma permutagao de n elementos distintos. O niimero
total de rotagoes é, portanto, igual a n!. Mas cada rotagao de v é uma rotacao ciclica de
comprimento n. Como a rotacao é invariante por rotagao ciclica, e existem n rotagoes
distintas, entao o nimero de rotacoes distintas é igual ao nimero de permutagoes F,, = n!
dividido pelo nimero de ciclos de cada permutagao, isto é,

_ (degv)!  degv(degv —1)!

= = =(d — 1l
¢ degv degv (degv—1)

Como n = degv, entdao o = (degv — 1) [ ]

Nao estd muito claro se a particao introduzida na Definicao 3.6.2 é uma particao
homogénea quando os vértices de GG possuem graus distintos. No sentido de comprovar
que a Definicao 3.6.2 define uma particao homogeénea, independente do grafo, e de es-
tabelecer as férmulas gerais para os nimeros de elementos da particao homogénea e de
seus subconjuntos, consideremos o grafo G (6,10) da Figura 3.6.2. Os vértices de graus
degv; = degvy = 3, degvy = degvy = 4 e degvs = degvg = 5.

Ve Vs

Vi A\

Vo V3
Figura 3.6.2: Grafo G (6,12)

Este é o caso mais geral de grafo, pois seus vértices tém graus diferentes. A rotacao
deste grafo é dada por

© = {1(456),2(356) ,3 (2456) , 4 (1356) , 5 (12346) , 6 (12345)} , (3.11)
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Vértices v1 | U9 U3 U3 Us Vg

456 | 356 | 2456 | 1356 | 12346 64321 62314 | 12345 54321 52314
654 | 653 | 2465 | 1365 | 12364 46321 41326 | 12354 45321 41325
25646 | 1536 | 12436 63421 14623 | 12435 53421 32541
6542 | 6531 | 13246 64231 32641 | 13245 54231 14523
0642 | 5631 | 12643 34621 34126 | 12543 34521 34125
6452 | 6351 | 14326 62341 62143 | 14325 52341 52143
31246 64213 31245 54213

Tabela 3.6.1: Rotagoes distintas dos vértices de G(6,12)

Rotagoes
67’s dos

vértices v.s

e as rotagoes distintas de seus vértices, constam na Tabela 3.6.1.
Por (3.10), o nimero de rotagdes distintas de cada vértice de G (6,12), sdo dadas
por
o(vi) =0(v2) =2, o(v3) =0(va) =6 e o(v5) = 0(vs) = 24,
o que vem a confirmar que a Tabela 3.6.1 contém os sistemas de rotagoes distintos de
cada vértice v; de G (6,12).
Na forma matricial, a rotacao © em (3.11) , pode ser representada por

45 6 45600
35 6 3560 0
w2456 245 6 0

MelZil= 171 3 5 ¢ Ty 3560 (3.12)
1 2346 12346
123 4 5| 1234 5|

onde Z* = Z-\ {0} é o conjuntos dos elementos nao nulos de Z;. A primeira matriz em
(3.12) indica o sistema de rotagao de G e a segunda, o complemento com zeros para
obter uma matriz 6 x 5. Um mergulho distinto de G corresponde as permutagoes nao
ciclicas das linhas de Mg. Todas as permutagoes de Mg nos dé o conjunto das matrizes
Mg 5 [Z%], correspondentes aos mergulhos distintos de G. O Algoritmo 2.8.1 identifica
todos os mergulhos, recebendo, como entrada, as matrizes de Mg 5 [Z3].

Observe que um vértice v; tém degwv; — 1 rotacdes. Se 61,607, 658! sio as
rotagoes distintas do vértice v;, entdo as particdes homogénes de M [Z3] que fixam a
rotacao de um unico vértice sao dadas por:

Mos [22] 00 = {0,.0,,-- .0, '} = {0,.07},

Mos [22] /02 = {05,050, '} = {0,.05),

M&S[Z;J/Qi’» - {géﬁga”' QdegUS 1} {§3>§3’§3a§3>§3a§3}

M675[Z;J/94 - {5111’5421"" Qdegv4 1} {§4,§4,§4,§4>§4,§4}

Mos [22] /05 = (05,05, 05" '} = {05,05,05, 05, .05 .0 .05 .05 }.
Mios [22] 0 = {05,050, 055" '} = {05, 05, 0, O, -~ 921 22,&”’,92“},
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portanto, o nimero de particoes homegéneas que fixam um elemento, sao dadas por

# (M5 (23] /6:) = o (vi). (3.13)

Em particular, o niimero de parti¢oes homogéneas que fixam uma rotacao de um vértice
do grafo G (6,12) é dado por

B 2,set=1e2
# (Mo 23] /0;) = 6, sei=3e4
24, se1 =5 e 6.

E facil constatar que ao fixarmos uma rotacao 0{ para o vértice v;, toda classe 5?
do conjunto quociente Mg 5 [Z%] /0,5, passa a ter o mesmo niimero de elementos, inde-
pendente da escolha do vértice v;. Esta obsevagao ¢ importante por que caracteriza as
particoes introduzidas na Definicao 3.6.2, como particoes homogéneas, independente do
tipo de escolha de grafo, de vértice e da quantidade destes, como serd visto na sequéncia
de exposicoes do nosso raciocinio.

Como todas as classes de uma partigdo homogénea de um grafo G (p, ¢) tém o mesmo
mimero de elementos, entao, a cardinalidade de uma classe gzllk da particao ho-

mogénea M [Z,] /0;, ... ;, ¢ dada por
1] # (G) Myev(q) (degv — 1)
Oiy i - -
# ( ) # (M [Zp] /‘92‘17. . 7ik) Hfjijevf(c)g (Uil)
AL @) o) 0Ty,

. . . . . -7 L . p ~
isto ¢, 4 cardinalidade de cada classe 0}, .. ; € igual ao produto dos niimeros de rotagoes
distintas dos vértices cujas rotagoes nao foram fixadas. Ou seja,

o @zlzk) =0(v,)0(v2) - 0(Upi) - (3.14)

Para comprovar a afirmagao acima, calculemos as cardinalidades das classes que
fixam uma rotagao 6; de um vértice v; de G (6, 12) . Estas sao obtidas do seguinte modo

#(G(6,12)) 21213131414

#(0,) = #(0:) = (0 T =414,
u (53) " (54) _ # (C;((Z)H)) _ 2!2!3:!3?!4!4! 13804,
4 @5) - (95) _ # (C;((S;)m)) _ 2!2!3;?!4!4! _ 3456,
Por outro lado, veja por exemplo, no célculo de # (91) , que
4 (91) _ # (G (6,12)) _ 212131314141 _ 2131314141,

o(vy) 2!
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onde 2!3!3!4!4! ¢ o produto do niimero de rotacoes distintas dos vértices nao fixos, o que
comprova a nossa afirmac¢ao acima.

No caso do conjunto quociente das partigdes de Mg 5 [Z35] que fixam duas rotacoes,
por exemplo, as rotacoes dos vértices v3 e v4, temos que:

—1,1 =21 =12 =22 —1,3 =23 —14 —24 —1,5 =25 —1,6 —2,6}
)

M374 [Z;] /53,4 = {‘93747 93747 93747 93,47 93,47 93,47 ‘93747 ‘93747 ‘93747 ‘93747 ‘93747 9374

—=k,h
onde ¢, = {N675 € Mg 5 [Zs] : Ny ~ Mg s € Mg fixam 0% de v; e 0" de 'Uj}. Uma vez
~ Sk L. .
que todos os pares de rotagoes Hf e Hj vém dos mesmos vértices vz e vy, € estes contribuem

sempre com ¢ (v4) e o (vs) rotagoes distintas, entdo os elementos de M 4 [Zg] /03,4 tém a
mesma cardinalidade, e portanto,

# (Mg s [Z7) /53,4) =o0(v3)o(vy) =2-6=12.

Com um raciocinio andlogo, concluimos que, no caso geral de um grafo G (p, q), temos
que:

# (M Z,) /5212274@) = 0(vi,) 0(viy) -+ 0(vi,) - (3.15)
Em particular, para duas rotagoes fixas de vértices de G (6,12), temos que

(

2:2=4,setouj=1e?2,
2:6=12, sei=1lou2ej =3 oud,

a0 A yv_ ) 6-6=36, seiouj=3oud,
# (Mo [Z6] /0:5) = o (vi) 0 (vy) = 2.24=148, sei=1ou2ej=>5oub,
6-24 =144, set =3 oud e j=>5o0ub,
24 -24 =576, seiou j =5 ou 6.

\

Portanto, temos particoes homogéneas que fixam duas rotagoes de vértices de G (6, 12)
com classes ?m composta de 4,12, 36,48, 144 e 576 elementos. A descri¢ao das particoes
homogéneas do grafo G (6,12) que fixam até trés rotagdes, € mostrada na Tabela 3.6.2.

Os simbolos A e V utilizados na Tabela 3.6.2, possuem os mesmos significados dos
simbolos "e"e "ou"utilizados na légica matematica. Dos comentarios e andlises da par-
ticao homogénea apresentados acima, podemos resumir os resultados através da seguinte

proposigao.

Proposigao 3.6.4 Se G (p,q) é um grafo com p vértices, o (v) é o nimero de rotagoes
distintas de v € G e V; € o conjuntos de vértices vy de G que tém rotagoes fixas, entdo
o numero de elementos da particao homogénea e de seus subconjuntos sao dados por

—k _
# (M (Z,) /«9?:1) =1l evy@o(vy) e #(0-1) = Hzigkvf(G)Q (vi) - (3.16)
Demonstragao. A demonstragao segue das andlises acima desta subsegao. ]

A Proposicao 3.6.4 apresenta um resultado geral que é verdadeiro para todo tipo de
grafo, porém, para as duas familias de grafos mais importantes dentro do contexto de
um sistema integrado de transmissao de dados (as modulagdes que estamos interssados
sao aquelas que apresentam padroes de um sistema integrado), os grafos completos K, e
os grafos completos biparticionados da forma K,, ,, e K,, ,,, sao verdadeiras as igualdades
das afirmacoes seguintes.
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Rotacoes Vértices N° particoes | N° elementos
Fixadas Fixos Homogéneas das classes
1Vv2 2 41472
1 3V4 6 13824
4V5 24 3456
1A2 4 20736
(IV2)A(3V4) 12 6912
9 3N4 36 2304
(1V2)A(5V6) 48 1728
(B3V4)A(5V6) 144 576
(5V6)A(5V6) 576 144
(IV2)A(LV2)A(1V2) 8 10368
(LV2)A(1V2)A(3V4) 24 3456
(IV2)A(BV4)A(BV4) 72 1152
(IV2)A(1V2)A(5V6) 96 864
3 BVAHANBVAABVA 216 384
(IV2)ABV4)A(BVE6) 288 288
(B3V4)ANBV4A)A(BVE) 864 96
(B3V4)A(BVE)A(BVE6) 3456 24
(5V6)A(BVE)A(BV6) 13824 6

Tabela 3.6.2: Partigdes homogéneas do grafo G(6,12) que fixam até 3 rotagoes

Corolario 3.6.5 As cardinalidades das particoes homogéneas e de suas classes para os
grafos K, K, e K, , sao dadas por:

i) SeM, [Z

entao

nl /0" .cv; € conjunto das matrizes de rotagoes que fizam k vértices de K,,

# (Mo 2] [Bcry ) = (=1 et (Fhcr,) = (=)™ "5 (3.17)

it) Se A e B sao os conjuntos de m e n vértices de K, € My, [Zimin] /Qﬁievf éo
conjunto das matrizes de rotacoes que fizam ki vértices de A e ko vértices de B do
grafo completo bipartido K, ,, entdo:

nh*,

((n— 1™ ((m — (3.18a)

((n—1))™ " ((m —

# (Mm+n [ m+n] /QU»LGVf) =

# (v, DY (5.180)

i1i) Se M, [Zan] / Hievf é o conjunto das matrizes de rotagoes que fivam k vértices do
grafo completo bipartido K, ,, entao:

# (Mo [Z2a]) [0 v, ) = (=1 e # (Thcr,) = (=1 (3.19)
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Demonstragao. Todas as afirmagoes sdo consequéncias das igualdades em (3.16) e
das observagoes seguintes: 7) segue do fato de que todos os vértices de K,, possuem grau
n; a afirmacao ii) é porque, em K, ,, os vértices em A tém grau n e os vértices de B
tém grau m; e iii) é a conseqlincia de que, em K, ,,, todos os vértices tém grau n. [ |

Uma vez que o objetivo ¢é classificar os mergulhos do grafo completo Ky 4, e os dados
importantes deste grafo ja podem ser obtidos através do Coroldrio 3.6.5 (7i7) , na Tabela
3.6.3, relacionamos o niimero de elementos de cada classe e o niimero de elementos de
cada particao de rotacoes fixas de vértices de Ky 4.

Rotagoes | N° particoes | N° elementos
Fixadas | Homogéneas das classes

0 1679616 1

1 279936 6

2 46 656 36

3 20736 216

4 1296 1296

5 216 7776

6 36 46 656

7 6 279936

8 1 1679616

Tabela 3.6.3: Partigdes homogéneas do grafo K(4,4) que fixam k rotagoes

Ap6s a implementacao do Algoritmo 2.8.1, usando as classes da particao homogénea
My 4 [Zs] / eieva tivemos a grata surpresa de contar com valiosas propriedades que pos-
sibilitaram obter as classes de mergulhos de K4 4 e, quem sabe, possa resolver o problema
da identificacao de grafos mais complexos como, por exemplos, os casos do grafo com-
pleto K e do grafo completo biparticionado K55, os grafos da vez na nossa lista de
prentencao. As discursoes que culminarao com um processo de identificacao das classes
de K, 4, a aplicagao deste processo e suas eventuais concequéncias sao os temas a serem
tratados na préxima secao.

3.7 Identificacao das Classes de Mergulhos

A principio, o nimero extremamente grande de matrizes de rotacoes do conjunto
My 4 [Zs], 1679616 matrizes de ordem 8 x 4, inviabilizava qualquer tentativa de iden-
tificacao, uma vez que as maquinas disponiveis nao conseguiam gerar as matrizes do
conjunto My 4 [Zs], entradas do Algoritmo 2.8.1, utilizando uma rotina em linguagem de
programacao C. Gerar subconjuntos pequenos era entao a saida para o problema. Mas
de forma aleatéria, sem ter uma relacao entre os elementos, de nada ajudaria a encon-
trar propriedades que simplificassem e ajudasse a resolver o problema da identificacao.
Entao, veio a idéia da particao. As particoes da Tabela 3.6.3, nos dao a idéia precisa do
nimero de elementos de cada particao e o nimero de partigoes que terfamos que gerar,
para identificar todos os mergulhos de K4 4. Entao resolvemos adotar uma estratégia de
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identificacao que resultou no método seguinte.

Meétodo 3.7.1 (Processo de Identificacao) As classes de mergulhos de K44 podem
ser identificadas através das sequintes etapas:

E1 Identifica-se um conjunto de rotagoes distintas para os vértices de Ky4.

E2 Gera-se, através de uma rotina de programacao, os conjuntos de todas as classes
{@-}f:l que fizam as rotagoes de k vértices de K.

ES3 Implementa-se idividualmente cada classe {@-}f:l de My 4[Z,) .

Ej} Faz-se uma busca em uma das classes para identificar todos os mergulhos distintos
de K474.

E5 Faz-se um nova pesquisa para identificar as classes de emaranhamentos distintos
de cada tipo de mergulho.

Comprovamos que o Método 3.7.1 mostrou-se muito eficiente na identificacao das
classes de mergulhos de K4 4. Os procedimentos da aplica¢ao do Processo de Identificacao
serao descritos com todos os detalhes a seguir.

3.7.1 Identificacao das classes K, 4

A etapa El é, talvez, a mais simples do Processo de Identificacao. Pelo Lema 3.6.3,
devemos identificar as o (v;) = (degv; — 1)! rotagoes distintas de Ky 4. Como degv; = 4,
para todo v; € V (K,4), entdao cada v; possui 6 rotagdes distintas. Considerando o
rotulamento fixo do grafo K, 4 da Figura 3.6.1, este conjunto ¢ dado por

A=(1,3,5,7),B=(1,3,7,5),C =(1,5,3,7) ,a = (7,5,3,1),b = (5,7,3,1) , ¢ = (7,3,5,1)
se ¢ ¢ um indice par do vértice v;, ou o conjunto de rotagoes
D =1(0,2,4,6), £ =(0,2,6,4),F =(0,4,2,6),d = (6,4,2,0),e = (4,6,2,0), f = (6,2,4,0) ,

se j ¢ um indice impar do vértice v; de Ky 4.

Na etapa E2 tivemos que decidir pelo tipo de particao homogénea. Como nao dis-
punhamos, a priori, de informagoes sobre algum tipo de propriedade, a decisao foi por
uma particao cujo nimero de classes fosse possivel de ser gerada pelo equipamento
disponivel (notebooks comuns). De imediato, descartamos as duas primeiras particoes,
pois terfamos que gerar cunjuntos de matrizes de My 4 [Zg] com 1679616 ou 279936
elementos. Em ambos os casos nao foi possivel gerar as matrizes de rotagoes de uma
classe com os equipamentos disponiveis. O primeiro caso que se conseguiu gerar foram os
elementos de uma classe que fixam duas rotagoes distintas. Quando é possivel gerar uma
das classes, as outras nao sao problemas porque, na particao homogénea, as complex-
idades de cédlculos de todas as classes sao iguais, pois possuem os mesmos nuimeros de
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elementos. Com isso geramos as 36 classes 5172 da particao homogeénea My 4 [Z,] / Hievf,
isto é

M4,4 [Zp] /91,2 = {yAD7 gBDu §CD7 §QD7 ébDu éch gAE7 gBE7 gCE7 9(1E7 ébEu §CE7 9AF7§BF7§CF7
Oar, Ovr, 0cr, O ad, 0a, 0cd, Oads Ovds Ocds O acs OBe, Oce, Bae, Oves Oce, Oar, Onr, Oc s, Oas.0br.0cr}

Na etapa E3 sao gerados os 36 arquivos contendo as matrizes de cada classe de
mergulhos de My 4 [Z,] /0: 2. Cada arquivo é implementado individualmente através do
Algorftmo 2.8.1 e gerados 36 arquivos contendo a descrigao algébrica de cada mergulho.
Mais precisamente, cada arquivo contém a rotacao, a particao e o conjunto de sequéncias
orbitais de cada uma das saidas das 56 656 matrizes do arquivo da classe. Por exemplo,
na classe 0ap de My 4[Z,] /012, a matriz

1357
0 2 4 6
1375
6 4 0 2

Mi=17 53
6 4 2 0
75 31
6 2 4 0 |

é um elemento de 0 4p porque as rotagoes de v; e vg s@o respectivamente A = (1,3,5,7)
e D = (0,2,4,6). Na implementacao do Algoritmo 2.8.1 a entrada M; retorna: 1) a
rotacdo ADBdaeaf de K44 correspondente a My; 2) a sequéncia 16 16 a qual corresponde
a um mergulho de K, 4 composto por 2 regioes de 16 lados, isto ¢, um mergulho da forma
Ky4 — 2 = 2Rq6; e as seqiiéncais 1032745214701236 e 3056341672507654
correspondentes as sequéncias orbitais que definem as fronteiras das duas regices Rg.
Obtidos os 36 arquivos contendo a descricao dos mergulhos de K 4, partimos para a
etapa E4, que consiste em identificar e fazer a contagem de todas as classes de mergulhos.
Antes, porém, utilizamos as férmulas (2.6) e (2.7) para obter:
1) Os géneros minimo e méximo de Ky 4

v (Kya) =1 e vy (Kya) =4

2) Utilizamos o Teorema 2.3.4 para obter o conjunto das superficies dos mergulhos de
Ky

M4,4 - {T7 2T7 3T7 4T} ;
3) As férmulas de Eiiler (2.4) e da caracteristica da superficie orientada (2.5) para obter
o mimero de regioes de cada mergulho:

K474 — T = UZ-Slea“ K474 — 2T = U?:lRaﬂ
Kyy — 3T =U._ R, e K44 — 4T =U_,R,,;
e, finalmente, como os regioes R,, de K44 — €) possuem 32 lados com «o; = 4 + 2k, k =

0,1,2,---, deduzimos entdo que as parti¢oes dos mergulhos de K4 de cada superficie
de My 4 s6 pode ser as particoes com [ regioes, Rg, relacionadas na Tabela 3.7.1.
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Classes do toro | Classes do bitoro Classes do tritoro Classes do 4-toro
Rs |#| R | # | R [ # | B | # ]| B | #
Rysaaaaaa|3 |Raaaaain| 112 Ryga20 | 2096| Ruggio | 384| Ryog 11984
Rysaapio| 288| Raaeis | 2016| Ragio10 |1408| R 3840
Risaass 150 | Raag16 | 2448 | Re66,14 96| Rgoa 2872
Ris4663 112 Rya014 | 2208| Reps12 | 544| Rip2o 4320
Ri46666 32| Raaj212| 1016| Reg1010| 144 Ri220 3136
Ry66,16 832 | Reg8,10 0| Rias 2272
Ryg814 864 | Rggss 39| Riei6 1840
Ryg10,12| 1600
Subtotal | 3 | Subtotal 694 | Subtotal | 13080 [ Subtotal | 2615 | Subtotal | 30 264

Tabela 3.7.1: Cardinalidades das partigoes das classes de mergulhos de K4 4

Observe que a particao homogénea que fixam as rotagoes dos vértices v; e vy é a
particdo de My 4 [Z,] dada por

M474 [Zp] /0172 = {EADaaBDa aC'D)ECLDaEI)DaacDaaAEaaBEaaoEaaaEanga EcEa §AF7§BF7§CF7
eaFu 91)F7 96F7 9Ad7 eBdu 90d7 Hadv 9bd7 90d7 9A67 9367 9067 (9(167 91)67 9067 eAfu erv 90f7 9&f7(9bf790f}'

Efetuamos entao uma busca em cada um dos 36 arquivos de saida do Algoritmo
2.8.1, utilizando a fungao <replace> existente em todo editor de texto, neste caso foi
usado o Scientific WorkPlace, a qual retorna o mimero de substituigoes, tivemos a grata
surpresa de que todas as particoes dos mergulhos, vindas dos 36 arquivos das saidas das
classes da partigdo homogénea My 4 [Z,] /61 2, tinham o mesmo nimero elementos, como
mostram os resultados da busca relacionados na Tabela 3.7.1.

Da soma dos subtotais da Tabela 3.7.1 de mergulhos da classe 04 p da parti¢io ho-
mogénea My 4 [Z,] /612, deduzimos que todos os 45 656 mergulhos de §A7 g foram identi-
ficados. Verificamos ainda que todas as demais classes de My 4 [Z,)] /61 2 possuem sempre
os mesmos numeros de classes de mergulhos.

O primeiro problema nao trivial de identificagao foi o caso das classes de mergulhos
de K5 [24], de complexidade inferior, pois s6 tem 7 776 mergulhos, quando comparado
com 1679616 mergulhos de K44. Em termos de nimero de classes de mergulhos, K4
é o grafo da familia dos grafos completos que mais se aproxima de K44 em termos de
nimero de classes de mergulhos, conforme mostra a comparacao de classes de partigoes
de mergulhos por superficies da Tabela 3.7.2. As letras P e E utilizadas na linha Classes
da Tabela 3.7.2 indicam respectivamente os nimeros de classes possiveis e existentes em
cada superficie da coluna ).

Observe, nos dados apresentados na Tabela 3.7.2, que apesar do nimero de rotagoes
K5 (7776) ser muito menor do que o de K4 (1679616), a diferenca entre partigoes é
de 4 possiveis e de 6 existentes. Isto mostra que a tendéncia de um grafo completo K,
¢ ter mais particoes do que a do grafo completo bipartido K, ,. Isto se deve ao fato de
que K, possui um nimero maior de lados quando comparado com K,,, em situagoes
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Toro Bitoro Tritoro 4-Toro Totais Nao
Classes ™5 T TP [ E | P | BE | P|E| P | E | Existentes
K; 75w ][] 1 [ 1[o]o]2a]oa2 3
Kyo | 1| 1|5 | 5 | 15| 14| 7| 7]2]e2r 1

Tabela 3.7.2: Particoes possiveis (P) e existentes (E) de mergulhos de K5 e Ky 4

aproximadas de nimeros de vértices.

Observamos ainda que, enquanto no grafo completo, a probabilidade de nao existir
uma partigao ¢ maior no mergulho minimo, nos mergulhos de K,, ,,, a nao existéncia da
particao ocorre em um mergulho na superficie préxima do mergulho méximo. Esta é
uma conclusao vinda dos mergulos de K5 e K44, os primeiros mergulhos das respectivas
familias de grafos, nas quais foram identificadas a nao existéncia de partigoes. Até agora,
nada sabemos das classes de mergulhos dos grafos dessas familias com pardmetros de
vértices superiores aos dos grafos K5 e Ky 4.

Concluimos também da Tabela 3.7.2, que o nimero de incidéncia das particoes pos-
sfveis ¢ maior nos grafos completos bipartidos, somente a particao Rg g g 10 nao é possivel
de ser realizada em um mergulho orientado de 2-células de K44. J4 o grafo completo
K5, com um nimero menor de particoes possiveis, 4 particoes a menos, apresenta um
nimero trés vezes maior de particoes nao realizdveis em mergulhos de K3, sao as par-
ticoes R33356 € [i34445 do toro e Rg 77 do bitoro.

3.8 Propridades das classes de mergulhos de K, 4

Em termos de mergulhos, descreveremos, através de resultados matemadticos, as
classes de mergulhos orientados de K4 4. Usaremos, é claro, os dados relacionadas na
Tabela 3.7.1 obtidas da implementacao do Algoritmo 2.8.1. Além disso, um invariante
importante identificador da classe de mergulho é o estado de emaranhamento de suas
regices. As combinacoes destes determinam as possiveis categorias de mergulhos. Com
relacao aos emaranhados Rg e Rjp de mergulhos de K, 4 mostraremos que os unicos
emaranhados existentes sao do tipo relacionados nas préximas afirmagoes.

Proposicao 3.8.1 Se Rg é uma regiao do mergulho de 2-células orientado de K4,
entao Rg é um emaranhado pontual de grau 0, 1 ou 2.

Demonstragao. De fato, usando a Proposi¢ao 3.2.3, nao é dificil concluir que uma
regiao Rg de K44 — ¢7', a menos de rotulamento, sé pode assumir uma das formas

Rg = (01234567), R3 = (10325076) e R3 = (07652745), (3.20)
consequentemente, quanto aos graus de emaranhamentos concluimos que

0, se Rg é do tipo R},
w(Rg) = { 1, se Rg ¢ do tipo R,
2, se Rg é do tipo R3.
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De fato, suponha que o conjunto de vértices de K44 sejam A = {a,b,c,d} e B =
{i,7,k,h}. Como as sequéncias orbitais de mergulhos de K44 nao possuem dois vértices
consecutivos, nem de A nem de B, um emaranhado Rg de grau zero s6 poderd ter todos
os rétulos distintos, por exemplo, assumir a forma

Ry = (aibjckdh) .

Por outro lado, considerando a condigao da Proposicao 3.2.3, um emaranhado pontual
de grau 1, com intersecao no vértice a, s6 pode assumir, a menos de rotulamento, a tinica
forma

RZ = (aibjakch) .

Veja que a estd sempre separado por tres elementos da sequéncia. No caso de um
emaranhado pontual de grau 2, com intersecoes nos vértices a e b, este assume, a menos
de rotulamento, a tnica forma

R} = (aibjakbc)

e, novamente, observe que a e b estao separados por trés elementos da sequéncia. Final-
mente, ¢ impossivel compor um emaranhado pontual Ri de grau 3, pois, caso contrario
terfamos,

Rg = (aibjaibk)

entdo, Ry = (aibjaibk) seria um emaranhado mixto com w (Rg) = 1 = o (RE) de um
mergulho nao orientavel, o que é um absurdo. Também nao pode existir um emaranhado
linear de grau um, pois, caso contrario, este seria necessariamente da forma,

Rg = (aibjaick),

e portanto, Rg é uma regiao de um mergulho nao orientével, o que seria uma contradigao,
jé que estamos analisando os mergulhos orientéveis. Portanto, estd provada a afirmacao
da proposicao. [

Proposicao 3.8.2 Se Ry é uma regiao do mergulho de 2-células orientado de K4,
entao Ry é um emaranhado linear de grau 1, ou Ry é um emaranhado pontual de grau
2, ou emaranhado mixto (pontual e linear) ambos de grau 1, ou é um emaranhado linear
de grau 2.

Demonstracao. Segue da Proposicao 3.2.3, que toda regiao de K4 4 — ¢7T', a menos
de rotulamento, s6 assume uma das formas

R}, = (0567214763, R2, = (0123476527),

R}, = (0741672145) e R{, = (0543674563) (3.21)
ou seja,
w (RIO) - O (§] O'(Rlo) = 1, Se Rw é dO JGlpO R%O’
w (RIO) =2e0 (RIO) = O, Se Rw é do JGlpO R%O’
@ (Riw) =1 e (Ry) =1, se Ry & do tipo R3,,
@ (Ryp) =0 e o (Ryy) =2, se Ry é do tipo Ri,.
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Com efeito, considerando os mesmos rotulamentos de vértices utilizados na demonstragao
da Proposicao 3.8.1, e por existirem somente 8 rétulos distintos, uma regiao Ry de um
mergulho de K44 deve possuir, pelo menos, intersecao em dois de seus vértices; logo,
usando o fato de ser um mergulho orientado de K44 e a condicao da Proposigao 3.8.1,
concluimos que R, a menos de mudanca de rotulamento, é sempre um emaranhado:
1) linear de grau 1 da forma

R}, = (aibjckbidh) ,

onde (v;, ) € o lado duplo;
2) pontual de grau 2 das formas

R3, = (aibjckdhbk) ou (aibhckdhbj),

onde vy, e vy sao os vértices duplos da primeira sequéncia, e vy, e v, sao os vértices duplos
da segunda;
3) misto de grau 2 da forma
R}, = (aibjcidjbk)
onde v; é um vértice duplo e (v, v;) € o lado duplo da regido;
4) linear de grau 2 da forma
R}, = (aibjckbicj),
onde (v;,b) e (v;,v.) sao os dois lados duplos da regiao.
Toda tentativa de gerar um outo tipo de emaranhado resultou numa contradicao, encer-
rando a demonstracao. [

Os sete tipos de sequénicias orbitais em (3.20) e (3.21), nas demonstracoes das
Proposigoes 3.8.1 e 3.8.2, foram obtidos apds exaurirem todas as possibilidades de con-
strugoes de sequéncias que obdecem a condi¢ao da Proposicao 3.2.3. Um problema
bastante complexo surgido desse processo, a o mapeamento e definicao precisa dessas
regioes no modelo espacial da superficie. Este problema pode ser resolvido, obtendo-se
um 2-células correspondente a regiao, sobre uma superficie orientada, e identificando-se
a topologia do bordo da regiao. A identificacao topolégica de um emaranhado consiste
em construir o modelo da regiao sobre a superficie, verificar que esta é uma 2-células e
estabelecer a classe de homologia da fronteira da regido. E possivel fazer este tipo de
identificacao? Para alguns casos, sim; porém, quando o grau e o tipo de emaranhado
comecam a assumir valores maiores, a complexidade do problema é muito grande.

Quanto 4 identificacao da topologia, esta é possivel para os emaranhado de graus
muito pequenos. E um problema que néo foi trabalhado a nivel de emaranhados de
graus maiores. No entanto, ja podemos afirmar que os emaranhados de grau 0, 1 e 2
podem ser identificados topologicamente. Os de graus zero e um foram identificados
em [24], como também a topologia de um emaranhado misto nao trivial, através de um
processo de descomplexificacio da regido sobre o modelo planar do mergulho. E uma
técnica que pode ser aplicada.

Apenas para mostrar que este tipo de identificacao topolégica é possivel, o préoximo
resultado identifica a classe de homologia dos emaranhados Rg de mergulhos orientados
do grafo completo K,, ,,. Neste processo, o simbolo = sera utilizado com o significado de
1somorfo.
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Teorema 3.8.3 Seja 0 (Rs) a fronteira da regidgo octogonal de um mergulho orientado
de um grafo completo bipartido. Entao a classe de homologia de O (Rg) é dada por:

{0}, se w(Rg) =0,
H(@ (RS)) = Z, Se W (Rg) = ].,
72, se w (Rg) = 2.

Demonstragao. De fato, para cada caso de emaranhado, a regiao Rg é um 2-
células e a sequéncia orbital que define a fronteira 0 (Rs) deve satisfazer a Proposigao
3.2.3. Topologicamente, os tinicos modos de obter regides de 2-células com fronteiras
que satisfazem a Proposicao 3.2.3, sao como os modelos de regioes octogonais ilustrados
na Figura 3.8.1.

a) Ri=(01234567) b) R2=(03255761) c) Ri=(67455761) d) U3=(76505270)

Figura 3.8.1: Topologia dos emaranhados g de K,

Todas as regioes destacadas na Figura 3.8.1 sao de 2-células, possuem 8 lados e, com
excecao de US = (7,6,5,0,5,2,7,0) em d), suas fronteiras satisfazem as condigoes da
Proposigao 3.2.3. Portanto, sao regides vindas de um mergulho de 2-células de um grafo
K., exceto, & 6bvio, a regiao US. E fécil ver que a fronteira de R} em a) ¢ homotdpica a
um ponto; logo, H (0 (RE)) = {0}. Em b), 9 (R2) é homotdpico a um circulo, e portanto
H (0 (R2)) = Z. Finalmente, em c), constatamos que d (RZ) ¢ homotépico a um oito
(dois circulos), e portanto H (0 (R3)) = Z?, onde Z? é a soma direta Z & Z. u

Apesar da regiao U = (7,6,7,0,5,2,7,0) ser um mergulho de 2-células orientado
de um 8-lados, ela nao pode sequer ser uma regiao de um mergulho orientado do grafo
completo K,,, uma vez que a seqiiéncia orbital desta teria que possuir trés termos con-
secutivos distintos [24]. Observe que US contém a subsequéncia - -+ ,5,0,5, - .

Sugerimos como proposta para futuros trabalhos identificar a topologia das regioces
de mergulhos do grafo completo K,, e do grafo completo bipartido K, .

3.9 Prova da Nao Existéncia da Particao Rsg5s 10

Uma inspegao nos 36 arquivos de saida do Algoritmo 2.8.1, mostra que R g5 10 de 3T
¢ 4 unica parti¢ao nao existente em mergulhos orientados de 2-células de K4 4. Do ponto
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de vista da matematica, é possivel provar que R g5 10 nao ¢ um mergulho orientado de
K447 A resposta é sim e veremos que hd meios, embora engenhosos, de provar a nao
existencia de um mergulho, mesmo sabendo que a sua particao atende as condicoes da
caracteristica de Eiiler da superficie.

Lema 3.9.1 A particao Regs10 de 3T € a tinica que nao existe em mergulhos orientados
de 2-células de Ky 4.

Demonstracao. Suponha que exista um mergulho de K4 4 sobre uma superficie ori-
entada {2 contendo as regioes Rg e Ryo. Estas regioes s6 podem ser dos tipos relacionados
nas Proposigoes 3.8.1 e 3.8.2. Devemos mostrar entao que todas as 12 combinagoes pos-
siveis de regides Rg em (3.20) e Ryg em (3.21) nao podem fazer parte de um mergulo da
forma Rggs10. Observe que (10325436) e (0123476527) sdo emaranhados do tipo R3 e
R2,. Usando o procedimento inverso do Algoritmo 2.8.1, para construir a rotagao parcial
ORs.,, que contém as regioes Rg e Ry, a partir de suas respectivas sequéncias orbitais

(10325436) e (0123476527) , temos que:
01 3 T 0l13 77 0713577
116 0 1160 2 116024
2 |3 5 2 135 71 2 135 71
31024 6 31024 6 31024 6

=4 |5 3 ' Os0=y | 5 3 7 0=, 15371
5 |2 4 5 124 6 512 40 6
6 |31 6 13175 613175
7| | 714620 714620

Neste caso, o sistema de rotagoes de K44 s6 poderd assumir a forma © acima. Pelo Al-
goritmo 2.8.1, as sequéncias orbitais do mergulho de K4 4 munido so sistema de rotagoes
O:

e = {(3056), (10325436) , (0123476527) , (5074167214)} , (3.22)

e portanto, um mergulho da forma Ky 4 (©1) <= 3T = Ry 10,10, com particdo diferente de
R 8.810. Com procedimentos andlogos, mostramos, no Apéndice A, que os demais casos
de combinagoes de regides Rs e Rjp em (3.20) e (3.21), na composicao de sistemas de
rotagoes parciais de K44, quando completados, produzem sempre mergulhos distintos
de Rggs10. Consequentemente, nao existem mergulhos orientados de K,4 da forma
Re 8,8,10- u

Concluida a demonstracao do Lema 3.9.1, observamos que, das doze combinagoes
possiveis dos tipos de regides Rg e Ry, relacionadas em (3.20) e (3.21), somente as oito
combinagoes seguintes

R Rio, Ry o, Ry R, RgRig, R§Rig, BgRig, R Ry e R Ry, (3.23)

podem fazer parte da classe de particoes 64p. Na demonstracio do Lema 3.9.1 basta
verificar a condicao para pares de sequéncias orbitais representantes dos tipos de com-
binagbes em (3.23) . E os emaranhados que contém as regioes do tipo

Ré]iR}m RéRi’Oa Rz]%Rilo € RgR}m (3.24)
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existiriam? Se existem, como identificd-los?

Antes de resolvermos esta questao é importante saber que uma escolha de repre-
sentantes para os emaranhados que contém os tipos de regides relacionados em (3.23) ,
identificados na classe 6 4p, consta dos seguintes pares

Ry = (10325476) e R2, = (0123416527), R: = (01234527) e R}, = (0567214763),
RZ = (10325436) e R3, = (0123476527), Rz = (01236527) e R3, = (1032543056),
RZ = (10325076) e R{, = (0563416543) , R = (05432563) e R2, = (0123674527),
R} = (07652745) e R3, = (1032543056) , R = (01230527) e Ri, = (0765416745).

Estes pares foram obtidos através de uma busca em um dos arquivos de saida do Algo-
ritmo 2.8.1, a classe 64p que fixa as rotacoes A e D dos veértices vy e v;. Nesta inspecao
o objetivo foi identificar o maior nimero possivel de emaranhados distintos. A Tabela
3.9.1 contém esta relagao juntamente com a classificagao de cada emaranhado.

Os casos de emaranhados nao encontrados na inspecao da classe #4p, estariam na
parte nao inspecionada (sdo 1408 conjuntos de sequéncia orbitais contidas em um con-
junto de 56 656) de 04p? Estaria em outra classe diferente de 6,4p? Ou nao existiriam
de fato? Como o processo de inspes¢ao é muito lento e cansativo, ja que o mesmo
requer concentracao extrema para identificacao dos graus de emaranhados, tais inter-
rogacoes requerem uma inspecao completa nos elementos conjunto 84p, e métodos que
provem que duas classes distintas de My 4 [Zs] /61 2 possuem, além dos mesmos nimero
de tipo de merguhos, também os mesmos tipos de emaranhados. No entanto, todos os
casos de combinagoes em (3.23) foram testados (veja Apéndice A), de modo andlogo a
demonstracao do Lema 3.9.1, e todos deram resultados idénticos.

O que se pode fazer no sentido de mostrar que sé existem os oito tipos de combinagcoes
possiveis em (3.23) é provar que os quatros pares de sequéncia em (3.24) existem, e as
suas classes podem ser identificadas. E o que faremos em seguida.
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€t|

|Ra ” AEAECgaf| w | 0‘5‘7331' ORil|€Ri et” R, ”AEAEbgC’f‘ w‘ o ‘5‘7331' ORil|€Ri
R} 0563 olojoj 0 ]0]|o0]|5(R} 0563 0| 0 |00 |0|oO]/4
RZ| 10325436 |13|0(3| 1 | 0|1 RZ| 10325476 | 0| 0 (3| 0 |0 |0
R3,|| 0123476527 [127[ 0 |3| 2 | 0 | 2 | || R3,|l 0123416527 [1'2] 0 (3] 2 | 0 | 2
Riy|| 0741672145 | 17 [14(3| 1 | 1 | 2 R, |l 0743672145 |17 0 [3| 2 | 0 | 2
|Ra”AEAFCLng|w|U‘é‘wRi‘0R1|€Ri‘€t||Ra” AEAFagce‘w o ‘5‘wRi‘0Ri|€Ri‘€t|
R} 1634 0olojoj 0o]0]|o0|6[RL 1472 0| 0 oo |o0]|0]5
R2| 07652745 [157| 03] 2 | 0 | 2 R2| 01236527 |12] 0 |3] 1 |0 |1
R3[| 1032543056 |15 03[3] 1 | 1 | 2| [ R3,|l 1032543056 | 1°| 03 |3| 1 | 1 | 2
Riy|l 0123672147 |17 |12{3] 1 | 1 | 2 | | Riy| 0763416745 | 17| 76 (3| 1 | 1 | 2
|Ra”AEAGCLGC€|w|O"5‘wRi‘0Ri|ERi‘€t”Ra”AEAGBFCLE‘w o ‘5‘@Ri‘O’Ri|ERi‘Et|
R} 1472 olofo] 0 |0]|o0]|6|R] 1036 0| 0 [ojo]0]o0]l6
RZ| 05432563 (135 0(3| 2 | 0 | 2| |[RZ| 01230527 [192| 0 (3] 2 | 0 |2
R3, | 1034165076 [1°[16[3] 1 | 1 | 2 | [ R3,|l 0765416745 | 0 |[76,54|3| 0 | 2 | 2
Riy|l 0123674527 [127| 03] 2 | O | 2 | | Rip| 1432563472 | 12| 34 (3| 1 | 1 | 2
|Ra ” AEAFEcebf | w | 0‘5‘w3¢‘0R¢|eRi‘et” R, ”AEAFaeC'e‘ w| o ‘5‘@31‘0’Ri|63i‘6t|
R} 1654 0lojo] 0 |0]|o0|4|R} 1472 0| 0 |ofo|0]|0]5
RZ| 01234527 |[12]0(3| 1 |0 |1 RZ| 10325076 |1°| 0 (3| 1 |0 |1
R3, || 1032507436 [193[ 0 (3| 2 | 0 | 2 | || R3,|l 0123674527 [127| 0 (3| 2 | 0 | 2
R‘{‘O 0567214763 | 0 [76(3| O | 1 |1 R‘l"o 0563416543 | 0 |56,34|3] 0 | 2 | 2

Tabela 3.9.1: Emaranhados distintos da classe 1245 10,10

Teorema 3.9.2 FExistem emaranhados de K44 com regides do tipo R R, R R3,, R{R1,
e R3R}, dada pelas condigoes em (3.20) e (3.21).

Demonstracao. Suponha que exista um mergulho de K44 com uma regiao do tipo
R}, = (0567214763) , entao o sistema de rotagao parcial de K44 ¢ da forma

@Rl -

10

N O Ol Wi+~ O

DD OUTO = O I bW

N3O O~ &= Ot

4

(3.25)

Preenchendo a matriz © R!, €m (3.25) , com todas as possibilidades possiveis de rotagoes
de K44 munido do rotulamento fixado na Figura 3.6.1, concluimos que as subsequénicias
da rotacao de cada vértice v; de K44, que podem contribuirem para a formacao de um
emaranhado R} de grau zero, deve ter necessariamente uma das formas das subsequéncias
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dos seguintes de vértices

51,17,73,57,71,13
40, 06, 62, 46, 60, 02
13,35,57, 15, 53,37
02, 24, 46, 04, 42, 26
73,35,51, 75, 53, 31
62, 24, 40, 64, 42, 20
31,15

20, 04.

N O Ot s W NN~ O

Suponha entdo que o emaranhado seja da forma R = (501---); logo, pelo Algoritmo
2.8.1, todas as possibilidades para Ry = (501---) sao dadas pelo seguinte diagrama de

arvore

6 — 5
5
4
1

5 —0—1 3
1t

2
5%

Pelo diagrama acima, o conjunto das possibilidades de sequéncias de mergulhos de Ky 4
contendo a regiao R}, e a subsequéncia 501 sdo dadas por

(50165 - - ), (5012345 ---), (5012341 - - ), (5012361 - --), (50125 - - - ) . (3.26)

Observe que todas as seqiiéncias em (3.26) satisfazem a condigdo da Proposi¢ao 3.2.3,
portanto podem ser, dependendo de seu comprimento, sequéncias de um mergulho
de Ky4, porém, se estabelecermos que todas devem ter comprimento 8, a sequénica
(5012345 - - - ) nao poderia ser um mergulho de K4, e nem poderia ser do tipo Ri. As
demais sequéncias, apesar de poderem tornar-se uma sequéncia de comprimento 8 de um
meruglho de Ky 4, nao seriam do tipo R}, teriam que ter necessariamente comprimentos
maior que 8.
Concluimos, portanto, que nao existem emaranhados Rg de grau zero que contém a
subsequéncia 501 e a regiao Rj,. Mas contendo a subseqtiencia 107, existiria, nestas
condicdes, um emaranhado Rg de grau zero? E o que veremos a seguir.

O diagrama de arvore seguinte contém todas as probabilidades de existéncias de
sequéncias de mergulhos de K44 contendo R}, e a subsequéncia 107.

H
=)
-3
S

ot
-
N O
-
GUREEN|
=N
DOk O

i
L
rlj
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O conjunto de sequéncia orbitais resultante do diagrama de drvore acima é dado portanto
por
(107450 - - - ), (1074527 - - - ), (10745234) , (10745236) ,

3.27
(1074361 - - - ), (10743254) , (10743250) , (1074327 - - -) . (3:27)

Analisando as sequéncias de (3.27) , vemos que todas atendem a condi¢ao da Proposigao
3.2.3, portanto sao sequéncias de mergulhos de K44, porém, quando se trata de se-
quéncias de comprimento 8, (1074361---) é a unica que nao faz parte de um mer-
gulho de Ky 4. Além disso, podemos ver que as sequéncias (107450 - --), (1074527 ---)
e (1074327 - - ) sao todas de mergulhos de K44, no entanto, sdo todas correspondentes
a emaranhados pontuais de grau diferente de zero. As regioes do tipo Rg definidas
pelas sequéncias (10745234) , (10743254) e (10743250) sao todas emaranhados pontuais
de grau 1. Contudo, a sequéncia (10745236) é a que estdvamos procurando, é a tnica
que atende a condigao do tipo de R}, isto ¢, correspondente a um emaranhado de grau
zero. Neste caso, os sistema de rotagoes parciais contendo as regices Ry = (10745236) e
R}, = (0567214763) correspondem a uma tnica rotagao de K44, como mostra a seguinte
implicagao:

0 3 5 1 7 3 51 7
1 24 6 0 2 4 6 0
2 7 1 5 3 7 1 5 3
3 6 0 2 6 0 4 2
Orirl, = 4 | 4 75 = Oriny, = | 75 3
5 0 6 4 2 0 6 4 2
6 5 7 3 1 5 7 3 1
71620 4] 620 4

Consequentemente, o conjunto das seqtiencias orbitais do mergulho é dado por
I' = {(0567214763) , (10745236) , (5012) , (7034165432) }

e portanto é um mergulho da forma K, 4(©) — 37 = Ryg10.10. Podemos identificar,
entao, o sistema de rotacgoes deste mergulho, o qual é dado por ©® = ¢DC Fadbe, conse-
quentemente, um mergulho da classe 0.p da particdo My 4 [Zg] /01 2, diferente da classe
Oap. A conclusio é portanto: o grafo K44 contém mergulhos com regiao do tipo Ré e
R}O, embora esta nao esteja na classe ap.

De modo anélogo, serd mostrado no Apéndice B, que todas as combinagoes possiveis
de regices R} e Rj,, relacionadas neste teorema, existem. |

Uma conclusao muito importante que se tira do Teorema 3.9.2, é que existe uma
particao homogénea do conjunto dos sistemas de rotacoes do grafo completo bipartido
K, n, em classes que fixam as rotagoes de k vértices de K,,,, cada classe de rotacoes
contém todas as classes de mergulhos de K, ,,, e cada classe de mergulhos tem o mesmo
nimero de elementos em todas as classes de rotagoes. No entanto, uma classe de rotacoes
pode nao conter todos os tipos de emaranhados. Estes encontram-se em classes de
particoes distintas.
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Conjectura 3.9.3 Eziste uma particio homogénea Ky, n [Zmyn) /0i.. iy, com'k > 1, tal
que cada 0;, ... ;, contém todas as classes de mergulhos de K, ,, e cada classe de mergulho
contém o mesmo niumero de elementos em todas as classes da particao.

A afirmacao é consequéncia dos resultados estabelecidos nas Secoes 3.6 e 3.7. Ve-
rificamos que o resultado da Comjectura 3.9.3 também é vélido para o caso do grafo
completo.

Uma indagacao de bastante interesse é: todas as combinacoes possiveis de emara-
nhados existiriam nos mergulhos de K447 Para o caso de duas regioes, esta afirmacao
mostrou-se verdadeira. E para os casos de mais de 2 regioes? S6 uma andlise mais
profunda dos emaranhado de K, 4 pode elucidar esta divida.

Ao conseguirmos concluir a demonstracao do Lema 3.9.1, a sensacao foi ter obtido
ferramentas de grande utilidade para o desenvolvimento da teoria de mergulhos de grafos.
Sao informagoes que podem ser usadas no problema da construcao dos modelos topologi-
cos do mergulhos, no problema da identificagao dos casos complexos, como por exemplos,
os casos de mergulhos do grafo completo Kg6 e do grafo completo bipartido K 5.

Provada a nao existéncia de mergulhos de K,4 da forma Rggg 19, podemos entao
classificar as classes de mergulhos através do seguinte teorema.

Teorema 3.9.4 (Teorema da Classificagao) Os mergulhos orientados de Ky 4 encon-
tram-se sobre o conjunto de superficies T,2T,3T e 4T, distribuidas em 27 particoes,
sendo: 1 deT, 5 de 2T, 14 de 3T e 7 de 4T. Mais exatamente, as parti¢oes:

T = {Ryss44444},
2T = {Rysaa412, Raaa4610, Raaass8s, Raaa6es Ra46666)
3T = {Ruaa20, Raae18, Raasie, Raa1014, Raan212, Raee16, Raes14,

Ra 610,12, Ra8812, Ra81010, R6.6,6,14, R6.6,812, 661010, Rs888}
AT = {Russ, R 26, Rs 24, R10,22, R12,20, R14,18, Ri6.16} -

Demonstracao. De fato, pelas igualdades (2.6) e (2.7) os mergulhos minimo e
mdximo de K, 4 encontram-se em superficies de géneros

vV (Kaa) =1 e vy (Kaa) =4
Pelo Teorema 2.3.4, os mergulhos de K44 encontram-se no conjunto das superficies
Myq ={T,27,37,4T} .

Das férmulas de Eiiler (2.4) e da caracteristica da superficie orientada (2.5) as partigdes
K, 4 sobre estas superficies sao das formas

T=U_,R,, 2T =U_|R,., 3T =U{ | R,,, 4T = U2 |R,,.

Como as regioes dos mergulhos Ky 4 totalizam 32 lados, é facil comprovar que as particoes
possiveis de K44 sao como as relacionadas na Tabela 3.7.1. Pelo Lema 3.9.1, a particao
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Rg 3510 de 3T é 4 tinica que nao existe em mergulhos orientados de 2-células de K44, 0
que mostra o teorema. [ |

Na verdade, a demostracao do Teorema da Classificagao abrange quase todo o con-
tetido do Capitulo 3. Este teorema é a sintese de todos os resultados deste capitulo e
tem uma grande importancia para os nossos objetivos. A nosssa intencao em futuros
trabalhos é obter teoremas semelhantes de classificacao do grafo completo K4 e do grafo
completo biparticionado K5 5. Acreditamos que é muito dificil identificar os mergulhos
de grafos destas duas familias com nimero de vértices superiores a estes dois grafos.

Proposicao 3.9.5 Se Eah...ak (Q) é o congunto das classes de mergulhos de Ky4 que
possuem regioes R, - , Ry, , entdo, o nimero de elementos de R, ..., (£2) é dado pela
Tabela 3.9.2.

Demonstragao. Como todas as 36 partigdes contém os mesmos tipos de classes com
o mesmo numero de elementos, basta multiplicar cada candinalidade de classe na Tabela
3.7.1 por 36, para obter a cardinalidade de cada classe de mergulhos, como mostram os

dados relacionados na Tabela 3.9.2. ]
Classes do toro Classe bitoro Classe tritoro Classe 4-toro
Ry # Re # Ry # Ry # Ry #

Rasaa4444[108|Raaa4412| 4032| Ryaa20| 75456| Ragsgio [13824| Ry0s | 431424
Rus44610[10368| Raa618| 72576 Rys1010|00688| Rea6 | 138240
Rusaass | 5400| Ryssrs| 88128| Rogors | 3456| Reos | 103392
Rusasss | 4032| Rasrone] 79488| Rogsio |19584| Rioas| 155520
Russsss | 1152| Raesions| 36576|Resio010| 5184| Rizao| 112896
Ryg6,16 | 29952| Regg,10 0| Ria18| 81792
Russaa | 31104| Regss | 1404| Rigis| 66240
Ryg1012| 57600
Subtotais | 108 24984 470 880 94 140 1089 504

Tabela 3.9.2: Cardinalidades das classes de mergulhos de K, 4

Observe que o nimero de mergulhos de K4 4, existentes nas classes de uma superficie,
aumenta significativamente com a variacao do género da superficie. Veja que sao 108
mergulhos sobre 7', 24 984 mergulhos sobre 27', 565 020 mergulhos sobre 37" e 1679616
mergulhos sobre 47T. Quanto ao nimero de particoes ou classes de mergulhos existentes
em cada superficie, hd um aumento acentuado de classes & medida que o género aumenta,
a partir do toro, atingindo o valor médximo na familia do 37, e hd uma queda do mimero
de classe na familia de 47", como mostra o gréfico ilustrado na Figura 3.9.1.
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Figura 3.9.1: Gréfico em barras da cardinalidade das classes de mergulhos de K4 4

Com o processo de identificacao das classes de mergulhos de K44 exposto acima,
colhemos muitas informagoes importantes em relacao a complexidade do problema, exis-
téncia de modulacoes particulares de grande interesse para as nossas futuras aplicagoes
e, principalmente, sobre as propriedades, técnicas e métodos relevantes que serao os
grandes aliados no trato dos casos mais complexos de identicacao de clases de mergulhos
de grafos.

Para sermos mais precisos, estamos colhendo subsidos para usar no processo de iden-
tificacao dos dois préximos casos de grafos de complexidades superiores, o grafo completo
Kg e o grafo completo bipartido Kj 5, sendo este dltimo o de maior complexidade.

3.10 Classes de Mergulhos Particulares de K, ,

O estudo realizado nas Segoes 3.7 e 3.8, sobre as proriedades dos mergulhos do
grafo Ky 4, ja revelam muitas das caracteristicas dos mergulhos dos grafos completos
bipartidos. Induzidos por estas propriedades, analisaremos, sob o ponto de vista de
mergulhos de grafos da familia dos grafos completos bipartido, aquelas com propriedades
de interesse relevantes para as aplicagoes futuras deste trabalho.

A regularidade do mergulho, uma das propriedades mais visadas neste trabalho,
refere-se ao nimero de regioes idénticas do mergulho, quanto maior for este nimero,
diremos que maior é o grau de regularidade de mergulho. Sob este aspecto, dizemos que
um mergulho é reqular, quando a sua regularidade é méxima, ou seja, quando todas as
suas regioes sao idénticas. Por exemplos, os mergulhos de K44 da forma

K474 — T = 8}%47 K4’4 — 3T = 4R8, (§ K474 — 4T = 2R16,
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sao mergulhos regulares. Portanto, a menos da classe de mergulhos sobre 27", todas as
classes de mergulhos de K44 possuem mergulhos regulares.

Apesar dos mergulhos da classe de 27" nao serem regulares, estes apresentam um alto
grau de regularidadade. Observe que as particoes desta classe sao das formas

Rysa4412, Rasa4610 Raaa488 Ras4668 € 446666

Definicao 3.10.1 Seja G — Q = UR,,, um mergulho de G, tal que a particao UR,,, =
Ui_1viR,, e Xv; = s. Para cada regiao R,, da particao UR, denominaremos de grau de
regularidade da regiao R,,, denotado por oR,,, o niumero de vezes que a particao UR,,
contém R,,, isto é,

© (R%,) = V.

Denominaremos ainda de grau de regularidade da classe UR, o nimero real o (UR,)
definido pela férmula
T vilogay

o (UR,) = Sl OB

onde s € o numero de regioes distintas da particao UR,,.

(3.28)

Aplicando a Definicao 3.10.1 nas classes de mergulhos de /K44 sobre 27", obtemos os
seguintes graus de regularidades relacionadas na Tabela 3.10.1.

Classe 5R4R12 4R4R6R10 4R42R8 3R42R6R8 2R44R6

Ry Ry| Rig | Ry | Re | Rio | Ra | Rg | Ry | Re | Rs | R4 | Rs
RO 5 1 a1 1 4] 2 32124
O(URQ) 0,78470 0,535 53 0,808 67 0, 545 66 0,828 3

Tabela 3.10.1: Grau de regularidades das classes e respectivas regioes de K44 — 27T

Voltaremos a utilizar a férmula (3.28), quando da avaliagdo do desempenho de um
modulagao realizada no Capitulo 5. Iremos ver que a férmula (3.28) é parte integrante da
férmula de desempenho de uma modulacao QAMS, quando a eficiéncia desta é avaliada
através das matrizes de probabilidades condicionadas de acertos do canal equiprovavel
associado & modulacio QAMS. Veja que a férmula (3.28) dar informagdes sobre a
regularidade da modulacao, e a eficiéncia desta depende da regularidade.

3.10.1 Mergulhos orientaveis e nao orientaveis

Vimos que os mergulhos de um grafo G ocorrem sobre o conjunto de superficies
M (G) . No caso orientavel, este conjunto é dado por

onde v e 7y,, sao os géneros minimo e méaximo das superficies orientdveis para o mergulho

de G.
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No caso nao orientdvel, o conjunto é dado por
M(G)={FP.(F+ 1) P~ ,(F+7) P,--- u P}, (3.30)

onde 7 e 7,, sdo os géneros minimo e maximo das superficies nao orientaveis de G, 7 ¢ um
inteiro positivo e P é o plano projetivo. No entanto, a superficie 2P ¢ homeomorfa a uma
superficie famosa conhecida como garrafa de Klein ou superficie de Klein. Denominando-
a por K, esta relacdo de homeomorfismo serd indicada por

2P ~ K. (3.31)

Sendo assim, os elementos (7 + 7) P do conjunto M (G), em (3.30), podem ser repre-
sentados pelas notagoes opcionais

- 1 -
Y+ T KP e Y+ T
2 2

K (3.32)

conforme 7 + 7 sejam inteiros impar e par, respectivamente. Veja que

- - ~ —1 ~ —1 -
Y+T1)P = (y+71-141)P =2 yrr-2 PP:LKP, se v + 7 é impar,
2 2

F+71)P = 2(7;—7—>P: (7;7) (2]3);77”](7 se ¥+ T é par.

Com o objetivos de usar valores menores nos géneros das superficies nao orientdveis,
algumas vezes serao usadas as notagoes alternativas em (3.32) . Outra vantagem desta
notacao é a relacao entre as caracteristicas de Eiiler das superficies orientdvel 1" e nao
orientdvel K, isto é,

X (T) = x(K)=0.
No caso geral, tem-se que x (71") = x (7K); e portanto, por (2.5), resulta que

X (tT)=x (1K) =2—2r7.

Como o nimero de regioes de um mergulho de G sobre 7T e 7K dependem de
suas caracteristicas de Eiiler, entao os mergulhos G — 77T e G — 7K possuem o
mesmo nimero de regices. Tal relagao, tem como consequéncia, simplificar o processo
de identificacao das classes de mergulhos nao orientados de um grafo. Identificado os
mergulhos orientdveis de GG, ou seja as classes de G — 77, estas também sao as classes
de G — 7K, resta entao identificar as classes de de G — 7K.

Ao adotar as notacoes 7K e 7K P para uma superficie nao orientdvel, devemos lem-
brar que 7 nao é o género da superficie, 7 é somente um coeficiente que indica a soma
conexas de 7 superficies nao orientaveis K ou K P, conforme seja o caso. Com estas
notagoes, os géneros das superficies nao orientdveis seria dadas por

Y(rK)=2re7(tKP) =27+ 1. (3.33)

Obviamente que da primeira igualdade em (5.14), resulta que ¢7' e 7K possuem o
mesmo género se, e somente se, 2g = T.
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TeK KP | 2Te2K | 2KP |3Te3K| 3KP |AT e4K |4KP|
R474747474,47474 R474,47474,478 R474747474712 R4,4,474,16 R47474720 R474724 R4728 R32
R4,4,4,4,4,6,6 R4,4,4,4,6,10 R4,4,4,6,14 R4,4,6,18 R4,6,22 R6,26
R4,4,4,4,8,8 R4,4,4,8,12 R4,4,8,16 R4,8,20 R8,24
R47474767678 R47474710,10 R474710714 R4710718 R10722
R47476,67676 R4,4,676,12 R474712712 R4712716 R12720
R4,4,6,8,10 R4,6,6,16 R4,14,14 R14,18
R4,4,8,8,8 R4,6,8,14 R6,6,20 R16,16
Ra6,1012 Re 318
Ryggi12 | Re 10,16
R478710710 R6712,14
R6,6,6,14 R8,8,16
R6,6,8,12 R8,10,14
R6,6,10,10 R8,12,12
R67878710 R10710712
R8787878

Tabela 3.10.2: Classes de mergulhos orientados e nao-orientados de K4 4

Com o intuido de relacionar os tipos de partigoes distintas dos mergulos de K44, a
Tabela 3.10.2 contém as classes de mergulhos orientdveis e nao orientdveis do grafo Ky 4,
identificadas pelo processo acima e usando as identificacoes dos mergulhos orientados da
Tabela 3.7.1.

Apesar do objetivo deste trabalho est4 restrito ao estudo do caso orientével, a relacao
natural do processo de identificagao com o caso nao orientdvel, nos conduz a inclusao
deste. Além disso, a identificagao das classes de mergulhos nao orientdveis é um dos
nossos objetivos a serem tratados em breve. A curiosidade surgiu desde o trabalho de
Lima [21] e s6 nao foi trabalhado ainda porque hd muito o que se conhecer ainda do
caso orientavel.

3.11 Mergulhos regulares de K, ,

O estudo inicial realizado acima sobre o processo de identificagao das classes de
mergulhos de um grafo, nos revela uma superficie €2 de conjunto de mergulhos de G,
M (G), quando possui uma classe de mergulho regular, esta é unica. Neste sentido,
exibiremos primeiro a forma dos mergulhos regulares.

Proposigao 3.11.1 Seja D,, o conjunto dos divisores positivos do inteiro m. Entao,
todo mergulho reqular do grafo G (p,q) sobre uma superficie Q) é da forma

G (p, Q) — Q= dRQq/d, de ng. (334)
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Demonstracao. De fato, em um mergulho reqular, todas as regioes devem ser do
mesmo tipo. Suponha que G (p,q) — §) contém d regioes do mesmo tipo; como a soma
dos lados de todas as regides de um mergulho G (p,q) é constante e igual a 2q, entdo
cada uma das d regioes do mergulho reqular é da forma Ryq/q. Portanto, todo mergulho
reqular é da forma G (p,q) — 2 = dRyg/q, e como o nimero de lados de uma regido é
um numero inteiro d € Doy, entao estd provada a afirmagao. [

Segue da Proposigao 3.11.1 que uma superficie 2 de M (G) tem um mergulho regular
se e somente se, d ¢ um divisor de 2¢ e o nimero de regides de G (p,q) — € é igual a
d, isto &, se todo mergulho de G sobre  é da forma G (p, q) — Q = U{R,,, como sers
mostrado a seguir.

Proposicao 3.11.2 A superficie Q de M (G) tem um mergulho reqular se e somente se,
d é um divisor de 2q e o nimero de regioes de G (p,q) — Q) é igual a d, isto é, G é um
mergulho da forma

G (p,q) — Q= U{Ry,.

Demonstracao. Como as regioes de um mergulho reqular tem o mesmo niumero
de lados e o total de lados das regioes é igual a 2q, as condigoes de existéncias sao
necessariamente que o numero de regioes de §) seja d e este seja um divisor de 2q.
Reciprocamente, se o nimero de regides G (p,q) — Q é d e d|2q, entio existe o mergulho
reqular dRaq/q sobre €. [}

Vale observar aqui que nao existe uma prova matematica para a existéncia do mer-
gulho regular. A existéncia deste tem sido observada em todos os casos identificados
das classes de mergulhos deste trabalho e em [24]. Até agora foi constatado que todos
os modelos de mergulhos regulares, realmente existem. E evidente que a afirmacéo da
proposigao refere-se a existéncia da partigao regular. O fato de que o mergulho regular
existe € uma conjectura que precisa ainda ser provada, e portanto fica a proposta para
futuros trabalhos.

Proposicao 3.11.3 Seja M (G) o conjunto das superficies para o mergulho de G (p,q) .
Se Q € M (G) contém uma classe de mergulho reqular dRs, /d; esta € unica.
Demonstracao. De fato, suponha que dlﬁzq/dl e dgﬁgq Jdy sejam duas classes regu-
lares de mergulhos de G sobre 2 € M (G). Como o nimero de regides de toda a classe de
G sobre Q) € constante, seque que di = dy, e portanto dlﬁgq/dl = dgﬁgq/dz, 0 que mostra
a unicidade da classe reqular. [

Usando os resultados acima, podemos caracterizar os mergulhos regulares de um
grafo através do seguinte

Teorema 3.11.4 Sejam M, (G) o conjunto dos mergulhos regulares de G (p,q) sobre
Qe M(G). Se d; é o nimero de regides do mergulho de G sobre Q; € M (G) , entao:

| #A{d; :di|2q }, se ) é orientdvel,
# (M. (6)) = { #{d;:d; € Dy, ed; <t }, seQ éndo orientdvel,
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onde t é o niumero de regioes do mergulho minimo nao orientado de G.
Demonstrag¢do. Seja Doy, = {dy,d,- - ,ds} o conjunto de divisores do inteiro 2q.
Se Q ¢é orientdvel, entao, por (3.29), G tem mergulhos sobre superficies

Vimos, na identificacao K44 na Tabela 3.10.2, que os mergulhos sao das formas

YT = UR,,,(7+2)T =UPR,,, -+, (v +2) T = Ui Ry, 73T = UIR,,, set é par,
YT = URa, (v+2)T = UPRy,, -+, (v +2) T = Ui Ry, v /T = U; Ry, set é impar.

Assim, o mergulho reqular deve ter nimeros de regioes iquais a

t,t—2,---.6,4,2, set é par, ou

t,t—2,---.,5,3,1, set é impar.
Mas o mergulho regular dRy,/q possui todas as regioes iguais, entdo, pela Proposicao
3.11.2, ele existe se, e somente se, d € {t,t —2,---,6,4,2} e d é divisor de 2q, se t é

par; ou d € {t,t —2,---,5,3,1} ed é divisor de 2q, se t é impar. Portanto, se d; é o
nimero de regioes do merqulho de G sobre §); € M (G), seque que

# (M, (@) = #{d; : d;|2q }, se Q ¢é orientdvel.

De modo andlogo (veja Tabala 3.10.2), concluimos que os mergulhos ndo orientados de
G sao das formas

;\YIPEUIZ‘:R%’(§+1)PEU§71RO¢N"'7(§M+1)PEU?ROZH;?MPEUgRaH

e portanto, as parti¢oes das superficies ocorrem em niumeros de regioes dados pelo con-
Junto
{t,t—1,t—2,--- 3,2/ 1}.

Consequentemente, todo divisor d de 2q, d < t, pertence a {t,t —1,---,3,2,1}. Logo,

M, (G) contém um mergulho regular dRsq/q para todo divisor d satisfazendo a condigao
acima. Portanto,

# (M, (G)) =#{d; :d; € Dyy ed; <t }, se ) é nio orientdvel,
o que encerra a demonstracao. [

Corolério 3.11.5 Sejam D (K, ,) o conjunto dos mergulhos requlares de G (p, q) sobre
Qe M(K,,). Sed; é o nimero de regies do mergulho de G sobre Q; € M (K, ),
entao:

[ #{di:di € Dy}, se Q) é orientdvel,
# (D (Knn)) = { #{d; - d; € Doz ed; <t}, se ) é nio orientdvel,

onde t é o niumero de regioes do mergulho minimo nao orientado de G.



3.11. MERGULHOS REGULARES DE Ky n 67

Demonstracao. Caso particular do Teorema 3.11.4 e considerando que em K, ,
vale a igualdade 2q = 2n?. n

O Teorma 3.11.4 e Coroldrio 3.11.5, identificam, respectivamente, os tipos de modelos
de mergulhos regulares, orientdveis ou nao, vindos de mergulhos de um grafo qualquer
G e do caso particular do grafo completo bipartido K ¢. Eles nao garantem a existéncia
desses modelos regulares. Esta é garantida pela Proposi¢ao 3.11.2.

Os mergulhos regulares sao sempre os mais importantes para o contexto de modu-
lagoes, pois correspondem aos espagos de sinais geometricamente uniformes (e.s.g.u.).
Quando o projeto de sinais é do tipo e.s.g.u. hd um ganho na reducao dos cédlculos
computacionais no sentido de minimizar a sua complexidade.

Para entender o porcesso de identificacao de mergulhos regulares, através do Teorema
3.11.4, consideremos o caso do grafo completo bipartido Kgg. Pelas igualdades (2.6) e
(2.7), os mergulhos minimo e méximo de Kgg encontram-se sobre as superficies de
géneros

1 1
(o) = {30-26-2} =1 ¢ 9 (Keo) = [30- D6 -1] =12

Como o mergulho minimo encontra-se sobre 47", segue da igualdade (2.5) que a caracte-
ristica de Eiiler de 47" é dada por

XQ)=2-2y=x(Q)=2—-2-4= -6,

logo, pela igualdade (2.4), o numero de regides do mergulho minimo Kgg — 47 ¢ dado
por
XQ)=v—e+f=-6=12-36+f = f =18,

isto é, o mergulho minimo de K¢ ¢ da forma
Keg — 4T = U2 R,,..
Além disso, a soma dos lados das regioes de Kg¢ — 47" € igual a
2m? =2-6% =72,
e para sermos mais precisos, o mergulho minimo é da forma
Kgg — 4T = 18Ry4. (3.35)

Consequentemente, um mergulho regular. Obtido o mergulho minimo, e sabendo que
o género do mergulho méximo é 12, o Teorema 2.3.4 nos dé o conjunto das superficies
para os mergulhos orientados de 2-células de K¢, como sendo o conjunto

M (Kgg) = {4T,5T, 6T, 7T, 8T, 9T, 10T, 11T, 12T} . (3.36)

Por outra parte, a particao do mergulho minimo de K¢ é composta de 18 regioes, logo,
se fq € o nimero de regioes da particao U{:lRai do mergulho de Kg¢ sobre 2, entao o
nimero de parti¢oes nas superficies de M (K ) sao dadas por

f4T = 187 f5T = 167 fﬁT = 147 f7T - 127
fsr =10, for = 8, fior = 6, fur = 4, fiar = 2.
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Uma vez que o conjunto dos divisores de 72 é dado por
Dqy = {1,2,3,4,6,8,9,12, 18,24, 36, 72} ,
e as regioes das superficies M (K¢ ) que sdo divisores de 72 sao
18,12,8,6,4 e 2,

podemos concluir, do Coroldrio 3.11.5, que os mergulhos orientados regulares de Kgg
sao os seguintes

K6,6 — 4T = 18R4, K6,6 — 7T = 12R6, K6,6 — 9T = 8R9,

K6,6 — 107 = 6R12, K6,6 — 11T = 4R18, K6,6 — 12T = 2R36. (337)

Observacao 3.11.6 De modo andlogo ao que acontece com os mergulhos orientdveis,
0s nao orientdveis também so possuem regioes com niumeros pares de lados maiores ou
quais a 4.

Portanto, segue da Observacao 3.11.6, que nao existe o mergulho da forma Kgg —
9T = 8Ry. Este é o tinico nao existente em (3.37) ; logo, sdo cinco mergulhos regulares
orientéveis vindo do grafo completo bipartido Kgg.

Observamos que a divisao de 72 por 8 é exata, isto é, igual a 18. Logo nao pode
existir mergulhos de K¢ ¢ com mais de 18 regioes, inclusive em superficies nao orientéveis.
Portanto o mergulho minimo nao orientdvel de K¢ é da mesma forma do mergulho
minimo orientdvel em (3.35) . Como 47 e 4K possuem a mesma caracteristica de Eiiler,
o numero de regioes de mergulhos de Kgg sobre estas superficies sao iguais, assim o
conjunto das superficies nao orientdveis para os mergulhos de K¢ é dado por

M (Kg6) = {4K,4KP,5K,5KP,6K,6KP,TK, 7K P,8K,8KP,

OK,9K P, 10K, 10K P, 11K, 11K P, 12K, 12K P} (3.38)

e o nimero de regioes do mergulho em cada superficie é dado por

fax =18, faxp =17, fsxk =16, fsxp =15, fox =14, fexp = 13,
fik =12, fikp =11, fesx =10, fsxkp =9, fox =38, foxp =717,
fiok =6, fiokp =95, fux =4, fuxkp =3, fiaxk =2, fioxp=1.

Por outro lado, um mergulho regular nao orientdvel de Kg¢ deve ter, por nimero de
regioes, um divisor de 72 menor ou igual a 18, o nimero de regioes do mergulho minimo
nao orientdvel de Kgg. Consequentemente, os mergulhos regulares nao orientdveis de
Kg g ocorrem em mergulhos cujos nimeros de regioes sao

18,12,9,8,6,4,3,2 e 1.

Logo, existem nove modelos possiveis de mergulhos regulares nao orientaveis do grafo
K, a saber:

Kﬁ,ﬁ — 4K = 18R4, Kﬁ,ﬁ — TK = 12R6, K6,6 — 8KP = 9R8,
K676 — 9K = 8R9, K676 — 10K = 6R12, K6,6 — 11K = 4R18, (339)
K676 — 11KP = 3R24, K676 — 12K = 2R36, K6,6 — 12KP = R72.
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Mas, pela Observagao 3.11.6, um modelo de mergulho nao orientdvel nao deve ter
regioes com um nimero fmpar de lados; assim, K¢ — 9K = 8Ry nao pode existir.
Portanto, existem 8 mergulhos regulares de Kg g sobre superficies nao orientéveis.

Diferentemente do grafo completo K, o qual possue regides com um nimero impar
de lados, o grafo completo biparticionado nao tem esta propriedade, todas as regioces
vindas de mergulhos de grafos completos biparticionados possuem um nimero par de
lados. Esta propriedade tem sido muito relvante no sentido de caracterizar e diferenciar
estes dois tipos de grafos. Varios resultados deste trabalho dependem diretamente desta
propriedade.

Concluimos portanto o processo de identificagao das classes de mergulhos regulares
do grafo completo biparticionado Kg . Além disso, deduzimos dos resultados apresenta-
dos acima que é verdadeira a afirmagao seguinte, em relacao ao niimero de classes dos
mergulhos regulares orientdveis e nao orientédveis do grafo Kgg.

Proposicao 3.11.7 Os merqgulhos de K¢ contém 13 classes de mergulhos regulares,
sendo: 5 sobre superficies orientdveis, os mergulhos em (3.85), exceto a classe 9T = 8Ry;
e 8 sobre superficies nao orientdveis, os merqulhos em (3.39), exceto a classe 9K = 8Ry.

Utilizando o processo de identificacao acima relacionamos, na Tabela 3.11.1, os mo-
delos de mergulhos regulares orientdveis e nao orientéveis do grafo completo bipartido
K, n, para os valores de n = 2,3,4,--- , 16.

Para efeito de simplificagao, foram usadas vdrias notagoes matemadticas na construgao
daTabela 3.11.1 com os seguintes significados: €2 e {2 representam superficies orientdveis
e nao orientaveis, respectivamente: dR,|¢g7 /K indica os mergulhos equivalentes do grafo
GG nas superficies orientdavel g7 e na superficie nao orientdvel g/K, com o mesmo mimero
d de regioes do tipo R,, isto é,

G — ¢gT =dR
d T/K ¢
RolgT/ @{ G — 17K =dR,;
e, por ultimo, dR,|gK P corresponde ao uinico modelo de mergulho de G sobre a super-
ficie nao orientdvel de género fmpar g/K P (este ndo tem um equivalente em superficies
orientdveis), ou seja, em notagado matematica, temos:

dR,|TKP < G — 7KP =dR,,.

Concluimos na construcao dos modelos de mergulhos regulares da Tabela 3.11.1, que
a existéncia do modelo regular depende basicamene do nimero de divisores de 2¢q, onde
q € o nimero de lados do grafo. Para ter uma idéia da quantidade de modelos regulares
possiveis de mergulhos de K, ,,, observe o gréfico em barras ilustrado na Figura 3.11.1.

A funcao da contrucao do grafico em barras da Figura 3.11.1 é mostrar, a perda
de mergulhos regulares que ocorrem no conjunto de modelos possiveis de mergulhos
do grafo, quando comparados com o nimero total de modelos de mergulhos regulares
existentes no grafo K, ,. Observamos que a perda refere-se aos modelos que possuem
regioes com um nimero simpar de lados.
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# (dRy)
Ko HHalosg NGIE,
Kss |2R4|s/p, Rs|r/k 21214
K33 |[3Rs|r/K, 2Ro|kp, Rislorjak 21315
Kya ||8Ralr/K, 4Rs|3r/3k, 2Ri6lar/ar, Rsolarp 3147
Ks5 |[5R0|7/K, 2Ros|kp, Rsolsr/si 21315
18Ry|ar/K, 12Rs|7r/K, 9Rs|sxp, 8Rolor/K
Ko 6|9 |15
6R12|10r/K, 4R1sluir/k, 3Rasliikp, 2Rsslier/k, Rralizkp
Kq7 |[14R7|12kp, TRialism/i, 2Ra0l17xps Roslist/i 2146
Kss ||32R4lor K, 16Rs| 177/, 8Ri6|o17/ K, 4 R32 237/ K, 2Re4| 241/ 5, Ra2sloarp| 5| 6 | 11
27 Re|ror/Kc, 18Rg|asxp, IRis|asr i
Kogg 41711
6Ror|20k P, 3Rsal317/K, 2Rs1|31xp, Riealsor i
40R4)167/K, 25Rs|askp, 20R10|s17/K, 10R20[367)/ K
Ki0,10 619 |15
8Ras|37r/K, DRaolssip, 4Rs0l30r/K, 2R100|407/5, R2o0la0kp
K |11 R a5k, 2Ri21|aorp, Roslsor/x 21315
T2R4|o57/K s 48R6|377/K, 36Rs|asr/i, 32Rglasr i, 24R12|s07/K
Ki212|[18Rig|52m/k, 16R1s|537/K, 12Rouls5m/K, IRsals6rp, SRsslsrr i 12| 15 | 27
6 Rus|ssr/i, 4R72ls0r/K, 3Ros|soxp, 2R1aaleor/K, Ross|eorrp
Ki313||26 Risleoxp, 13Raslerr/k, 2R160|71kpP, Rass|ror/i 21416
98 R4|s67/K, 56 R7|s57m/K, 49Rsleorp, 28Ri4a|lniri, 14Ras|7s1/K
K414 711017
8Ryglsir/is TRsslsixp, 4Roslssr/i, 2R96|sar/x, Raoe|sarcrp
90Rs|s3xp, T5Rs|617/K, S0Rg|73rp, 45R10|767/K, 30R15|83 P
K515 (| 25 Risser/x, 18Ros|soxp, 15R30lo17/x, 10Ras|9srp, IRs0|oar/x 8115|123
6R7s5l0s P, 5Roolosr i, 3Ris0lorr/i, 2Ra2slori s Rasolosr i
28 Ralaor/ic, 64Rs|s17/K, 32R16lo7r/K, 16R32|1057/K 5
Ki6,16 71 8 |15
8Real1007/K, 4R128|1117/K, 2Ros6| 1127k, Rs12|112kpP
Totais|70({102(172

Tabela 3.11.1: Modelos de mergulhos regulares de K,, ,,, n = 2,3,4,--- ,16
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Figura 3.11.1: Gréfico em barras do niimero de modelos regulares possiveis de Kn,n

Dado um grafo G, o conjunto das superficies para os mergulhos de 2-células de G
serd indicado por M. Neste caso, iremos considerar M com sendo a uniao do conjunto
das superficies orientdveis

M(G) = {"T,(v+2)T, -, (v +2) T, yn T} (3.40)
e as nao orientaveis
M(G) = {FP.(7 + ) P (T + 1) P.Aw P} (3.41)
ou seja, Mg = M (G) UM(G), e portanto,
Mg = {"T,(v+2) T, -, (va+2) T,y T, AP, (V1) Py, (Y +1) Py Py (3.42)
De um modo geral, v e 7 sao iguais e, quando diferem, diferem somente por uma

unidade. No caso particular do grafo completo bipartido, podemos até prever quando
estes casos ocorrem.
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Proposicao 3.11.8 Sejat o nimero de regioes de um mergulho minimo de K, ,,. Entao
os mergulhos minimos orientdveis e nao orientaveis do grafo completo bipartido K, ,,
sao da forma

Kpp —= YT =tRy=7K «— K,,,,, ey=7T, sem oun é par,
caso contrdrio, o mergulho minimo orientdvel de K,,, é da forma
Kpn — Q=UZIR,,
e o mergulho minimo nao orientdvel de K,, , é da forma
Kpn—=TKP=(t—1)Ry+ R, ey =7+ 1.

Demonstragao. Seja m = 2k, k € Z. O mergulho minimo de K4 € aquele que
possui o maior numero de regioes Ry, e como a soma dos lados das regioes é igual a
2mn, entdo o numero de regides s de um mergulho minimo (orientdvel ou nao) K, , —
9 = U; R, € dado por

_ 4t7 sem oun f07" par
2mn = { 4t + 2, se m e n forem impares, (3.43)

logo, seque que o mergulho minimo de K,, ,, s6 pode assumir uma das formas

tRy, se m oun for par

Kipn — g0 = { (t — 1) Ry + Rg, se m en forem impares.

Por outro lado, t é o nimero de regioes de um mergulho minimo de G. Pela caracteristica
de Efiler da superficie €2, temos que

t=x(Q)—(m+n)+mn
Supondo que este é mergulho minimo é orientdvel, entao x () é par, resulta que,

p { par, se m oun for par, (3.44)

impar, sem en forem impares.

Consequentemente, se m oun é par, t também o serd, por (3.44) , e os merqulhos minimos
ortentdveis e nao orientdvies sao necessariamente das formas

Kpn—=YT=tRy=7K — Ky, ,,, ey=T1. (3.45)

Obviamente que, meste caso, o mergulho minimo nao orientdvel é também da forma
Ky — 29P = tRy. Caso contrdrio, se m e n forem tmpares, entao t serd também
tmpar, por (3.46) , e o mergulho minimo serd obrigatoriamente da forma

Resta saber se Q) é orientdvel ou nao. Mas se t é impar, a particao (t — 1) Ry + Rg em
(3.46) contém um nimero par de regices. Sendo assim, o mergulho minimo orientdvel
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nao pode ter t regioes, e como o seu niumero de regioes é maxrimo ele deve ter t — 1
regioes, portanto, um merqgulho da forma

Kpn — Q=UZIR,,. (3.47)

Neste caso v =t — 1. Mas o mergulho em (3.46) é um mergulho minimo, porque t é o
maximo de regioes, logo, ele é um mergulho minimo nao orientdvel. Mais precisamente,
um mergulho sobre a superficie nao orientdvel de género~ = y+1, ou seja, um mergulho
minimo da forma

Kpn—=TKP=(t—1)Ry+ R, ey =7+ 1. (3.48)

Das relagoes (3.45), (3.47) e (3.48), concluimos a validade da proposi¢ao. |

Observamos diretamente da Proposicao 3.11.8 que os mergulhos minimos orientédveis
e nao orientdveis de K,,, podem ter a mesma particao ou o nimero de regiao destas
diferem somente de uma unidade. As condi¢oes desta proposicao sao essenciais para
a identificacao dos mergulhos orientdveis e nao orientaveis de K, ,. Também pode ser
usada para identificar a classe de mergulho regular trivial Rs,,,.

Corolario 3.11.9 Se m ou n é par, entao a classe de mergulho regular trivial R,
¢ a classe do mergulho mdzimo nao orientdvel de K,,,. Caso contrdrio, se m e n sao
impares, Ropy, € a classe do mergulho mdximo orientdvel de K, .

Demonstracao. De fato, se m ou n é par, por (3.44), t é par, logo, o mergulho
maximal orientdvel de K, , tem 2 regioes; portanto Ray,, vem de um mergulho mdzximo
de K. Por outro lado, se m e n sdo impares, por (3.44), t é impar, e o mergulho
mdzimo de K, tem por particao Ry, isto €, a classe reqular trivial Ray,, € a classe
do mergulho madximo orientdvel. [

Deduzimos ainda da demonstracao da Proposicao 3.11.8 a condic¢ao para que os
mergulhos minimos sejam regulares.

Corolario 3.11.10 Se m ou n é par, entao os merqulhos orientdveis e nao orientdveis
de K, sao sempre requlares e possuem o mesmo tipo de parti¢do; caso contrdrio, o
mergulho minimo nao orientdvel é sempre nao reqular.

Demonstragao. De fato, se m ou n for par, por (3.45), os mergulhos orientdveis
e nao orientdveis de K, tém a mesma particao tRa.,,; logo ambos sao mergulhos
requlares. O caso contrdrio seque da demonstracao da Proposi¢cao 3.11.8, a qual mostra
que os mergqulhos minimos sao da forma

Kpn — Q=UZR,, e Ky — TKP = (t — 1) Ry + Rs.

De imediato, vemos que o mergulho nao orientdvel nao é reqular. ]

Para o caso particular do grafo completo bipartido da forma K, ,, os resultados da
Proposigao 3.11.8 e Coroldrios 3.11.9 e 3.11.10 podem ser condensados na forma da
seguinteproposicao.
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Proposicao 3.11.11 Seja t o nimero de regioes do mergulho minimo de K, ,. Entao:

i) Os mergulhos minimos orientdveis e nao orientaveis do grafo completo bipartido
K, , sao da forma

Kyp—YT'=tRy=7K <« K,,,,, ey=7, sen ¢ par,
caso contrdrio, o mergulho minimo orientdvel de K,,,, ¢ da forma
Kpn— Q=ULIR
n,m — =1+
e o mergulho minimo nao orientdvel de K,,, é da forma

Kyp—=TKP=(t—1)Rys+ Rs, ey =7+1;

it) A classe do mergulho mdzximo néao orientdvel de K, ,, é uma classe reqular trivial
Roy2, sen € par, caso contrdrio, Ro,2 é um mergulho mdximo orientdvel de K, .

1) Se n é par entdo os mergulhos minimos orientdvel e nao orientdvel de K, , sdo
sempre requlares e possuem o mesmo tipo de particao, caso contrdrio, o mergulho
minimo nao orientdvel é sempre nao reqular.

Demonstracao. A provas sao andlogas as demostracoes das respectivas afirmagoes
provadas na Proposicao 3.11.8 e Coroldrios 3.11.9 e 3.11.10. [
O conjunto das classes de mergulhos regulares de G serd representada por D¢, con-
junto compostos pelas classes de mergulhos regulares orientdveis D (G) e nao orientédveis

D(G). Sendo assim, temos que
D¢ = D (G) U D(G).

Algumas conclusoes importantes que caracterizam os modelos de mergulhos regulares
serao apresentadas a seguir. Antes, porém, iremos fazer algumas consideragoes sobre o
mergulho méximo de GG. Quando se trata de obter os mergulhos regulares de um grafo
GG, observamos, diretamente da Tabela 3.11.1, que o mergulho maximal formado por
uma Uunica regidao estd sempre presente, isto ¢, Ry, se faz sempre presente em Dg, as
vezes estd em D (G), as vezes em D(G), dependendo da paridade do género minimo ~
do mergulho orientdvel, como foi mostrado na Proposi¢ao 3.11.8. Como o mergulho G
da forma G — 0 = Ry, ¢é sempre um elemento de D¢, o mesmo serd denominado de
mergulho regular trivial. Observe, na Tabela 3.11.1, que todos os grafos K, ,, possuem o
mergulho regular trivial.

Uma observagao importante é que nem todos os modelos relacionados da Tabela
3.11.1 podem existir em mergulhos de grafos completos bipartidos. A razao é porque os
mergulhos de grafos desta familia nao produzem regioes com um nimero fmpar de lados.
Basta entao eliminar estes mergulhos para relacionar o mergulhos regulares de K, ,, que
realmente existem. Eliminando os modelos que contém regides com um nimero fmpar
de lados, obtemos os mergulhos regulares de K, ,, como mostrarm as relagoes destes
listados na Tabela 3.11.2.
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Os modelos regulares de mergulhos de K, ,, relacionados na Tabela 3.11.2, exibem as
principais caracteristicas particulares dos modelos regulares do grafo completo bipartido
K, . Uma andlise nos elementos desta tabela apontam, como principais caractericas
dos mergulhos regulares, as propriedades apresentadas a seguir.

# (dR.)
Koo | 2R4|s/p, Rs|r/x 22| 4
K33 || 3Rs|r/x, Riglor/k 2121 4
Kyq 8R4‘T/K7 4R8|3T/K7 2R16‘4T/K7 Rsalarcp 314 7
K55 || 5R1o|r/K, Rsolsr/sk 212 4
Ko 18Rylar K, 12Rs|7r/K, 9Rs|sxp, 6Ri2|i0m/x sl 7| 1o

4Riglur, 2Rsslior/k, Rraliokp
Kq7 || TRial 157/, Ros|ist/x 212 4
Kgg || 32R4|or/x 16 Rg|177r) 1,8 Rig|o17/ K A R32|237/ 8,2 R4 | 247 16 Ruog|oarcp | 5 | 6| 11

Koo || 27Rs|191/k, 9R1s|os/, 3Rsalsir/i, Riszlser/k 414 8
40R4|167/K, 25Rsloskp, 20R10|s1m/K, 10R20|367/K

Ki0,10 5181 13
5Ryol3srp, 4Rs0l30r/K, 2R100|107/5, R2oolsorp

K1 || 11 Ros|ast/K, Rosz|sor/x 212 4

T2R4|o57/K, 48R6|37r/K, 36Rs|asr/i, 24R12|401/K
K212 || 18R1g|s2r/K, 16R18]537 K5 12Ro4ls57/K, 9R32|s6xp, 8Raslsrryx | 11|14 25
6 Rys|ssr i, 4Rals0r i, 3Roslsorp, 2Riasleor/x, Rossleorp

K313 || 13Rosle7r/ic, Rass|ror/i 212] 4
% 98 Ryls67/i, 49Rsleorp; 28Rualnir i, 14Ros|7sr/K
14,14 51|81 13
TRse|sicp, 4Ros|ssr/i, 2R106|sar/ic, R3oz|sarcp
% T5Rs|e1r/x, 45R10|767 K0, 25R1s|ser i, 15Rs0lorr/x
15,15 81816
9Rs0loar i, 5Roolosr/, 3Ris0lorr/, Rasolesr/i
128R , 64R , 32R , 16R
Kusas ala0r/ K 8|81/ K 16|07/ K 32| 1057/ K -1 sl 15

8 Real100r/5, 4R128|1117/K, 2Ros6|1121/K, Rs12|112kp

Totais | 65 | 81 | 146

Tabela 3.11.2: Mergulhos regulares de K, ,,, n = 2,3,4,---,16

3.12 Conclusoes sobre Mergulhos Regulares

A busca por mergulhos regulares é sempre de grande interesse, quando a meta é
usar esses mergulhos como projetos de modulacoes. Quando se trata do grafo completo
bipartido K,,,, a existéncia dos mergulhos regulares podem ser identificadas de um
modo geral e, particularmente, para algumas restrigdes como ¢ o caso do grafo K, ,,, a
condicao de paridades de m e n e nos casos em que m e n sa0 NUMeEros primos.
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Proposicao 3.12.1 Todo modelo de um mergulho orientdvel de um grafo é um modelo
de um mergulho nao orientdvel.

Demonstragao. Se t é o nimero de regioes do mergulho minimo orientdvel de um
grafo G e G — ¢TI = UYL R,. é um mergulho orientdvel, os modelos de mergulhos
orientdveis de G sao da forma

'YT = UE:lROéia (’7 + 2) T= UEI%R%, T (’YM + 2) T= U;‘lleOém VMT = U?:lRai’
(3.49)
se t for par. Se t é impar, os mergulhos nao orientdveis sao da forma
'YT = UE:lROéia (’7 + 2) T= UEI%R%, B (’YM + 2) T= U?:lROéw VMT = UilleOti'
(3.50)
Mas os mergulhos nao orientdveis de G sdo dados por
P = Ui Ro;,(F+1) P= UL Ra,, -, (G + 1) P = UL Ray, Anr P = Uiy R,
(3.51)

e pela demonstracao da Proposi¢ao 3.11.8, concluimos que

~ | 27, set épar

7= 2v — 1, se t é fmpar,

o que resulta em
ke{y,y+2,---,4,2}, se~ for par ou
ke{y,y+2,---3,1}, se ~ for impar.

Em quaisquer dos casos de paridade de t, podemos concluir que toda particio U¥_| R,
de um mergulho orientdvel, seja do conjunto (3.47) ou de (3.50), é uma parti¢io de G
(3.51). Portanto segue a afirmacao. [ ]

A reciproca da Proposigao 4.4.2 nao é verdadeira, pois, independente de k ser par ou
fmpar e § < k < 7,,, U*_|R,, é sempre uma partigdo de um mergulho nao orientdvel;
contudo, UY_, R,, ndo é uma particio de um mergulho orientdvel, quando k for fmpar e
t for par, ou quando k for par e t for impar.

Observacgao 3.12.2 Concluimos dos resultados acima que a existéncia de uma parti¢ao
reqular dR, de K,,, depende de trés condigoes: 1) d € Dopy,; 2) o = 2mn/d; e 3) « é
par e o« = 4s+2. No caso orientdvel, d depende ainda do nimerot de regioes do mergulho
minimo: se t é par, todas as regioes das demais particoes orientdveis também o serao.
Ocorre a mesma situagao para o caso em que t é impar. No caso nao orientdvel, a tinica
diferenca é que d nao depende de t, independente de t ser par ou impar a particao reqular
nao orientdveis existe, desde que satisfaca as condigdes 1), 2) e 3) desta observagao.

Para identificar os elementos do conjunto D dos mergulhos orientdveis e nao orien-
taveis regulares de (G, basta indentificar os tipos de modelos regulares, sao aqueles que
satisfazem as condigoes da Observacao 3.12.2 e serd representado por Dg. Observamos
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que D¢ refere-se somente aos modelos regulares de particoes regulares, diferentemente
de D¢, o conjunto dos mergulhos regulares. Obviamente que

De =D (G)UD(G),

onde D (G) é o conjunto dos modelos regulares orientéveis e D (G), o conjunto dos
modelos regulares nao orientdveis. E evidente ainda que D (G)U D (G) = @.

Proposicao 3.12.3 Para o grafo completo bipartido K,,,, valem as sequintes desigual-
dades:

3 < #(D(Q)) < #(D(G)).

Demonstragao. Pela Observagao 3.12.2, wma particao reqular dR,. pode ser so-
mente nao orientdqvel, desde que d atenda as condig¢oes 1), 2) e 3) e d nao possua a
mesma paridade de t, como é o caso, por exemplo, da parti¢ao reqular 9Rg|sxp do grafo
Kg . Isto prova que #(D (G)) < #(E(G)) Como a particao reqular depende de Doy,
0 piorT caso para a sua existéncia é quando m e n sao simultdneamente niumeros primos.
Neste caso, os divisores de 2mn sao dados por

Do, = {1,2,m,n,2m,2n, mn,2mn} .

Desse modo, pelas condigées 1), 2) e 3 da Observagio 3.12.2, o conjunto das parti¢coes
requlares de K., s podem ser da forma

DKm,n = {nR2m> mRQna Ran} . (352)

Mas m e n sao impares, entao o numero t de regioes do mergulho minimo orientdvel
e de todos os mergulhos orientdveis tém nimeros de regioes impares. Como o nimero
de regides dos modelos requlares em (3.52) sdo os impares 1,m e n, entdo todas as
particoes em Dp,, =~ sao de mergulhos orientdveis, isto é, #(D (G)) = 3; mas, por outro
lado, também sao particoes de mergulhos nao orientdveis de K, ,, uma vez que 1,m e
n pertencem a Day,,. Sendo assim, #(5 (G)) = 3, e consequentemente, vale as relagoes
de desigualdades

3 < #(D(G)) < #(D(Q)),

0 que mostra o desejado. [

Corolério 3.12.4 Para o grafo completo bipartido K, ,, valem as desigualdades

2 < #(D(Q)) < #(D(G)).

Demonstragao. De modo andlogo a Proposicao 3.12.3, podemos concluir que a
particao reqular dR, pode ser somente nao orientdvel, desde que d atenda as condig¢oes
1), 2) e 3) da Observagao 3.12.2 e d nao possua a mesma paridade de t, como é o caso,
por exemplo, da particio regular 9Rg|sxp do grafo Keg. Isto prova que #(D (G)) <
#(D(@)). Por outo lado, os divisores de 2n? sdo dados pelo conjunto

Dopz = {1,2,n,2n,n* 2n*} .
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Analisando o caso em que n é um ndmero primo, seque das condigoes 1), 2) e 3 da
Observagao 3.3.1, que o conjunto das partigoes requlares de K, ,, s6 podem ser da forma

DKW = {nR2n> R2n2} .

Mas n é impar, entao t é impar e todos os mergulhos orientdveis sao impares. Como
o nimero de regides dos modelos regulares em (3.52) sao os impares 1 e n, entio todas
as particoes em Dy, . sdo de mergulhos orientdveis, isto é, #(D (G)) = 2; mas, por
outro lado, também sao particoes de mergulhos nao orientdveis de K,,,, uma vez que 1
e n pertencem a Da,y,,. Sendo assim, #(15 (@) = 2, e consequentemente, vale a relagdo

2 < #(D(G)) < #(D(G)),
0 que mostra a proposi¢ao. [ |

Coroldrio 3.12.5 Se p é primo entao # (DKM) =4.
Demonstracao. De fato, pelo Coroldrio 3.12.4, o conjunto de modelos de mergulhos
requlares de K, , orientdvel e nao orientdvel sao ambos da forma

D (Kn,n) - {nR2n7 R2n2} - ﬁ (Kn,n) .

Como Dk, ,, = D (K,,)UD (K,,) e D(K,,) ND(K,,) =3, segue o resultado. [

)

Concluimos, do Coroldrio 3.12.5, que uma particao de um mergulho regular de K,, ,,
encontra-se simultaneamente em uma superficie orientdvel e em uma nao orientdvel, e
como sao dois modelos possiveis, os mergulhos regulares K, , sao sempre 4, para todo
n primo.

Lema 3.12.6 Se p = 2 e n = 2™, entdao o conjunto de modelos regulares de K, , é
composto pelos 2m elementos sequintes

DKn,n — {R22m+1, 2R22m, 4R22m—1’ Tty 22m72R8, 22m71R4} .

Demonstracao. O grafo K, , é da forma Komom, entdo, se dR, é um modelo
reqular de K, ,, este satisfaz a condi¢ao d € Dy.g2m. Entao determinemos os divisores
de 2-2%™. Ora, os divisores de 2™ sao dados pelo conjunto

Dom = {1,2,2%,2% ... 2™}
logo, os divisores de 2™ - 2™ sao dados pelo conjunto
Dom = {1,2,2%,2% ... 27 ... 22"}

e portanto os divisores de 2 - 22™ sdo os divisores de 2 -2™ - 2™ os quais sdo dados por

Doogem = {1,2,22,2% ... 2™ 2mF1L (3.53)
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Como n = 2?1 ¢ par, no modelo reqular dR,, d deve ser par e a é par > 4. Conse-
quentemente, d, o e dR,, em funcao de k, k € {0,1,2,3,--+,2m,2m + 1}, sdo dados
como na tabela sequinte

k 0 1 2 3 2m—2 | 2m—1 | 2m | 2m+1

d 1 2 22 23 22m—2 22m—1 om 22m+1

Q 22m+1 22m 22m71 22m72 23 22 2 1
dR,, | Rozm+1 | 2Ro2m | 4Rg2m-1 | 8 Rgzm—o2 22m=2R. | 227-1R, | 3 3

Logo, o conjunto dos modelos regulares de K, , é dado por
Dk, = {Rozm+1,2Ro2m, 4Rpom—1, - -+ , 2" Rg, 2" 'Ry } |
portanto, um conjunto com nimeros de elementos dado por
# (Dx,,) =2m+1—2+1=2m,
0 que mostra a afirmagao. ]

Lema 3.12.7 Seja ¢ um nimero primo diferente de 2 e m um nidmero inteiro, entdo o
conjunto de modelos requlares de K, , é composto pelos 2m elementos sequintes

DKn,n = {Rqum, 2Ryp2m—1,4Ryp2m—2,8 Rogam-s,- -+, 22m72R2q2, 22m71R2q} .

Demonstracao. O grafo K, ,, é da forma Kym on € q € primo. Se dR, é um modelo
reqular de K, ., este satisfaz as condigoes: d € Dagam. Entao determinemos os divisores
de 2¢*™. Os divisores de ¢™ sao dados pelo conjunto

Dgm = {1,¢,¢%,¢*,--- .q"},
logo, os divisores de q™ - q" sao dados pelo conjunto
Daom = {1,q,q2,q3,--- g, ’q2m}
e portanto os divisores de 2¢*™ sao os divisores de 2¢™q™ o0s quais sao dado por
Dy.o2m = {17(1761276137"' g 7q2m7272q72q272q3’... 2¢™, - ’2q2m},

Observe que Dg.g2m possui 4m + 2 elementos. Como n = 2¢*™ ¢é par, no modelo regular
dR,, d deve ser par, e a € par > 4. Entao devemos procurar valores de d em Dg.o2m de
maneira que o = 2q2m/d seja um niamero par, isto é, a deve ser da forma

2q2m
g’

o=

ke{0,1,2,3,-,2m}.

Note que o = 2¢*™/q* é um nimero ifmpar e, portanto, os modelos da forma dRggom gk
nao sao merqulhos de K, ,. Consequentemente, os modelos requlares dRR, de mergulhos
de K, sao como os relacionados na tabala sequinte, em funcao de d, o e k:
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k 0 1 2 3 2m — 2 2m —1 | 2m

d 1 q q2 q3 q2m72 q2m71 qm

Qa 2q2m 2q2m—1 2q2m—2 2q2m—3 2q2 2q 2

dRa R2q2m qRQqZ'mfl q2R2q2m72 q2R2q2m73 q2m_2R2q2 q2m_1R2q ﬂ

Logo, o conjunto dos modelos requlares de K, , é dado por
Dg,, = {R2q2m7 qRygem-1, q2R2q2m727 Q2R2q2m737 e 7q2m72R2q27 q2m71R2q} )
portanto, um conjunto com nimeros de elementos dado por
# (Dk,,.) =2m—1+1=2m,

0 que mostra a afirmac¢ao. [ ]

Utilizando os Lemas 3.12.6 e 3.12.7 podemos caracterizar os mergulhos regulares de
K, ,, no caso em que ¢ ¢ um nimero primo, através do seguinte Teorema.

Teorema 3.12.8 Seja q é primo e n = q™, m € N. Entdo:

i) Existem 2m modelos regulares de K, ,, isto €, # (DKM) = 2m;
i1) O conjunto de modelos regqulares é dado por

D . {R22m+1 y 2R22m’ 4R22m—1’ ey, 22m_2R8, 22m_1R4} , Se q = 2,
Ko = {Rqum, 2R2q2m71’ 4R2q2m72’ ce ,22m72R2q2, 22m71R2q}, se q # 2;

i) # (Dk,,) =4m e D(K,,) =2m =D (K,,).

Demonstragao. As afirmagoes i) e ii) podem ser comprovadas diretamente dos
conjuntos Dy, , existentes nas demonstragoes dos Lemas 3.12.6 e 5.12.7. A afirmagao
iii) seque do fato de que n = ¢™ é impar, pois é primo # 2, o nimero de regides dos
modelos de Dy, . € q', logo também é impar. Isto implica que os modelos de Dy, , s@o

modelos simultdneos de mergulhos orientdveis e nao orientdveis. Como # (DKW) = 2m,
entao, B

D (Knpn) =2m = D(K,,) = # (Dg,,) = 4m,
0 que prova a afirmagdo iii). [ |

Os resultados desta secao mostram que é possivel identificar todos os mergulhos de
um grafo, seja ele completo ou nao, identificar aqueles com regularidades, e estimar o
nimero de mergulhos regulares.

Ao relacionarmos os mergulhos regulares na Tabela 3.11.1, tinhamos muitas in-
certezas da existéncia dos mergulhos regulares. Foi necessdrio um estudo aprofundado
do comportamento do elementos que constituem os mergulhos regulares para obtermos
informacoes de sua existéncia. Sem os resultados apresentadoa acima, nao terfamos a
certeza de que os mergulhos relacionados na Tabela 3.11.2 seriam, de fato, os mergulhos
regulares orientdveis e nao orientdveis do grafo completo bipartido K, ,. As demon-
stracoes de todos os resultados vem confirmar que, de fato, os mergulhos regulares de
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K, , sao exatamente os apresentados na Tabela 3.11.2. Verificamos que houve uma
reducao de modelos regulares dos elementos da Tabela 3.11.1 devido a propriedade da
Proposigao 4.4.2. Para mostrar esta reducao, o grifico em barras dos modelos regula-
res de K, ,, que de fato existem, sao ilustrados na Figura 3.12.1. Este preserva ainda
as informacoes do grafo em barras da Figura 3.12.1, para mostrar onde ocorreram as
reducoes e de quantas unidades foram estas.

27“#(Classes regulares)

26
25
24
23
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21

20 /
19
18
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16
15
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e ——
I

|

—

—
I~

Ne)

1] /
/i /

SO =N W o 3

-
-

K K K

22 a3 Dag K
#(Orientaveis) ————————— #(Nao Orientdveis) ——— Totais

7,7 Ks,s K9,9 K10,10 K11,11 K12,12 K13.,13 K14,14 K15,15 K16,16 Klw

#(Orientdveis) =========-= #(Nao Orientdveis) Totals -—======---~

Figura 3.12.1: Gréfico com nidmero de mergulhos regulares e redugoes

Analisando o grifico em barras da Figura 3.12.1, chegamos as seguintes conclusoes
quanto ao fator de redugao p do niimero de mergulhos regulares.

Proposicao 3.12.9 Sejam p e p os respectivos nmimeros de perdas do conjunto de mo-
delos de mergulhos regulares orientdveis e nao orientdveis. Se p = p+ p é o total das
perdas, entao:

i) A perda p é maior nos casos em que n é um nimero composto, e atinge maiores
valores mos casos em que n € impar;
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i1) Seja t o mimero de regides do mergulho minimo, entdo p é constante, se n é um
nidmero primo, e

_ { 1,set > 2n
2, set < 2n.
i) p=0< n=2"
iw) p=3< n=q" eq éprimo # 2.
v) p<p
vi) Na maioria dos casos p =0 e p # 0 para n composto par diferente de poténcia de

primo.

Demonstragao. Consideremos Dy . 0 conjunto de modelos regulares possiveis
K, (modelos da Tabela 3.11.1) e DS, " o conjunto dos modelos de mergulhos requlares
que realmente existem (modelos da Tt abela 3.11. 2). Um modelo regular dR,, existe, isto
é, dR,, estd relacionado na Tabela 3.11.2, quando d e « satisfazem todas as condi¢des
da Observagao 3.12.2. O principal motivo da nao existéncia é o fato de a ser impar,
ou seja, quando o quociente 2n*/d é tmpar. Quando n é par, t também o serd, e todo
dR,, com « par, estd em DY an Entao todo dR, € D%, , quando n é uma poténcia
de 2 ou n é primo (veja Lema 3.12.6 e Proposi¢ao 3.12. 3) Estas justificativas provam
as afirmagoes iii) e ). Se n possui divisores pares e tmpares (como 6 e 12), o pode
ser impar. Se « é impar e d ¢é par, entao dR, representa duas perdas, pois dR, €
D (Knp) € dRy € D(K n) - Por outro lado, se d e a sdo impares, dR, € D(Knn) e
dR, ¢ D (K,,), portanto, a perda ocorre somente em D (K,,), dai p < p e portanto
v) é verdadezm, como consequéncia, p é maior quando n é um composto impar, logo a
afirmagao i) também é verdadeira. As afirmagao ii) e iv) sao somente consequéncias
de como os modelos da Tabela 3.11.1 foram escolhidos e nao representam propriedade
gerais. [
Concluimos assim a andlise dos mergulhos regulares de K, ,,. Foram obtidos muitos
resultados os quais, quando usados devidamente, forneceram informagoes necessdrias
para a identificacao imediata dos mergulhos regulares de grafos. Sao informacoes que
dizem respeito ao tipo, quantidade e local de existéncia do mergulho do grafo completo
K, ,, condicionadas ao tipo de paridade de n e a condicao de n ser primo ou nao. As
técnicas de identificagao e resultados aplicam-se a outras categorias de grafos e podem
ser aplicadas para forncecer resultados equivalentes.



CAPITULO 4

Mergulhos em Superficies com Bordos

Vimos, nas se¢oes anteriores, que os mergulhos de grafos podem ser realizados em super-
ficies orientdveis e nao orientdveis. Na relacao de modelos de mergulhos da Tabela 3.10.2,
concluimos que as classes de mergulhos nao-orientdveis de um grafo é bem maior do que
o dobro das classes de mergulhos orientdveis. No estudo das classes de mergulhos regula-
res realizado na Secao 3.10 observamos a mesma propriedade em relacao aos mergulhos
regulares, as classes mais importantes, quando o objetivo é usar mergulhos para projetos
de modulacoes de sinais. Apesar de nossas agoes, neste trabalho, estarem concentradas
em projetos de modulagoes vindos de mergulhos orientdveis, os procedimentos também
aplicam-se ao caso nao orientdvel, com as suas devidas adaptacoes. Sem falar que as
classes de mergulhos nao orientdaveis, além de ser maioria no universo das superficies
compactas, também ¢é maioria quando se trata de classes regulares. Um motivo de nao
darmos os mesmos tratamentos as duas familias de classes de mergulhos em superficies
compactas é que a grande quantidade de classes de mergulhos nao orientdveis, tornaria
este trabalho por demasiado extenso.

Existiriam outros tipos de mergulhos diferentes dos mergulhos em superficies com-
pactas onde poderfamos realizar o processo de identificacao? Se estes existem, o mimero
de classes seria menor ou maior do que as das superficies compactas? Seria possivel
identificd-las e construi-las? Existiriam muitas classes de mergulhos regulares? O o-
bjetivo deste capitulo é fornecer respostas para estas questoes, através dos mergulhos do
grafo completo Ky 4.

4.1 Consideracoes sobre Mergulhos em Superficies
com Bordos

O conceito de mergulhos de grafos em superficies com bordos foi introduzido por
Lima e Palazzo em [21]. Este tipo de mergulho foi definido através de uma operagao

geométrica da retirada de um interior de uma regiao conforme o estabelecido na Defini¢ao
2.4.1.

83
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Do ponto de vista da Topologia Algébrica, uma superficie {2 com k£ componentes de
bordos, denotada por €2, é uma superficie homeomorfa a {2 menos k£ pontos. Cada ponto
retirado de uma superficie gera uma componente de bordo denominada de fim. De um
modo geral, o fim em uma superficie refere-se a porcao que se prolonga indefinidamente
e tem por bordo, uma curva homotépica a um circulo. Os tipos de fins mais conhecidos
sao os fins catendide, planar e Enneper. A Figura 4.1.1 ilustra exemplos famosos de
superficies minimas, todas com bordos e com os tipos de fins mais conhecidos.

Note que, nas superficies da Figura 4.1.1, o catendide (b) contém dois fins do tipo
catendides. A superficie c) é semelhante a Superficie de Costa-Meeks I11, tem trés fins,
sendo dois deles do tipo catenéide e um, o do meio, é do tipo planar. A diferenca da
superfice ¢) para a superficie de Costa-Meeks III estd no género, esta ¢ de género 1
enquanto a superficie em c) é de género 4. Observe que os fins das superficies a) e d) sao
topologicamente bem difenrentes. Enquanto o fim da superficie de Enneper (a) possui
autointerscgoes, o do helicéide (d) nem sequer chega a ser homotépico a um circulo. E
6bvio que existem outras superficies com os tipos de fins os mais variados possiveis.

THTTTTARS
HHA

a) Enneper b) Catendide ¢) Superficie com 3 fins d) Helicéide

Figura 4.1.1: Superficies minimas com bordos e principais tipos de fins

A principio, importante para os nossos propdsitos é o fato das superficies apresentadas
na Figura 4.1.1, poderem ser utilizadas para projetos de modulacoes, do mesmo modo
que se pretende fazer com as superficies compactas, aquelas que nao possuem bordos.
Para isto, faz-se necessdrio definir um mergulho em superficie com bordo. Apdés algumas
tentativas nesta dire¢ao, Lima [21] chegou a conclusdo que a forma mais natural de
definir um mergulho com bordo é aplicar uma operagao geométrica nos interiores de
regioes de mergulhos em superficies compactas, para obter as componentes de bordos.
Esta operacao usa o principio de que uma regiao R, de um mergulho de 2-células de um
grafo € homotoépica a um ponto, e se R, é emaranhada, a sua fronteira 0R,, é homotépica
a um circulo, portanto se retirarmos o interior da regiao, obteremos um bordo com um
fim do tipo catendide. No caso da regiao R, ser emaranha, a sua fornteira é uma curva
fechada nao homotdépica a um circulo uma vez que OR,, possui intersecoes de vértices e
lados. No entando, foi mostrado em [24] que um bordo pode ser gerado a partir de uma
regiao emaranhada, através da operagao geométrica de retirada do interior da regiao, do
modo realizado para as regides nao emaranhadas. A diferenga é que os mergulhos com
bordos sobre regioes emaranhadas difere da nao emaranhada porque os mergulho com
bordos nao podem ser representados sobre os modelos planares da superfice, somente
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sobre os modelos espaciais.

Na Figura 4.1.2 ilustramos dois exemplos de mergulhos: 1) com uma componente de
bordo, o mergulho planar (b), obtido do mergulho de K44 em (a) através da retirada
do interior da regido R; e; 2) o mergulho com duas componentes de bordos, obtido do
mergulho de K44 em (a), através da retirada do interior das regides R; e Rs. Ambos sao
mergulhos com bordos em uma superficie nao orientével de génro 2, a Superficie de Klein,
o caso mais complexo de mergulho que se pode obter. Estes foram os primeiros esbocos
de mergulhos planares realizados em superficies nao orientdveis com bordos. Quanto
a dificuldade da construcao, esta apresentou a mesma complexidade do mergulho em
superficies orientdveis sem bordo. A forma geométrica espacial correspondente a cada
mergulho com bordo encontra-se na parte inferior da Figura 4.1.2.

(a) TK = a,b,alb,a,b,alb;}

Figura 4.1.2: Mergulhos do grafo completo bipartido K,4 sobre modelos planares de
superficies nao orientadas com bordos

E evidente, que este processo de construcdo em mergulhos com bordos baseia-se no
mergulho de um grafo em uma superficie compacta. Este tem que ser construido a priori,
analisados os tipos de regioes, as condigoes de emaranhamentos e as intersecoes entre as
mesmas para, depois, decidir que tipo de superficies desejamos para o mergulho. Para
os modelos com bordos de mergulhos da Figura 4.1.2, foi escolhido o mergulho em (a),
porque este contem regioes nao emaranhadas isoladas, como ¢ o caso das regioes R} e R3,
0 que permite construir mergulhos com bordos bem definidos. Esta nao é obviamente
uma condicao necesdria, a principio pode-se aplicar a operagao de exérese em todas as
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regioes, neste caso a superficie é formada somente pelas curvas do grafo, ou sobre um
nimero menor de regioes, independente destas serem emaranhadas ou nao.

Utilizando o inverso do método de transferéncia de mergulho do modelo espacial para
o planar introduzido por Lima em [21], é possivel construir os mergulhos equivalentes
sobre os modelos espaciais, correspondentes aos mergulhos com bordos. Estes s6 nao
foram realizados nos respectivos modelos espacias (d) e (e) devido a grande quantidade
de sobreposicao de linhas que tornaria o mergulho confuso.

Pode-se também, como foi realizado por Lima [21], construir o mergulho diretamente
sobre os modelos planar e espacial de uma superficie com bordo, sem ter por base um
mergulho em uma superficie compacta, cujo grafo mergulhado vem de um grafo associado
a uma DMC, como mostram os modelos de mergulhos ilustrados na Figura 4.1.3. Sao
todos modelos reformulados construidos em [21].

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 1

= o
w

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 0

,_.
)
SOm Do Now =
oo
R=]

(a)4-totem=»2N=R R, |(b) 6-totemew 3N=2R R, (d) Cy[3] =» 2N =8R,

Figura 4.1.3: Mergulhos sobre superficies orientadas com bordos grafos associados a
DMC

Os mergulhos com bordos da Figura 4.1.3 foram construidos observando as condicoes
da Definicao 2.4.1, veja que cada componente de bordo é definida pelo acréscimo de 3
vértice (ou trés lados) ao poligono 2m-lados da superficie compacta bésica. Por exemplo,
o mergulho em (a) vem do grafo correspondente a um canal 7-drio e encontra-se sobre
o catendide, superficie homeomorfa a esfera com duas componentes de bordos. Como a
esfera tem por poligono, o 2-lados = aa™!, acrescenta-se as duas seqtiencias de 3 lados
blclbl_l e bacaby LA fronteira de aa~! para obter o poligono do catendide

C = Sg = ablClbI1a71b202b2717

assim, o catendide tem por poligono um (2m + 2 - 3)-lados, pois cada componente de
bordo contribui com 3 lados.
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A Figura 4.1.3 contém ainda mergulhos com 3 componentes de bordos, os mergu-
lhos (b), (e) e (f) sobre a superficie minima denominada de tri-néide, 3N, cuja palavra
representante da forma poligonal é dado por

AN = aa 'byciby tbacaby thsesby !,
e com 4 componentes, o mergulho (c) sobre o 4-néide, cuja palavra é dada por
4N = aa_lblcl61_1620262_163036;164046;1.

De um modo geral, se 2m-lados ¢ a forma poligonal de uma superficie compacta g7,
a superficie com k£ componentes de bordos, g7}, tem por forma poligonal,

T, = (2m+ 3k)-lados = aja;'---a,'by - by ou (4.1a)

m

9T = (2m+ 3k)-lados = aycibytayt -+ - a, brerb, by (4.1b)

Como a palavra de um mergulho com bordo é obtida da palavra na forma normal
de uma superficie sem bordo acrescentando-se as componentes de bordos, entao todo
mergulho com bordo vem de um mergulho em superficie compacta (sem bordo). Esta
observagao é importante e serd utilizada para identificar os mergulhos com bordos, a
partir dos mergulhos em superficies compactas.

Lembrando que, do modo como sao distribuidas as componentes de bordos na forma
poligonal da superficie, estas podem ter um ponto em comum, como a superficie definida
pela palavra em (4.1a), ou serem todas isoladas, como o caso da superficie em (4.1b) .
Observe, na Figura 4.1.4, os dois casos de superfiices com bordos correspondentes as
palavras (4.1a) e (4.1b) .

D
‘ \:i ,'0’;'

A

Ling
e

Figura 4.1.4: Superficies orientadas g7}, bordos: (a) consecutivos, (b) isolados.

Apesar da superficie (a) na Figura 4.1.4 representar uma superficie orientdvel de
género m com k componentes de bordos, mT}, , a forma usual é a superficie (b). Conse-
quentemente, (4.1b) é denominada de forma normal da superficie m7T},. A razao de (4.1a)
nao ser a forma usual de mT}, é porque o grupo de homologia, quando calculada através
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do método de Betti sobre a forma poligonal em (4.1a), dar resultado completamente
diferente do esperado.

O modelo planar de mergulho em superficies com bordos s6 é possivel de ser realizado,
quando a operagao de exérese incide sobre uma regiao nao emaranhada de um mergulho
de uma superficie ). Quando se trata de uma regiao emranhada R, as intersegoes no
bordo JR,, principalmente as provenientes de emaranhados lineares, provocam defor-
magoes no modelo planar do mergulho do tipo descontinuidade da fronteira da forma
poligonal 2m-lados de 2. Como consequéncia, a forma poligonal 2m-lados de €2 fica
totalmente descaracterizada e até mesmo irreconhecivel no sentido de identificar a su-
perficies de origem do mergulho. Pode-se até usar este modelo deformado de mergulho
planar com bordo, mas perde-se totalmente a representacao poligonal de um mergulho
com bordo do modo ilustrado, como exemplos, nos mergulhos (b) (c) da Figura 4.1.2.
Entretanto, sobre o modelo espacial, tudo é possivel: desde a construcao do mergulho
compacto €2, as representacoes de regioes isoladas, até a identificagao da classe de ho-
mologia do curva que define o bordo da regiao emaranhada e o tipo de fim, caso a
operagao de exérese saja aplicada na regiao com bordo.

Em [24], Lima mostrou que é possivel construir um mergulho espacial de um grafo
a partir do mergulho planar e destacar a regiao emaranhada, operagao importante que
permite identificar a topologia da regiao e seu bordo, identificando assim o tipo de fim,
caso a operacao de exerese seja aplicada na regiao emaranhada.

Figura 4.1.5: Etapas de construcao do mergulho espacial de K35, destaque da regiao
emaranhada

A Figura 4.1.5, construida a partir de vdrias construgdes em [24], mostra o processo
de construgao do mergulho espacial de um mergulho do grafo completo K5 sobre o
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toro, a partir do modelo planar descomplexificado! (1) de um mergulho de K5. Quando
o modelo encontra-se na forma descomplexificada o mergulho espacial é mais facil de
ser construido. O modelo espacial do mergulho (3) foi obtido através de uma etapa
intermediaria do mergulho correspondente a (1), sobre o cilindro (2), etapa que permite
identificar parcialmente as formas topolégicas do mergulho sem a regido emaranhada (2a)
e da regiao emaranhada (2b). Na etapa intermedidria do mergulho sobre o cilindro, ja é
possivel identificar a forma topolégica da superficie: o mergulho complementar da regiao
emaranhada (2a) é homeomorfo ao cilindro e a regido emaranhada em (2b) estd na mesma
classe de homologia do toro. Além disso as regides triangulares sao todas homotdpicas a
um ponto, pela Proposicao 3.3.2. Por este processo, toda regiao de um mergulho sobre
o toro pode ser identificado ja na etapa intermedidria do mergulho sobre o cilindro, é
suficiente imaginar o que ocorre quando unirmos os bordos b e b~! do cilindro (2). E
bom lembrar que este processo de identificacao sé é possivel no toro. Numa superficie
de género maior ou igual a 2, é claro que este procedimento nao deve funcionar, porque,
a etapa anterior da operagao geométrica nao é um cilindro, seria um toro e dois cilindros
e, provavelmente, uma regiao emaranhada poderia nao ser identificdvel nesta etapa.

A Figura 4.1.5(3) ¢ o mergulho sobre o modelo espacial do toro de K5 correspondente
ao modelo planar em (1). Veja que hd uma certa dificuldade de vizualizar a regido
emaranhada, no entanto, quando esta é isolada, como no mergulho (3b), percebemos
imediatamente a sua forma exata topoldgica: é uma regiao da mesma classe de homologia
do toro. Observe que se trata de uma regiao de 8 lados definida pela sequéncia orbital
v =1(3,4,0,2,4,3,1,2), com um emaranhado pontual no vértice vy e um emaranhado
linear no lado (vs v4) , pontanto, um emaranhado misto de grau 2.

Figura 4.1.6: Regioes quadrangulares do mergulho de K5 da Figura 4.1.5.

O mergulho complementar em (3a) exibe confusamente as demais regides triangu-
lares do mergulho. Entretanto, estas podem ser isoladas, do mesmo modo que foi feito
com a regiao emaranhada. Para termos uma idéia precisa de cada regiao triangular

1Um modelo se diz descomplezificado quando todas a regido emaranhada nio se encontra fragmentada
no modelo planar do mergulho. Este processo foi introduzido por Lima em [24].
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apresentamos, isoladamente na Figura 4.1.6, cada regiao triangular correspondente ao
mergulho (3a) da Figura 4.1.5.

Observe que cada uma das regioes destacadas através de cores distintas da Figura
4.1.6 passam por 3 vértices distintos, logo sao regioes nao emaranhadas, todas de 3 lados
e, portanto, sao regioes do tipo R3, cujas respectivas sequéncias orbitais sao dadas por

Rgzul — (0’ 3’ 2) ’ Rgermelha — (0’ 1’ 3) ’ Rgmarela — (0’ 1’ 4) e Rgmzrrom — (1’4’ 2) .

No caso do uso de uma destas regidoes na composicao de um bordo, todos seriam
homotépicos a um circulo, diferente do bordo vindo da regiao emaranhada Rg que teria,
aproximadamente, o formato de bordo ilustrado na Figura 4.1.7.

(¢

//
Regiao toroidal 4 \

\ : el s% 4 Expansao
’“s\ —— através
do Bordo y

Figura 4.1.7: Identificacao do bordo de K5 — T} de um emaranhado mixto de grau 2

Em um projeto de modulagao sobre uma superficie vindo de um mergulho de grafo,
as etapas das construgoes de mergulhos conforme o processo ilustrados nas Figura 4.1.5,
4.1.6 e 4.1.7, desempenham papéis muito importantes, dentre os quais destacamos a
identificacao das formas topolégicas da regiao emaranhada R, e da classe de homologia
de sua fronteira OR,,. As regides ndo emaranhadas nao sao problemas, regiao (conjunto
dos pontos interiores) e fronteira possuem a mesma classe de homologia, porém quando
se trata de regioes emaranhadas, devemos saber que a regiao é sempre homotdpica a zero
apesar de sua fronteira ter sempre classe de homotopia diferente de zero. Por isso, este
tipo de construgao é fundamental para se obter as primeiras informagoes sobre a classe
de homologia das regioes emaranhadas e, quem sabe, chegar a conclusoes mais gerais.

O primeiro esquema da Figura 4.1.7 foi realizado tomando-se a sequéncia orbital
v =(3,4,0,2,4,3,1,2) do emaranhado mixto Rg de grau 2, colocando a fronteira 0Rg
sobre uma regiao toroidal homotépica a um ponto e realizando a expansao sobre a
fronteira 0Rg, para vizualizar a forma do bordo imaginado, caso 0Rg pentenca a esta
regiao. Este esquema é para efeito de comparacgao e ver o quanto a regiao g e seu bordo
sao diferentes daquele que imaginamos em um primeiro momento. E claro que esta
identificagao s6 é possivel através do mergulho sobre o modelo espacial bem trabalhado,
isolando a regiao de forma adequada, para que se possa vizualizar precisamente a forma
topoldgica da regiao e seu bordo. Este processo de identificacao é de grande interesse
nosso. O exemplo é para mostrar que é possivel fazer este tipo de identificacao. Nao
iremos explorar aqui este aspecto do problema por motivos justificados anteriormente:
este trabalho ja tem muitos objetivos a serem concluidos.
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4.2 Mergulhos com Bordos

Na Secao 4.1, vimos alguns aspectos importantes dos mergulhos com bordos que
justificam o nosso investimento em desenvolver um processo de identificagao desses mer-
gulhos.

Voltemos entao ao problema da identificagao dos mergulhos de K, 4 para estabelcer,
nesta se¢ao, um processo de identificagao de mergulhos em superficies com bordos. J&
identificamos, no Capitulo 3, os mergulhos orientéveis é nao orientdveis. Pela Definicao
2.4.1 e os mergulhos da Figura 4.1.3, deduzimos que todo mergulho com bordo vem
de um mergulho em superficie compacta. Logo, todo mergulho com bordo do grafo
completo K44 pode ser obtido de um mergulho orientével ou nao orientével relacionado
no Capitulo 3.

J& que todo mergulho com bordo origina-se de um mergulho sem bordo, identifique-
mos entao, para cada mergulho sem bordo do Capitulo 3, todos os mergulhos que podem
ser obtidos deste.

Afim de introduzir uma notacao simplificada para o conjunto de mergulhos com
bordo originados de um mergulho sem bordo, vejamos as condicoes necessdrias para
qualificar mergulhos distintos com bordos.

Definigao 4.2.1 Dado um mergulho Go — Q = UFR,,, denominaremos de conjunto
gerado por Gg — (2, o conjunto de todas as superficies de 1 até k bordos gerados de
G — Q, denotado por S, (Ge), ou seja,

Sb(G@):{G@HQj:1§j§k,h:k—jeRaiGUfRai}.

Visando relacionar os elementos de S, (Gg), consideremos Gg — ) = UfRal. um
mergulho sem bordo com k£ regides distintas. Entao, pela Definicao 4.2.1, os mergulhos
gerados por Gg — €2 sao todos os mergulhos distintos de 1 até k componentes de bordos,
obtidos de Go — Q = UFR,,. Para todo i € {1,2,--- ,k}, denotemos por M} (Gg) o
conjunto das particoes de mergulhos como ¢ componentes de bordos obtidos do mergulho
de Go. Se R™*2"% & a partigao do mergulho com ¢ bordos, onde R, ;Ra, , " Ra,,
sa0 as regioes nas quais as operacao de exéreses foram aplicadas, isto é, RZ1*2"% =
UfRa, —{Ra,, Ra, ;- , Ra,, }, entdo os elementos de M} (Ge) sao obtidos através das
combinagoes de i elementos das k regioes do mergulho sem bordo de Gg, ou seja,

MI% = {RI17R$2’,,,7RJEk}7
Mg — {Rmxz’ R¥1%s ... ’kaflxk}’

Mé — {Rffl"‘mi’Rffl”‘mimi+l’ - ’kaﬁﬂ"wmwk}’

Mlg — '{RfUlfU?”mI;flmk}'

Com isto, M (Ge) = UF_;M, e o ntimero de elementos de cada subconjunto de mergu-
lhos com 7 componentes de bordos é dado por

| = (%)
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Como |M| # |Mi|, para todo i # t, segue que o nimero de elementos de M, (Gg) ¢

dado por
ko (k
‘Mb (G@)‘ = Zi:l <Z) = 2/€ —1.

Consequentemente, os comentdrios acima provam a seguinte afirmacao.

Proposigao 4.2.2 Se todas as regides do merqulhos Go — Q = U¥R,,. sdo idénticas,
entao
M, (Go)| = 2% — 1.

Demonstragao. Consequéncia direta dos comentdrios acima. [ ]

Observamos ainda que todos os mergulhos com 7 componentes de bordos pertencem
a um mesmo tipo de superficie. Sendo assim, devemos saber que, nas condig¢oes acima,
para toda R”'"% € M} R*% ¢ uma partigao sobre ;.

No caso em que G@ — = UFR,, tem regioes iguais. O niimero de elementos de
M, (Gg) depende, deste nimero de regloes iguais. Mas nao é problema este tipo de cal-
culo, trata-se somente do cédlculo de combinacoes com elementos repetidos. Obviamente
que o nimero de elementos de M, (Gg) é menor & medida que U¥R,. possui regides
repetidas. J4 que o nimero de regioes em mergulhos de K4 nao chega a ser muito
expressivo, nao hverd meiores dificuldades em identificar os mergulhos com bordos de
K4,4.

Da Proposicao 4.2.2, deduzimos que o ntimero de mergulhos com bordos ¢ muito
maior do os mergulhos sem bordos. Esta diferenca atinge valores méximos quando as
regioes do mergulho sao todas distintas. Podemos entao estimar um limitante superior
para o conjunto dos mergulhos com bordos através da seguinte afirmacao.

Conjectura 4.2.3 Sejat o nimero de regides do mergulho minimo G — 2 e |G (¢g2)|
o nimero de classes dos mergulhos de G sobre |G (¢gf2)|. Se M (G) é o conjunto dos
mergulhos orientdveis sem bordos de G entao

15~/2-2 1) | (t—2i) (2% = 1)], set é par
M(G)| < My (@)] < { 720 [1Gann ’ ;
IML(G)| < [M ( )|—{ éZ%HQQHGWHQ} (t —2d) (2% —1)], set é tmpar.
(4.2)

Demonstragao. Faremos a prova da conjectura para as classes de mergulhos de
Ky4. Toda classe de mergulho de G sobre g€ tem mimero de regioes constante que
dependem do mergulho minimo G — ~Q = Ul_,R,,. Entdo, se todas as classes forem
de regioes distintas, pela Proposi¢ao 4.2.2, temos que:

SRR [|Gyain| (= 20) (272 = 1)] , se t é par

‘ 4.3
ZEH(_)U/Q 2 HG(W-H Q{ t— 21) (2t 2% _ 1)} , se t é impar. ( )

# (M, (G)] :{

Mas, como podemos deduzir da andlise da diferenca entre o niumero total de modelos
existentes e a perda devido as regioes idénticas, realizada no Apéndice C das classes
de K4 relacionadas na Tabela 3.10.2, a maioria das classes de K4 possuem regioes
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tdénticas. Como o niumero de mergulhos com bordos decresce com o aumento de regioes
iguais, esta reducdao chega a ser superior & metade dos nimeros de elementos de M, (G)
m (4.3), e diminui com o aumento do nimero de regides no modelo. No caso das
classes de mergulhos com bordos de K44 gerados a partir das classes com 6 regioes, a

Classe Componentes de bordos Total | Perda Perda em
Royiag || 1 | 2‘ 5" 4 | 5| 3 porcentagem
Rygaaanz | 212|222 1 11 52 82, 54%
Tabela 4.2.1| Ryy4a610 || 3| 44| 4] 3] 1 19 | 44 69, 84%
Rysaass | 314141143 1 19 44 69, 84%
Risaces | 3141 414|3 1 19 44 69, 84%
Riseeee | 31414143 1 19 44 69, 84%

Tabela 4.2.1: Mergulhos com bordos das classes de K4 — 2T = Ry, ... aq

mostra o nimero de mergulhos com bordos e suas respectivas perdas. Observe que esta
superior a 69%. Analisando o nimero de mergulhos com bordos das demais classes de
mergulhos de Ky 4, concluimos que a perda é superior a 50%. Veja os dados apresentados
nas tabelas do Apéndice B. [ ]

Na Tabela 4.2.1 a coluna "Total" indica o niimero de classes de mergulhos distintos
como bordo gerados pela classe IR, ... o4. Por exemplo, as classes de mergulhos orientéveis
e nao orientaveis sem bordo Ry444.412 de K44 geram: 2 mergulhos com 1 componente
de bordo sobre 277,

K4 — 271 = Rygaaa € Kya— 2T = Ryga4.12;
2 mergulhos com 2 componentes de bordos sobre as superficies 275,
Ky — 215 = Ryga4 € Kyg — 215 = Rya4.19;

2 mergulhos com 3 componentes de bordos sobre as superficies 273 e 2K3,

K4 —2T3=Ryga € Kyg — 213 = Ryq9;
2 mergulhos com 4 componentes de bordos sobre as superficies 27, e 2Ky,
Kya— 2Ty = Ryy e Kyg— 2Ty = Ryo;
2 mergulhos com 5 componentes de bordos sobre as superficies 275 e 2K,
Kyg — 25 =Ry e Kyqg— 215 = Ryy;

e 1 mergulho com 6 componentes de bordos equivalente ao grafo K44 mergulhado sobre

as superficies 275 e 2K,
Ky4 — 2Ty = Ky

Consequentemente, um total de 11 classes de mergulhos com bordos gerados pela classe
de mergulhos sem bordo Ky 4 < 27T = R4 44.4,12. Por outro lado, pela Proposicao 4.2.2,
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um mergulho de 6 regioes pode gerar 63 mergulhos com bordos distintos, porém, como a
classe [744.4.44,12 tem somente 2 tipos de regioes distintos, deixou de gerar 52 mergulhos,
quantidade computada na coluna "Perda"da Tabela 4.2.1. Portanto, a porcentagem da
perda foi de 82,54%. As demais linhas da tabela descrevem o mesmos tipos de dados
para as classes de mergulhos com bordos, geradas pelas demais classes de mergulhos sem
bordos com 6 regioes de Ky 4.

Como os mergulhos de K44 sobre 2K possuem os mesmos tipos de particoes de 277,
os resultados da Tabela 4.2.1 sao equivalentes para o caso dos mergulhos nao orientédveis
com bordos de Ky 4 sobre 2K. Sendo assim, o conjunto M,(G), das classes de mergulhos
nao orientdveis sem bordos, tém o mesmo nimero de elementos do conjunto M, (G), das
classes de mergulhos sem bordos orientaveis, isto €,

|Mb(G>)‘ = |Mb(é>‘

Como consequencia do exposto acima, as classes de mergulhos com bordos de /4 4 sobre
2T contém, a menos de isomorfismos, 87 mergulhos, contabilizando 228 perdas, num
universo de 315 classes possiveis; logo a perda ¢ de 72, 38%. Esta relagao estd de acordo
com as desigualdades da Conjectura 4.2.3. Observe ainda que o nimero de mergulhos
com bordos vindos das classes de mergulhos sem bordos de K4 4 sobre 27, é que as classes
de mergulhos com bordos de K44 é de 14,5 vezez maior do que a classes de mergulhos
sem bordos de K44 sobre 27T, isto ¢,

|Mb (K474 — 2T, 2K)| = 14, 5 |M (K474 — 2T, 2K)| .

Melhorar os limitantes de |M, (G)| é um problema que depende obviamente do tipo
de grafo. Apresentamos aqui somente as conclusoes do caso dos mergulhos com bordos
de K44, mas vale ressaltar que conclusoes andlogas foram apresentadas em [24] quando
da andlise do grafo completo K.

Concluimos, entao, que o processo de identificagao de um mergulho com bordo
comeca a partir da fixacao de um mergulho sem bordo; neste, o grafo GG, a superfi-
cie 2 e a partigdo UFR,,. ja devem ser conhecidos. Resta somente decidir pelo niimero
de regioes i que irao ser eliminadas (regies sobre as quais serao aplicadas a operagao de
exérese); este nimero pode variar de 1 até k e, finalmente, escolher dentre as k regioes,
7 regioes para serem transformadas em componentes de bordos. Entao comecaremos, a
seguir, identificar os mergulhos com bordo de K, ,, n = 2,3, 4.

4.3 Mergulhos Orientaveis com Bordos de K, ,,

Vimos, na Subsecao 3.3.1, que o grafo completo bipartido K7 ; nao possui mergulho
de 2-células, e portanto nao faz sentido construir um mergulho com bordo a partir do
mergulho de K ; da Figura 3.3.1. Caso realmente desejemos obter este mergulho, iremos
considerd-lo como o mergulho com bordo composto somente pelo K;; como um grafo
sobre a esfera.

De um modo geral, se G (©) — Q = U* | R,, ¢ um mergulho sem bordo, iremos
considerar todo mergulho com k& componentes de bordos como sendo somente os lados
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Orientavel Nao Orientével
Sem bordo | M, | C/bordo | M, | M| S/bordo | M, | C/bordo | M, | M | Tot
Q| S| 1|8 S |2|3]9]|P]|1 P, 1|25
URy || Raa | 1 | Ry | Koo | 2 | 3 |UR, | Ry | 1 Kyo 1 (2] 5
Tabela 4.3.1: Classes de mergulhos de Ky 4
e vértices do préprio grafo G (©) mergulhado na superficie €, isto é,
GO)—=U%=G0O)— QU R, =U"_0R,, (4.4)

Neste caso, G (©) — () seria composto somente pela unido das fronteiras das k regioes
R, do mergulho sem bordo G (0) — €. Esta conclusao é decorrente da condigdo da
prépria operacao de exérese que retira todo interior da regiao, e quando a operagao é
aplicada em todas as regioes, resta somente o grafo mergulhado na superficie.

4.3.1 Mergulhos com bordos de Kj»

Considerando as notagoes anteriores, os mergulhos com e sem bordos do grafo Ko
sao como os relacionados na Tabela

Pelo exposto na Tabela 4.3.1, vemos que o conjunto das classes de mergulhos de K3 o
é composto de 5 elementos, sendo 3 orientdveis e 2 nao orientdveis. Dos 3 mergulhos
orientdveis, dois sao com bordos, e dos 2 nao orientdaveis, um é com bordo. Sendo assim,

M| = 2M,| e [My| = M. (4.5)

O grafo K35 ¢ o tinico caso da familia dos grafos completos K, ,, que valem as igualdades
em (4.5). Entdo os unicos conjuntos que possuem mergulhos com bordos iguais aos
mergulhos sem bordos é o conjunto dos mergulhos nao orientados de K. Nos casos
seguintes iremos constatar que, em vez de igualdades, ocorrem as desigualdades

|Mb| > 2|Ms| € |Mb| > 2|Ms|

E evidente que o processo de descricio dos mergulhos comeca a ficar mais complexo
a partir do grafo K33. A identificacao de K33 é simples, de K44 jé4 dar mais trabalho
e de K5, sequer ainda nao cogitamos em realizd-la devido a sua grande quantidade de
classes e complexidade de célculo exigida do Algoritmo 2.8.1 para este caso.

4.3.2 Mergulhos com bordos de K33

Apesar do objetivo ser identificar os mergulhos com bordos temos que partir, pela
Definicao 4.2.1, dos mergulhos sem bordos. Assim os mergulhos sem bordos passam a
ser incluidos naturalmente no processo. Pela Tabela 3.4.1, o conjunto das classes de
mergulhos orientdveis de K33 é formada por 3 elementos

K373 — T = 3R6, K373 — T = 2R4R10 (S K373 — 2T = ng, (46)
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Orientavel Nao Orientével

Sem bordo Com bordo Sem bordo Com bordo
Q T Ty Ty T3 K K Ky
Z13Rs, 2R41012R6, 2R4,Ra 10| R6, R4, 10| K33  3Re,2Ra10 |2R6, 2Ry, Ra10 |Ra, Re, Rio
Q 2T 2T} KP KP KP,
ZE| R K33 R4, Re 12, Rg 10|/ R4, Re, -+, Rua| K33
Q 2K 2K,
E Ry K33

Tabela 4.3.2: Mergulhos com bordos das classes de Ky 4 — 2T = R, ... a4

enquanto as classes de mergulhos nao orientdveis encontram-se sobre as superficies
K, KP e 2K e sao dadas por

K373 — K = 3R6, 2R4R10, K3,3 — KP= R4R14, R6R12, RgRlo, € Kg,g — 2K = ng,
(4.7)
Aplicando as condi¢oes de mergulhos com bordos gerados pelos sem bordos da Definicao
4.2.1, nas partigoes em (4.6) e (4.7), deduzimos que os mergulhos com e sem bordos de
K33 sao exatamente aqueles relacionados na Tabela 4.3.2.
O stmbolo = utilizado na Tabela 4.3.2 indica a particao do mergulho sobre a superficie
(2. Veja que o conjunto dos mergulhos de K3 3 sao compostos de 11 mergulhos orientéveis,
sendo 3 sem bodos e 8 com bordos, e 20 nao orientaveis, sendo 6 sem bordos e 14 com
bordos. Em ambos os casos o niimero de mergulhos com bordos é maior que o dobro do
nimero de mergulhos sem bordos.

4.4 Mergulhos com bordos de K, 4

Por ser relativamente grande a quantidade de mergulhos com bordos do grafo com-
pleto, o processo de identificacao serd realizado em duas etapas, os mergulhos orientédveis
com bordos e nao orientaveis.

4.4.1 Mergulhos com bordos orientaveis de K, 4

Utilizando os mesmos procedimentos da Segao 4.3, relacionaremos os mergulhos com
bordos do grafo completo K, 4, juntamente com os sem bordos, j4 que estes sao os
geradores dos mergulhos com bordos. Utilizando os modelos de mergulhos orientédveis
e nao orientdveis de K44 relacionados na Tabela 3.10.2, as condigoes da Definig¢ao 4.2.1
nos déd o conjunto de mergulhos de K44, de acordos com os modelos relacionados na
Tabela 4.4.1.

Devido a acomodacao dos elementos na Tabela 4.4.1, optamos pela notacao bR4R1o
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Tabela 4.4.1: Classes de mergulhos orientdveis de /{44
Familia do toro
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q T Ty Ty Ty Ty Ts Ts T Ty
= 8R4 TR, 6124 SRy 4R, 3R, 2R, Ry |Kya
Familia do bitoro
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q 2T 2T, 275 275 2Ty 275 | 2T%
1 SR4Rip | SRy, 4Ry Rio | 4R4,3R4R12 | 3R4,2R4 R | 2Ry, RyRyo (R4, Rio| Ky
_ ARy Re, 4Ry Rl 3R4Re, 3R4R1o 2R4 R, 2Ry R10| 2R4, B4R | R4, Rg
Eol 4Ry Re Ry Kya
SRiR¢R1y | 4R4 2Ry R Ry | 3Ry, RyRe R |RaRao, ReRio| Rio
= 4R2R 4R, Ry 4R4, 3R, Ry 3R4, 2R, Ry 2R4, 2Ry Ry Ky
3R42Rg 2R42Rg R42Rg R4Rg Ry ’
3R42Rg 2R.2Re,3R4Rs |2R4Re, 2Ry Rs| 2R4, R4 Rs Ry
4 Risae6s| SRuReRs |3R4Re,2R4Re Ryl 3Ry, R42Rs R4 Ry Re | K33
2R42Re¢ Ry Ri2Rg Ry RiR¢Rs R Ry, 2R Ry
=| 2Ru4R, 2R43Rg 2R 2Rg, 4R 2R4Rg, 3Rg R4Rg Ry Kis
R44Rs R43Rs R4i2R¢ 2R4,2Rg R ’
Familia do tritoro
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q 3T 3T, 375 3Ty 3Ty
=i 3R4Ry 3Ry, 2R, Rog 2Ry, RyRy Ry, Ry K3
_ 2R4Re, 2Ry Ryg R4Re, RyR1 Ry, R
Eo| 2Ry R R1g Ky
RyRsRig 2Ry, ReRig Rig
_ 2R4Rg,2R4 Ry RyRg, RyR6 Ry, Rg
Es 2Ry Ry Ry K4,4
RyRg R 2Ry, Ry Ry R
_ 2R4Ry0,2R4R14 RyRy9, R4y Ry, Ry
“42 R4 Ry R4 Ky
RyRy0R14 2Ry, RioR14 Ry
2R4R19 2R4, 2R Ry
=s| 2R.2R K
° e R42Ry9 RyRyo Rio 4
_ R42R¢,2Rs R R4Rg, ReR16 Ry, R
Ze| a2 R Ry K4,4
RyRsRi6 2Re, R4 Ry Ris
R,R¢Rg R4Rg, Ry Ry Ry, R
=7 Ries14 RyRe Ry RyRy4, Re Ry Rg Ky4
Re¢Rg R4 ReR14, Ry R4 Ry

Continua na préxima pagina
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Tabela 4.4.1 - Continuagao da pagina anterior

Familia do tritoro
Sem Bordo Particoes dos mergulhos com bordos
=37 3T 317 315 313 3Ty
R4ReR1o R4Rg, RyR1o | R4Re, R4Rio | R4, Re
=8 | Rag10,12 R4ReR12 RyRi2, RgR19 | R4Ri2, RgRio Ryo | Kya
ReR19R12 RgRia, RioR12 | ReRi2, RigR1a | Rio
=, | R2RsRuy R42Rg,2RgR1» | R4Rg, RgRia | R4Rg, RgRis | Ry, Rg Kua
RyRgR1p 2Rg, RyR1o 2Rg, RyR1o Ry ’
=0 | RuRe2R1 R42Ry0, Rs2R19 | Ry4Rg, RgR1g RyRg, RgRio | Ru, Rg Kua
R4RgR1o 2Ry, R4Ryo 2Ry0, R4 R Ry 7
=i 3R¢ R4 3Re, 2Re P14 2R, Rg R4 2Re, R Ry | Re, Ria | Kaa
=1, | 2RsRsRus 2ReRs,2R¢R12 | ReRg, Rz | ReRs, ReRi2 | Rg, R Kus
R Rg R12 2R¢, Ry R12 2Re, RgR1o Ry ’
_ 2Rs R0 2Rg, 2R 2R, 2Ry R
=1 | 2Hs2li Re2 Ry Re Ry Re Ry Ry Kaa
- Re2Rg,2RgR19 | RgRg, Rel1o ReRg, RgR10 | R, Rg
=14 | H62Hslo Re Rg R1o 2Rg, RgR1o 2Rs, RgR1g Ry Kaa
=15 4Rg 3Rs 2R 2R Rs Kyq
Familia do 4-toro
Sem bordos Com bordos Sem bordos Com bordos
=0 4T 4T, 475 | Eq 4T 47T, 475
= Ry Rag Ry, Rog Kisq | B5 | RiaRoo Rig, R Kya
=P R Ras R, Rag Ky | Z6 | Rialhs Rig, R Kya
=3 Rg Ry Rg, Roy Kisq | Z7 | RiglRae Rio, R Kya
=4 Ry Ro Ry, Rao Kyq

77777

de K44, evitando uma pulverizacao em quatro tabelas distintas referentes as familias
de mergulhos de K44. O sfmbolo = serd usado no sentido de representar o modelo de
mergulho, o qual indica o niimero e o tipo de regioes. Se o modelo de particao UR,
encontra-se na coluna da superficie {2 é porque existe o modelo de mergulho K, 4 —
Q) =UR,.

A Tabela 4.4.1 s6 nao inclui o nimero de particoes devido a sua estrutura avantajada.
Estes dados serao relacionados na Tabela 4.4.2.

As classes de mergulhos com e sem bordos do grafo completo bipartido K, 4, apresen-
tados na Tabela 4.4.1, representam o maior nivel de mergulhos orientédveis identificados
neste trabalho. Como as particoes de Ky 4 sao simples, foi possivel fazer a relagao de
todos as partigoes com e sem bordos, em uma tnica tabela. Mas devido a grande quan-
tidade de dados existentes optamos por construir a Tabela 4.4.2 contendo os niimero de
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particoes de cada classe dos mergulhos orientédveis de Ky 4.

A notacao Zq usada na Tabela 4.4.2 refere-se ao modelo da particao do mergulho
sem bordo e o mimero inteiro abaixo de cada superficie {2 corresponde ao niimero de
modelos de parti¢oes vindos de mergulhos orientdveis do grafo Ky 4.

Quanto ao nimero de classes de mergulhos de K, 4 vemos, da Tabela 4.4.2, que: 1) s@o
9 mergulhos sobre a familia do toro, conjunto formados pelas superficies T, 11, 15, - - - , Tg,
sendo um em cada superficie e, protanto, 1 sem bordo e 8 com bordos; 2) 85 mergulhos
sobre a familia do bitoro, compostas pelas superficies 27, 277, 275, - - - , 271§, sendo 5 sem
bordos e 69 com bordos; 3) 165 mergulhos sobre a familia do tritoro 37, 377, 375, 373, 3T}
sendo 15 sem bordos e 150 com bordos e; 4) 28 mergulhos sobre a familia de mergulhos
maximos, isto é, a familia do 4-toro compostas pelas superficies 47, 4T, e 415, sendo
7 mergulhos sem bordos, 21 mergulhos com bordos. Ao todo sao 287 mergulhos nao
orientdveis do grafo completo bipartido K44, sendo 28 sem bordos e 259 com bordos,
e portanto o nmimero de mergulhos com bordos é de 9,25 maior do que o niimero de
mergulhos sem bordos.

Observe que a familia de mergulho minimo é composta por 9 superficies, uma sem
bordo e oito com bordos, o mesmo nimero de mergulhos com bordos. Esta é uma
propriedade do mergulho minimo, e s6 ocorre quando esta é composta por um tinico
elemento e este é regular.

Suponhamos que S, (G) e S, (G) sao os respectivos conjuntos das superficies orien-
téveis sem e com bordos para os mergulhos de 2-células de G, isto é, S (G) = S, (G) U
S¢ (G) , onde,

S, (G) = Uggv {QT} eS.(G) = ;-Aév {Uflzl {ngz}} ; G— gl = UfilRozi-

Consideremos ainda que M (G) U M, (G) sao os respectivos conjuntos dos mergulhos
orientaveis de 2-células sem e com bordos de G, isto ¢, M (G) = M, (G) UM, (G) , onde,

ML (G) = Us {G (9D} e M, (6) = Uit {UK, {6 (0T}
e G (2) é o conjunto das classes de mergulhos sobre (2.

Observagao 4.4.1 Para entender as notacoes simplificadas que iremos adotar em sequi-
da, recordemos que a familia das classes de superficies gerada por um mergulho sem bordo
G — Q= UL R,., ou conjunto gerado por G — Q= UL | R, é o conjunto de todas as
superficies formadas pela superficie sem bordo Q) e as superficies com até k componentes
de bordos,

S (G (Q)) = {Qa Qh 92, 93, T Qkfla Qk} .

Lembramos ainda que G (2) é o conjunto das classes de mergulhos de G sobre ) e
pode ser representado pela particoes de mergulhos distintos de G sobre Q). Além disso,
o conjunto de todas as superficies nas quais G pode ser mergulhado é dado por S (G) =

UG Q).

No caso do mergulho de K44, os conjuntos importantes sao:
1) o conjuntos das familias de superficies para os mergulhos de Ky 4
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Familia do toro
Sem bordo Particoes dos mergulhos com bordos
=r T Ty T T Ty Ts T T Ty Total
S8Ry 1 1 1 1 1 1 1 1 1 9
Familia do bitoro
Mergulho sem bordo Particoes dos mergulhos com bordos
Zor 2T 2T 2T 275 2Ty | 2Ty | 2T | Total
RyRyRyR4R4R15 1 2 2 2 2 2 1 12
RyRyR4R4Rg Ry 1 3 4 4 4 3 1 20
R,R4R4R4RsRg 1 2 3 3 3 2 1 15
RyR4R4R¢RgRg 1 3 5 5 5 3 1 23
RyR4R¢RgRgRg 1 2 3 3 3 2 1 15
Subtotais 5 12 17 17 17 12 5 85
Familia do tritoro
Sem bordo Particoes dos mergulhos com bordos
=31 3T 3T, 375 315 3Ty | Total
RyRysR4 R 1 2 2 2 1 8
RyR4RgR1s 1 3 4 3 1 12
RyR4RsR16 1 3 4 3 1 12
RyRyRygR14 1 3 4 3 1 12
RyRysR15R19 1 2 3 2 1 9
RyRsRgR16 1 3 4 3 1 12
RyRgRsR14 1 3 6 4 1 15
RyRgR19R12 1 3 6 4 1 15
RyRsRgR12 1 3 4 3 1 12
RyRgR19R19 1 3 4 3 1 12
ReRegRsR14 1 2 2 2 1 8
RgRgRsR12 1 3 4 3 1 12
RgReR19R10 1 2 3 2 1 9
RgRgRs R1o 1 3 4 3 1 12
RgRgRg Ry 1 1 1 1 1 5
Subtotais 15 39 55 41 15 165
Familia do 4-toro
Sem bordo Com bordo Sem bordo Com bordo
E4T 4T 4T1 4T2 Sub E4T 4T 4T1 4T2 Total
R4 Rog 1 2 1 4 R1g R 1 2 1 4
RgRag 1 2 1 4 RigRa 1 2 1 4
RgRoy 1 2 1 4 R1g R 1 2 1 4
RigRas 1 2 1 4 Subtotais 3 6 3 28
Subtotais 4 8 4 16

Tabela 4.4.2: Nimero de classes das familias de mergulhos orientaveis de Ky 4
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onde K 4 (€2) é a familia de superficies geradas pelas classes de mergulhos de Ky 4 — €,
ou seja,

4(T) = {T,Ty,T5, T3, Ty, Ts, Te, Tr, Ty} ,
4(2T) = {27,271, 2Ty, 23, 2Ty, 2T, 215}
14 (3T) = {3T,311,3T, 373,314},

4(4T) = {4T4T1,415},

no qual o conjunto de superficies sem bordos é dado por
Ss (K44) ={T,2T,3T,4T'}
e das superficies com bordos é dado por

Sc (K4,4) - {T17 T27 T37 T47 T57 T67 T77 T87 2T17 2T27 2T37
2T4, 2T5, 2T6, 3T1, 3T2, 3T3, 3T4, 4T1, 4T2},

2) o conjunto dos mergulhos M (K4 4) o qual é definido pelas partigoes dos mergulhos
em cada familia de superficies 2 € S (Ky44), isto é,

M (Ky4) ={Z2(Q) : K44 — Q=Z(0) éum 2-células},
cujos elementos sao dados por
M (K1) ={E(T),2(2T),E(3T),Z(4T)}.

Veja que M (K, 4) é a unido dos mergulhos sem bordos M (K} 4) com os mergulhos com
bordos M, (K44), ou seja

M (Ky4) = Mg (Ky4) UM, (Ky4),

logo Z(2) é a unido do conjunto = (€2), dos mergulhos sem bordos de K, ,, sobre €2,
com a conjunto =, (€2), dos mergulhos com bordos de K, , sobre (2, isto &,

Por exemplo as classes de mergulhos de K44 sobre a familia do bitoro é dado por
E(2T7) ==, (2T)UZ=.(2T), onde

Es(2T) = {Rasa4412,R1444610, Raaa488 Raaa66s Raaceser, ¢ (4.8a)
E.02T) = {=.(2TY),Z.(2Ty), = (2T3) , 2. (2T1) , 2. (2T5) , 2. (2T5)}  (4.8b)

Mas como sao cinco classes de mergulhos sem bordos sobre o bitoro, para cada
i€{1,2,---,6}, temos que

= _ 6 .16 =
E. (2T3) = {Uj R, \{R ,Raji} tUjRo, € E,(27)}-

Oéjl Y
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Desse modo, temos que

Ec (2Th) = {Raaa44, Rasaa12} U{Rasa46, Raaaa10, Raaasiot U{Raasas, Raaags}
U{R44466 Ra1468, Raae66s;U{R14666, R16666]
E.(2T5) = {Ras44, R1a412} U{Raa44, Raaa6, Ras410, Raasr0}t U{Raa44, Ria4s,
Ryssst U{Rys46 Raaas, Ria6s, Raaee} U {R1466, Ra666, R6666}
E.(2T3) = {Ry44, Raa12} U{Rya4, Raa6, Raa10, Rasi0} U{Raa4, Raas, Rags}tU
{R446,Raas, R16s, Raaet U{Raa6, Ru6e, Re66)
E.(274) = {Ra4, Ra12} U{Rs4, Rags, Ra10, Re10} U {Ru4, Ras, Rss} U{Ry4, Rug,
Ryg, Ros U{Rua, Rag, Res},
E. (2T5) = {R4, R12} U{ Ry, Rs, R1o} U { R4, Rs} U{R4, Rg, Rs} U{ Ry, R¢},
Ee (2T5) = { Ky} U{Kya} U{Ky4} U{Ksa} U{Ky4}.

Observamos que as particoes de mergulhos com bordos relacionados acima é o con-
junto =, (277) , as parti¢oes de mergulhos sem bordos relacionadas em (4.8a) é o conjunto
= (271) e a unido dos dois correspondem as parti¢oes de todos os mergulhos de K4
sobre a familia do bitoro, ou seja, é o conjunto = (277). As partigdes relacionadas na
Tabela 4.4.1 foram determinadas com os mesmos procedimentos descrito acima.

Proposigao 4.4.2 Nas condigoes das notagoes acima, sao equivalentes as sequintes afir-
macoes:

i) IS(G ()] = M(G ()| se, e somente se, M (G ()] =1 e M;(G(Q)) é com-
posta por um unico mergulho regular;

ii) S5 (G (£2)) € a classe de mergulho minimo de G regular formada por uma tnica
regiao ou é a de merqulho mdzrimo de G formado por uma unica regiGo;

Demonstragao. Pela Definicao 4.2.1, toda superficie com bordo Q; de M. (G)
contém pelo menos um merqgulho e este é unico se, e somente se, a particao sobre ) €
M (G) contém todas as regioes iguais, isto é, G — Q = kR, é um mergulho regular. De
fato, se G — Q = (k—1) RyRg, o # B, a superficie Qi1 de M. (G) teria exatamente
dots mergulhos distintos

G—=Q1=Ry e G—= Q1 =Rp

e assim, nao tertamos a igualdade em (i), como consequéncia, My (G (§2)) é composta
por um unico merqulho reqular. Por outro lado, nao existem duas classes de mergulhos
requlares sobre uma mesma superficie Q, caso existisse, a divisio 2e/a = k nao seria
tnica. Pela andlise anterior, deduzimos ainda que |M; (G)| = 1, caso contririo, cada
) teria pelo menos dois elementos distintos e nao valeria a igualdade |S (G ()| =
IM (G (2))|. Consequentemente, M (G (2)) é composta por um tinico mergulho regular,
0 que prova 1).

Se wvale a propriedade i), entao [S(G ()] = 1. Mas se S(G () tem um tunico
merqgulho reqular entio G () é o mergulho minimal ou maximal quando este for formado
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por uma Unica Tegido, estas sao as umicas condi¢oes em que G (§2) possui um Unico
elemento. Se vale a afirmagao ii), vimos no incicio da demonstragao que |S (G (Q))| =

IML(G ()] m

No caso particular do grafo completo bipartido K, ,, temos a seguinte equivaléncia
para a Proposicao 4.4.2.

Proposicao 4.4.3 Se m e n sao pares, entao, existe uma unica familia de superficies
orientaveis de S(K,,(9:T)), a famiia de mergulho minimo formada por uma tnica
classe sem bordo vT tal que o mimero de superficies para o mergulhos de 2-células de
K, € igual ao conjunto das classes de mergulhos de K, ,, sobre esta familia, isto é,

IS(Knn(7T)] = [M(Knn(yT))] - (4.9)

Demonstragao. De fato, existem inteiros positivos p,q € 7 tais que m = 2p e
n = 2q. Pela férmula (2.6), o género da superficie orientdvel para o mergulho minimo
de K, ,, € dado por

1 1
v={jm-2m-2b-{f@-ve-2} - 0-ve-2-6-1D6-2),
Logo a caracteristica de Eiiler da superficie para o mergulho minimo de K, ,, é dado por
X)) =2-29=2-2(p-1)(¢—-2)
e, set é o numero de regioes do mergulho minimo, entio pela formula (2.4), seque que
X)) = m+n—mn+t=2-2(p—-1)(¢q—2)=2p+2q—4pg+t

= t=2-2(p-1)(¢—2)—2p—2¢+4pg=2(p+pg—1).

Mas pela formula (2.7), o género mdzximo para o mergulho de K,,,, é dado por
1 1
T ) = |5 m =) 0= )| = [3ep- 120 - 1)].

Como o nimero de regioes dos mergulhos de K,,, dependem de t, e este é par, entao
o mergulho maximal de K,,, possui duas regioes; sendo assim, pela demonstracao da
Proposicao 4.4.2, vale a desigualdade para a familia de mergulhos mdzimos de K, ,,

IS(Enn(yarT))| < MK (74, T))] -

Consequentemente, pela Proposi¢io 4.4.2, a inica familia que vale a iguadade (4.9) é a
de mergulhos minimos de K,,, dada por

E(VT) = VT AT AT, -+ A Topropg-3:7Toapg1) f» 7= (p— 1) (¢ = 2),
todas contendo um unico mergulho de K,,,, da forma
YT =tRy,yIh = (t — 1) Ry, T2 = (t —2) Ry, -+ ,VToprapg—3 = Ra, YTopipg—1) = Kau.
E portanto, temos a igualdade
[S(Knn (YD) =t +1 = [M(K,,n(YT))] -

Logo a familia de mergulho minimo de K,,,, se m e n sao pares, é a unica que satisfaz
a igualdade (4.9), o que mostra a afirmagao. |
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Corolério 4.4.4 Sen é par, entao, existe uma unica familia de superficies orientdveis,
a familia de mergulho minimo formada por uma unica classe, tal que o nimero de
superficies para o mergulhos de 2-células de K, , € igual ao conjunto das classes de
mergulhos de K, , sobre esta familia, isto é,

IS(Kon((k = 1)°T))| = [M(K,n((k —1)2T))|. (4.10)

Demonstragao. De fato, se n = 2k, pela igualdade (2.6) , temos que
1
y={7 -k = (- D K- D)= (k- 1)

Como x ((k — 1)2T) =2 —2(k—1)?, entdo segue que
xX=2n—-n*+t=t=x—-2n+n>=t=2-2(k—1)"— 4k + 4k* = 22,
e portanto o mergulho minimo de K, ,, sem bordo é unico da forma
Kpn— (k—1)* = (2k%) Ru.

Desse modo, o conjunto dos mergulhos de K, , sobre a familia gerada pelo mergulho
minimo é da forma

(k—1)°T = (2k*) Ry, (k — 1) Ty = (2k* = 1) Ry, -+ ,7Tos2—1 = Ru, 7 Top2 = K
e consequente, temos:
#S(Kna((k = 1)°T)) = 2k* = #M(Ka((k — 1)°T)).

Como o mergulho maximal possui 2 regides, pela Proposicao 4.4.2, a tinica familia que
satisfaz a igualdade (4.10) é a familia de mergulho minimo de K, ,, se n é par. |

Os resultados acima mostram que a tnica classe de mergulhos de K,,,, (de K, )
em que o nimero de superficies geradas é igual ao nimero de mergulhos, é a classe de
mergulhos minimos formada por uma tunica particao regular, e se esta nao é regular a
igualdade nao ocorre. Além disso, m e n devem ser pares (n deve ser par). Afora esta
condicao, somente a classe de mergulho méaximo formada por uma tinica regiao tem esta
propriedade. Com efeito, os mergulhos orientdveis da classe seriam formados por dois
mergulhos,

Kpn = vYuT = Ropn € K — vy/1h = Ko (4.11)

e no caso de K, , terfamos
Kpn = T = Rop2 € K,y — v/ 11 = Ky . (4.12)

Estes casos ocorrem quando o nimero de regidoes do mergulho minimo é impar ou seja
quando m ou n é fmpar, caso do mergulho K, ,, ou quando n ¢ fmpar no caso de K, .
Sendo assim temos a seguinte
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Proposicao 4.4.5 O nimero de mergulhos orientdveis da classe de mergulho mdxrimo
¢ igual ao nimero de superficies geradas se, e somente se, m ou n é impar, no caso de
Ky n, € no caso de K, ,,, quando n for um ndmero par.

Demonstragao. A caracteritica de uma superficie orientdvel é sempre par. Seja
X () = 2s, se Q for a superficie para o mergulho minimo de K, ,. Se m é impar e n é
par, isto é, m = 2p e n = 2q + 1, entdo o nimero t de regioes do mergulho minimo de
Ky, € dado por

t=x(Q)—m—-n+mn=2s—2p—2¢—14+2p(2¢+1)=2(s—q+pq) — 1,

logo t é itmpar, e portanto o mergulho mdximo tem uma unica regido da forma Romp.
Por (4.11) segue a afirmagdo da proposi¢do. No caso de m e n serem impares, isto é,
m=2p+1en=2q+1, temos:

t=x(Q)—m—-n+mn=2s—2p—1-2g—1+2p+1)(2¢g+1) =2(s+2pq) — 1,

novamente teriamos um t impar, e a igualda da afirmacao seria verdadeira. De modo

andloga prova-se o caso de K, ,,. [
Para finalizar a discussao sobre os mergulhos orientdveis dos grafo completo K44

apresentamos, no grafo em barras da Figura 4.4.1, as classes de mergulhos orientédveis
com bordos de cada familia das superficies nas quais K, 4 possui mergulhos de 2-células.
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Figura 4.4.1: Gréfico em barras do nimero de classes com bordos de Ky 4

A sequéncia 12345678 abaixo das colunas da classe R4 4444444 do toro indica as re-
spectivas componentes de bordos das superficies homeomorfas ao toro com componentes
de bordos, T4,T5,13,Ty, 15,16, 17,15, sobre as quais K44 tem mergulhos de 2-células:
neste caso, as barras verticais indicam que cada superficie contém um tnico mergulho.
De modo andlogo, a sequéncia 123456 abaixo da classe R444.4610 do bitoro indica as
superficies com bordos 277, 2715, 213,214,215 e 2T que contem mergulhos com bordos
de Ky44: sao respectivamente 3,4,4,4,3 e 1 mergulhos com bordos. A interpretacao do
grafico deve seguir este procedimento.
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4.4.2 Mergulhos com bordos nao orientaveis de K, 4

Vimos, na Tabela 3.10.2, que o modelos de mergulhos orientdveis e nao orientaveis de
um grafo coincidem nos casos das superficies g7 e g K, com isso, podemos considerar que
o processo de identificagao dos mergulhos com bordos nao orientéveis, j4 foi parcialmente
concluido. Resta somente identificar os mergulhos com bordos das superficies da forma
gK P, ou seja, das superficies K P, 2K P,3K P e 4K P. O procedimentos para identificagao
nas sao diferentes dos utilizados para o caso orientdvel da Subsecao 4.4.1.

Como consequéncia do comentdrio anterior, os modelos de particoes de mergulhos
nao orientdveis com bordos do grafo completo K, 4, das superficies K,2K,3K e 4K sao
os respectivos modelos das superficies T, 2T, 3T e 4T relacionados na Tabela 4.4.1. Os
demais modelos de mergulhos com bordos de K4 4 serd relacionado na Tabela 4.4.3.

A simbologia usada na Tabela 4.4.3, é equivalente do caso orientdvel utilizada na
Tabela 4.4.1. O simbolo (2 indica uma superficie nao orientdvel genérica e Z; representa
o modelo da i-ésima classe de mergulho sem bordo de €2, o qual serd usado como o
modelo bédsico gerador dos mergulhos com bordos. Por exemplo, o segundo modelo de
mergulho sem bordo escolhido para a superficie nao orientéavel 2K P foi =y = 4R4R¢ R4,
e este gera os seguintes mergulhos com bordos (veja as duas linhas logo apés Zs nas
particoes de 2K P da Tabela 4.4.3):

K474 — 2KP1 = 3R4R6, 3R4R14, 2R4R6R14
K474 — 2KP2 = 3R4, 2R4R6, 2R4R14, R4R6R14
K474 — 2KP3 = 2R4, R4R6, R4R14, R6R14

K474 — 2KP4 = R4, RG, R14

K474 — 2KP5 = K474.

Concluimos, portanto que o mergulho sem bordo Ky4 — 2KP = 4R4RsR14 gera os
seguintes mergulhos: 3 com uma componente de bordo sobre a superficie 2K P;; 4 com
2 componentes de bordos sobre a superficie 2K P,; 4 com 3 componentes de bordos
sobre a superficie 2K P3; 3 mergulhos com 4 componentes de bordos sobre a superficie
2K Py e um mergulho sobre 2K P;, homeomorfo a K44, equivalente ao mergulho com 5
componentes de bordos (a operagao exérese foi aplicada em todas as regides). O restante
da tabela deve ser interpretada de modo anslogo. E evidente que estamos utilizando
a Definicao 4.2.1 para gerar os mergulhos com bordos nao orientdveis do mesmo modo
como foi feito para o caso orientével.

Tabela 4.4.3: Classes de mergulhos nao orientaveis de K44 sobre gK P

Familia de KP
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q| KP KP KP, KPy KP, KPs KPs |KP;
=1| 6R4Rs |6Ry,5R4Rg|5Ry, 4Ry Rg|4Ry, 3Ry Rg | 3Ry, 2Ry Rg | 2Ry, RyRg| Ry, Rg | Ky 4
SR4Rs |DR4, 4Ry Re|4R4, 3Ry Re|3R4, 2Ry Re|2Ry, RyRs| Ry

=2 5R28s |y pop. | 3R2Rs | 2R2R R,2R 2R Ry | e

Continua na préxima pagina
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Tabela 4.4.3 - Continuacao da pédgina anterior
Familia de 2K P
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q| 2KP 2K Py 2K P 2K Py 2KP, |2KP;
=1 | Raaaa6 4Ry, 3R Ry 3R4, 2Ry R 2Ry, RyRi6 | Ra, Ris
_ 3R4R¢,3R4R14 3Ry, 2R, Ry, 2Ry, RyRg, | R4, Rg
=2 | 3Ratapas 2R4Re R4 2R4Ry4, RyReR1y | RyRys, ReR1s | Rug Kas
3R4Rg,3R4R1> 3Ry, 2R, R, 2Ry, RyRg, | R4, Rg
= | 3Haaas | 9p poR 2R4R15, RyRgR1y | RyRis, RgRiy| R Rae
4ligIt12 412, Ry Iig 12 4112, Mg 12 12
_ 3R4R1 3Ry, 2R R0 2Ry, RyRyo Ry
=4 | 3R44.4,10,10 SR R1 Ru2R10 9Ru Ruo Ky
2R42Rg 2R4R¢,2R4 Ry 2Ry, RyR1o Ry
Z5 | Riage12 R2RsRyo R42Rg,2Rs Ry 2Rs, R4Re R Ky
2R4Re R12 R4RgR12 Re Rz Rio
2R4R¢ Ry 2R4R¢,2R4Rg 2Ry, Ry Rg Ry
_ 2R4Re Ry 2R4Ry, RyR¢Rg | RyRg, R4Ryg Rs
=6 | Haasswo | op pop R4Rg R0, RyRgRyo | ReRs, R¢R R K
41tg L0 4lg L0, [alig vy | L6118, fi61T10 8
RyReRs R1o ReRg Rio RgRig Ry
_ 2R42Rg 2R4Rs, R42Rs 2R4, R4Rs Ry
=7 Risgss R.3Rs 3Ry 2Rg Rg Kyy
R43Rg,3RsR19 | R42Rg,2RgR1o RyRg, RgR1o | R4, Rg
=s | fasoon | popg 3Rs, R4ReR 2Rs, RyR R Rae
426 1110 6, Ltalvg 1110 6, 1talv10 10
R42R¢Rg R4 RgRs R4Rg Ry
Zo | Ruepss R4 Re2Rg 2R¢Rg R,Rg R Ky
2R2 Ry Re2Rg RgRs Ry
Z10| Hepe6s 4Rg, 3Re Rs 3Rg,2Re Rs 2Rg,ReRs | Re, Rs | Kayu
Familia 3K P
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q| B3KP 3KP, 3KP, 3K Py
21| RaR4Ros 2R4, R4Roy Ry, Roy Kyq
Ea | R4RgRo RyRg, RyRaa, RgRao Ry, Re, Rao Ky
E3 | R4RgRy R4Rs, RyRao, RgRao R4, Rg, Rao Kyq
E4 | RyRioR1s R4Ry0, RyRys, RioR1s R4, Ryo, Ris Kyq
E5 | RyRi2Ry6 R4R2, RyRy6, R12R16 R4, Ri2, Ri6 Kyq
Z6 | RaR14R14 RyRy4, R14 R4 Ry, R4 Kyq

Continua na préxima pagina
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Tabela 4.4.3 - Continuagao da pédgina anterior
Familia do 3K P
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q 3KP 3K P, 3K P, 3K Py
=7 Re RgRao Re R, ReRao Re, Rao Kyy
Zg ReRs Ris ReRs, RgR1s, RsRis Rg, Rs, Ris Kyq
Z9 Re R0 R16 Re R0, RgR16, R10R16 Rg, R0, R16 Kyy
=10 ReR12 R4 ReRy2, RgR14, Ri2 R4 Re, Ri2, R14 Kyq
S RsRgR16 RgRs, RgRi6 Rs, Ri6 Kyy
Z12 Rg Ry R4 Rg Ry, RgR14, R0 R4 Rg, Rig, R14 Kyq
=13 R R12 Rz RgRi2, Ri2R12 Rg, Rio Kyy
Z14 RioR19R12 RigR19, RigR12 Rio, Rz Ky
Familia 4K P
Sem bordos Com bordos
Q AKP AK Py
Z14 R3o Kyq

Ap6s relacionarmos todos os mergulhos nao orientados com e sem bordos de K4 4 nas
Tabelas 4.4.1 e 4.4.3 concluimos que existem modelos de mergulhos em 24 superficies
da forma gK e 20 superficies da forma gK P. Observe ainda que o nimero de classes
geradoras dos mergulhos nao orientaveis, possue a distribuicao dada pela Tabela 4.4.4.

Q K KP 2K 2KP 3K 3KP 4K 4K P Total
Classes 1 2 5 10 15 14 7 1 55

Tabela 4.4.4: Numero de classes de mergulhos nao orientdveis sem bordos de Ky 4

Pelo Lema 3.9.1, Rg 5510 ¢ a tinica das 28 classes de mergulhos orientdveis sem bordos
que nao existe, no entanto, nao podemos afirmar que esta nao seja uma classe de 3K,
por este motivo o modelo da classe Rggsg10 nao foi excluido da Tabela 4.4.1. E bem
provdvel que R gg10 seja a particao de um mergulho de K44 nao orientdvel sobre 3K,
mas nao iremos nos aprofundar na questao da existéncia das classes de mergulhos nao
orientdveis, somente dos seus provaveis tipos modelos. Lembramos que os modelos das
superficies do tipo gK sao os mesmos de g7

Resta saber quantas classes de mergulhos existem em cada familia de superficie nao
orientdveis sobre a qual Ky4 tem um mergulho de 2-células. Quanto as superficies
da forma g/, o nimero de mergulhos de /4 sobre estas estao relacionados na Tabela
4.4.2. Falta determinar o mimero de classes de mergulhos sobre o conjunto das superficies
geradoras da forma gK P, é o que iremos relacionar na Tabela 4.4.5.
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Familia de K P

Sem bordo Particoes dos mergulhos com bordos
ZKp KP | KP, KP, KP; | KPy, | KPs | KF; KP; | Total
6 R4 Rs 1 2 2 2 2 2 2 1 14
5R42Rg 1 2 3 3 3 3 2 1 18
Subtotais 2 4 5 5 5 5 4 2 32
Familia de 2K P
Mergulho sem bordo Particoes dos mergulhos com bordos
Zokp 2KP | 2KP, | 2KP, 2KP 2KP, | 2KP5 | Total
RyRyRyR4 Ry 1 2 2 2 2 1 10
R4R4RyRgR14 1 3 4 4 3 1 16
RyR4RyRs Ry 1 3 4 4 3 1 16
R4R4R4R10R10 1 2 3 3 2 1 12
RiR4R¢Rg Ry 1 3 5 5 3 1 18
RiR4R¢Rs Ry 1 4 7 7 4 1 24
RyR4RsRsRg 1 2 3 3 2 1 12
R4RsReRg Ry 1 3 4 4 3 1 16
R4R¢R¢RsRs 1 3 3 3 3 1 14
R¢ReRsRgRs 1 2 2 2 2 1 10
Subtotais 10 27 37 37 27 10 148
Familia de 3K P
Sem bordo Particoes dos mergulhos com bordos
Z3Kp 3KP 3K P, 3KP, 3K P; Total
RyiR4Roy 1 2 2 1 6
RyRgRoo 1 3 3 1 8
R4Rg Ry 1 3 3 1 8
RyR1gR1s 1 3 3 1 8
RiR15R6 1 3 3 1 8
R4R14R14 1 2 2 1 6
Re¢Re R 1 2 2 1 6
Re¢Rg R 1 3 3 1 8
ReR19R16 1 3 3 1 8
RegR12R14 1 3 3 1 8
RsRs R 1 2 2 1 6
RgR1gR14 1 3 3 1 8
RS R12R12 1 2 2 1 6
RlO Rm R12 1 2 2 1 6
Subtotais 14 36 36 14 100
Familia de 4K P
Sem bordo Com bordo
ZAKP 4K P 4K Py Total
Ras 1 1 2
Subtotais 1 1 2

Tabela 4.4.5: Nimero de classes das familias de mergulhos de K44 da forma gK P
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A notacao na Tabela 4.4.5 segue o mesmo padrao descrito acima nos comentédrios
sobre as construcao das Tabela 4.4.1 e 4.4.2.

Inicialmente devemos lembrar que cada superficie sem bordo €2, sobre a qual um
grafo G tem um mergulho de 2-células G — Q = U¥_| R, gera um conjunto denomi-
nado de conjunto gerado por €2, constituido de superficies composto pela prépria €2 e
as superficie com 1,2, --- , k componentes de bordos, €2,{2s,---, €, sobre as quais G
possue mergulhos de 2-células com bordos. Se [2] é o conjunto gerado por €2 entao o
nimero de elementos dos conjuntos geradores de €2 sao dados por

) [ 51 ] (kP | 2k] | 126P] | 3K] | [3KP] | [4K] | [4KP] | Total
| o 8 7 6 5 4 3 2 44

Tabela 4.4.6: Nimero de elementos do conjunto [§2] de mergulhos de K44

Das Tabelas 4.4.2 e 4.4.5 deduzimos que o nimero de elementos de classses de mer-
gulhos nao orientdveis sobre cada familia de superficies, é dado pela Tabela 4.4.7.

Q K | KP | 2K | 2KP | 3K | 3KP | 4K | 4KP | Total
#(Classe) 9 32 74 148 165 100 28 2 958

Tabela 4.4.7: Nimero de elementos do conjunto [©2] de mergulhos de K44

Observamos que dos 558 modelos de classes de mergulhos nao orientdveis de Ky 4,
276 vem das superficies da forma gK e 282 sao oriundos das superficies g K P. Conclui-
mos entao que, baseados nos modelos de mergulhos nao orientéveis de /4 4, 0 nimero de
modelos sobre gK P, sao 282, ja supera o nimero de modelos orientdveis, pois estes sao
da forma g7, os quais possuem o mesmo nimero de modelo de gk, isto é, 276 modelos
de mergulhos orientdveis. Na verdade, foi mostrado no Lema 3.9.1, que nao existe mer-
gulho orientdvel da form K, 4 — 371 = Rggs5.10; logo, pela Tabela 4.4.2, a classe Rs 5310
contribui com 12 mergulhos (1 orientével e 11 nao orientdvel), consequentemente, exis-
tem 264 mergulhos orientdveis. Neste caso, a taxa de modelos de mergulhos orientédveis
nao existentes de K, 4 ¢ aproximadamente de 4, 35%, em prol de 96, 35% de modelos de
mergulhos existentes. Ou seja a porcentagem de mergulhos orientdveis nao existentes
é muito baixa. Supondo que os mergulhos nao orientdveis mantenha a mesma taxa de
modelos nao existentes, concluimos que o nimero de modelos nao orientdveis de K44 €
2 vezes maior do que os mergulhos orientéveis.

Analizando a questao em termos de modelos provaveis, podemos afirmar que, no caso
do grafo completo bipartido K44, o nimero de modelos de mergulhos nao orientaveis
de K44 é exatamente 2,021 7 maior do que o nimero de modelos orientéveis, isto ¢, é
aproximadamente o dobro de modelos orientaveis.

A grande quantidade de informacao contida no processo de descricao de mergulhos
de um grafo deve-se, sem divida, as diversas classes de superficies e suas relagoes com os
modelos comuns as superficies do tipo ¢7" e gK. Para uma sinteses dos resultados mais
significativos, utilizaremos as andlises e comentédrios acima sobre as classes de mergulhos



4.4. MERGULHOS COM BORDOS DE K44 111

de K44, como também os dados contidos nas Tabelas 4.4.1 a 4.4.7, apresentamos o
seguinte

Teorema 4.4.6 O grafo completo bipartido K44 tem:

i) mergulhos em 44 superficie, sendo:

a) 24 orientdveis, dos quais 4 sao em superficies sem bordos e 20 com bordos;

b) 44 ndao orientdveis, dos quais 8 sao em superficies sem bordos e 36 com
bordos;

i1) 834 modelos de classes de mergulhos, sendo:

a) 276 orientdveis, dos quais 29 sio em superficies sem bordos e 247 com bordos;

b) 558 nao orientdveis, dos quais 55 sao em superficies sem bordos e 503 com
bordos;

ii1) 264 merqgulhos orientdveis, dos quais 28 sao em sem bordos e 236 com bordos, isto
é:
S(Q) =264, Sg () =28 e S4(Q2) = 236;

iv) 558 modelos de merqulhos nao orientdveis, sendo 55 sem bordos e 503 com bordos,
15to é:

S(Q) = 558, S4(Q) =55 e S,(Q) = 503.

Demonstragao. A prova seque das andlises acima e resultados apresentados nas
Tabelas 4.4.1 a 4.4.7. |

O Teorema 4.4.6, apesar de fornecer os dados em relagao a existéncia de mergulhos
orientdveis e uma estimativa semelhante para a existéncia de mergulhos nao orientéveis,
para o caso particular do grafo K, 4, nos dé informagoes valiosas sobre os mergulhos
dos demais membros da familia do grafo completo bipartido K,,,. Veremos, na Secao
4.5, que os métodos e técnicas utilizados no processo de identificacao do grafo completo
bipartido /K44 permite obter afirmacoes equivalentes sobre o conjunto dos mergulhos do
grafo completo K, ,,.

Antes, porém, com o objetivo de simplificar os dados do Teorema 4.4.6 apresentamos,
na Tabela 4.4.8, um resumo simplificado das cardinalidades dos principais conjuntos de
mergulhos de Ky 4.

Conjuntos de superficies Conjuntos de mergulhos

Orientaveis | Nao orientdveis Orientaveis Nao orientdveis

Conjuntos || Ss || Sc || S | Ss | S S M, | M, | M | M, | M. | M
# (Classes) || 4 {20 24| 8 | 36 44 28 | 236 | 264 | 55 | 503 | 588
Subtotais 68 852

Tabela 4.4.8: Cardinalidades dos principais subconjuntos de mergulhos de K, 4
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Observamos, nos dados fornecidos pela Tabela 4.4.8, que o grafo completo bipartido
K4 4, apesar do nimero 4 nao ser tao grande, contém um nimero de mergulhos bastante
expressivo, sao 952 ao todo. Este grande niimero é um legado, a principio, do conjunto
das superfices orientaveis, estas contém aproximadamente o dobro de mergulhos orien-
tdveis e, principalmente, dos mergulhos com bordos: sao 795 contra 95 sem bordos, um
nimero 8,368 4 maior do que o de sem bordos.

A Figura 4.4.2 mostra o grafico em barras das classes de mergulhos de K44 sobre as
familia de superficies nao orientdveis da forma gK P. Dos grédficos em barras das classes
de mergulhos nao orientdveis das formas gK e gK P, ilustrados nas Figura 4.4.1 e 4.4.2,
observamos que as variacoes das classes dessas familias sao muito parecidas, ja que as
distribuicoes sao combinatoriais, entretanto, as classes de mergulhos da familia R4 46310
de 2K P é a que apresenta a maior distribuicao, apesar do nimero de regioes das classes
de gP serem maiores do que das classes de gK P.

A #(Classe)

16,6,8,8
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R6,6,6,6,8

o
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po 44,6810
: R4,4,8.8.8
el

— R4,4,4,1o,1o
) R4,4,6,6,12

= R4,4,4,6,14
E R4,4,4.8,12

™
—
=5

6R,R, 5R,2R,
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Classgs Familia 4KP

Figura 4.4.2: Gréfico em barras do nimero de mergulhos com bordos de K44 sobre a
familia gK' P

Chamamos a atencao para o grande nimero de classes de mergulhos de Ky 4, sao 952
classes. A maioria das classes encontra-se sobre superficies nao orientdveis, é o dobro
das classes das superficies orientédveis, e quando se trata de mergulhos com bordos, estes
representam 89, 3268% do numero de classes de mergulhos de K, 4.

4.5 Consideracoes sobre os Mergulhos de K,

Sejam S, (2) € S. () (S,(Q) e S.(Q)) os respectivos conjuntos de superficies sem e
com bordos para o mergulho orientdveis (nfio orientdveis) de G sobre € (sobre Q). Con-
sidere também M () e M, (Q) (M,(€2) e M()) como sendo os respectivos conjuntos
dos mergulhos sem e com bordos orientédveis (nao orientéveis) de G sobre €2 (sobre ﬁ)

Em relacao aos mergulhos do grafo completo bipartido K, ,, iremos mostrar a seguir os
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resultados equivalentes aos de K44, obtidos acima.

Lema 4.5.1 Se m e n sao impares e t é o numero de regioes do mergulho minimo
orientdvel de K, ,, entao os mergulhos minimos orientdveis e nao orientdveis sem bordos
de K, ,, sao da forma

Kpn =T = (t—1)RyRs = vK «— Ky, set é impar,
caso contrdrio, os mergulhos minimos orientdveis sao das formas
Kpn — 7T = (t —2) RyRyo, (t — 3) R4RsRs
e 0 mergulho minimo nao orientdvel é da forma
Kpn— (y—1)KP = (t — 1) RyRs.

Demonstragao. Se m =2p+1 e n=2q+ 1, entao, o nimero de regioes t para o
mergulho minimo de K,,,, é dado por

t=2s—2p—1—-2g—1+2p+1)(2¢+1)=2s+4pg—1=2(s+pg—1),

isto €, t é tmpar. Mas, por outro lado, o mergulho minimo de K,,,, possui o mdximo de
regioes quandrangulares. Como 2mmn é par nao divisivel por 4, pois m e n sdo impares,
entao

2mn = 4k + 2

e a particao de um mergulho minimo deve maximizar o nimero de regioes quadrangulares
isto é, deve ser necessariamente da forma

Znin (Komn) = (k — 1) RyRs. (4.13)

Assim, o mergulho minimo possui k regioes, sendo (k — 1) regides quadrangulares e
uma hexagonal. Mas k pode ser par ou impar. Se k for impar, os mergulhos minimos
orientdveis e nao orientdveis de K, , possuem o mesmo tipo de partigao, isto é, sao
mergulhos da forma

Kpn =T = (t—1)RyRs = 7K «— K.

Se k for par, a parti¢io (4.13) ndo pode ser de um merqulho minimo orientdvel, logo é
particao do mergulho minimo nao orientdvel o qual assume a forma

Kpn— (y—1)KP = (t — 1) RyRs,

e o mergulho minimo orientdvel deverd ser formado por t — 1 regioes, e portanto deverd
assumir necessdriamente uma das duas formas

Kmm — ”)/T = (t — 2) R4R10, (t — 3) R4R6R8,

0 que mostra o desejado. [ ]
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Conclufmos, do Lema 4.5.1, que as particoes de mergulhos minimos orientdveis
de K,,, podem ser do tipo (t — 1) R4Rs, se t é impar; ou dos tipos, (¢t —2) R4Rjo e
(t — 3) R4yRgRg se t for par. Entretanto, a parti¢gdo do mergulho minimo nao orientavel
de K, assume a tnica forma de particdo (f — 1) R4 R, encontra-se sobre a superficie
7K, se t for impar, ou sobre (v — 1) K P, caso t seja um ndimero par.

O Lema 4.5.1 identifica os mergulhos minimos orientdveis e nao orientaveis do grafo
completo bipartido K, ,, dados importantes para a identificagao dos demais mergulhos
de K,,,, seja estes orientdveis ou nao, com ou sem bordos. Para se ter uma idéia da
importancia do Lema 4.5.1, basta conhecer os mergulhos minimos de um grafo, para se
obter as demais classes de mergulhos deste grafo.

Teorema 4.5.2 Os conjuntos das superficies orientdveis e nao orientdveis sem bordos
para os mergulhos de K,,, sdo:

i) Sem en sao pares, entdo:

Sy = {/T=mR,, (v+1)T = UM/ ?R,. (7+%— )T =U2, R},
S, = {7k =B R, (y+ DK = UL PRL o (7482 - 1) K = U2, R
UK P = UM R () KP = U PR (3 4+ 2570) KP = Raa } 5

it) Se um dos inteiro m oun é impar, e mn/2 é par, entdo:

Ss = ’)/T = (m — 1)R4, (’7 + 1) T = Umn/2 SRZ ('Y + % - 1)T = Ran} )

So= (K = (%"~ DR (v + DK = u?”i/z "R (4 = DK = o)
U{(r =) KP =Ry v KP = UM 2R (7 + 22 = 2)KP = UL RS

e se mn/2 impar, entdo:

SS = ’}/T = %R;}t, (’Y + 1) T= Umn/2 QRZ (’7 + m - %) T = Ran} )
SS = ’}/K = %Rz;, ("}/ —+ 1) K= Umn/2 2RZ (7 + B0 — _) K = R2mn}
{VKP UM Ry (v + 1) KP = u?;’“;/HRZ, b 4—7+’”—”GKP U2 1RZ}-

iii) Se m e mn sao impares, entio 2mn = 4u + 2; neste caso, se u é par, temos que:

Ss = {vK UHRZ (y+ DK =USR, - (7445 = 1)K = Ry}
U{(v- (u-1) RyRg, YK P = U 2R!, - - - MKP UL, R}

e se u é ‘mpar, temos que:

§5 = {/VT = (u - 1) R4R6> (7_‘_ l)T = UZLL:_12Ria Ty (/7 + UT_l) T= Ran} ’
Ss = {7K = (u—1) RyRs, (Y + 1) K = UZPR', -+, (v + “5%) K = Ropn
U{vKP=U"'R", (y+1)KP = U R, - -- 2J+“—3KP UL, R'}.
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Demonstragao. Suponhamos que m e n sao pares, pela demontracao do Lemma
4.9.1, t é par, consequentemente,

Sy (K) = {17 = Ry, (7 + DT = UM PR (7422 = 1) T = UL, R

Ss () = { 7K = 2Ry, (y+ 1) K = UM 2RE o (v 22— 1) K = U, R
{VKP PP R (y+ 1) KP = U PR (y 482 — 1) KP = Rzmn} :
Suponha que um dos inteiros m ou n € impar, isto é, m = 2p e n = 2q + 1 entao,
t=2s—2p—2¢—1+4+2p(2¢+1)=2(s—q+2pq) — 1,

e assim t € tmpar. Por outro lado, 2mmn é maltiplo de 4, pois m é par. Dai, o modelo
do mergulho minimo de K,,, € da forma:

Zin (Kimn) = 22 R, (4.14)

Mas 2mn/4 pode ser par ou impar; se for par, teremos:

8. (K) = {97 = (8~ DRy, (v + )T = U PR (74 22— 1)T = Ry}

e

8. (Kon) = {35 = (52— DRy, (v + ) K = wﬂ”w (= DK = Ry |
U {(fy 1) KP="R, yKP=U"P2Ri L (y 4™ _9)KP = uglei} :

caso contrario, se “3* € impar, entao:

S, (o) = {17 = B Ry, (3 + )T = U2 R (28 = 1) T = Ry}

gs (Kmn) = {/VKE 2 R4a(7+1)KE mn/2_2Ri a(/y_l'm _l)KERan}
U{EP = UM Ry () KP = USPP PR (y 4+ 2 - H)KP = U R

A andlise do caso em que m é impar e n é par nos dd resultados semelhantes ao caso
acima. Finalmente, se ambos os inteiros m e n sao impares, isto ¢, m = 2p+ 1 e
n = 2q+ 1, entao o nimero de regioes t do mergulho minimo de K,,, é dado por

t=2s—2p—1—-2¢g—1+2p+1)(2¢+1)=2s+4pg—1=2(s+pg—1),

ou seja, t é impar. Mas por outro lado, o mergulho minimo de K,,, é da forma (4.14),
e como

2mn=22p+1)(2¢+ 1) =4p+4q+8pg+2=4(p+ q+ 2pq) + 2,
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entao 2mn = 4u+2, u = p+ q+ 2pq, e portanto u pode ser par ou impar. Se u for par,
entao a particao do mergulho minimo de K,,, é da forma

Emin (Km,n) = (u - 1) R4 + RG.
Mas o nimero de regioes do mergulho minimo orientdvel é impar, logo

Ss (Kmn) = {7 T = USSR, (v+ )T =UPR, -+ (v + % — 1T = Ropn )

gs (Km,n) = {’VK = UggllRia (/7 + 1) K= U;L;13Ri> Tty (
U {(/y - 1) KP= (U - 1) R4R6a7KP = U?:_IQRZa e 9(7 +

caso contrdrio, se u € impar, entao:
e

gs (Km,n) = {ny = (u - 1) R4R67 (7 + 1) K= U;L;12Ri7 Ty (7 +
U{yKP=U'" 'R, (y+1)KP=U/R, -+ (y+ 4

0 que encerra a demonstracao das afirmagoes do teorema. [

Relacionar os conjuntos das familias de superficies orientdveis e nao orientdveis sem
bordos, no Teorema 4.5.2, é uma tarefa drdua, mas necessdria para estimar o nimero de
elementos desses conjuntos, como também relacionar os subconjuntos com bordos.

Corolério 4.5.3 Se m, = P (7, = I) indica que n é par (n é impar), entdo a cardinali-
dade dos conjuntos de superficies orientdveis e nao orientdveis sem bordos de mergulhos
de K, ,, € dada por:

f 1 . .
IMN, S€ Ty # Tp = P, 0u 8€ Ty # Ty € Ty = P
i 1 _
S, (Kon)| = AN+ 5, S€ Ty # Ty € Toppyjo = 1
ST 1 -1 el =P
zmn 1> S€ Tm, Ty € Tmn—1/2 =
i i
(L gmnt g, S€ T, T €1 € Tpp1y2 =1
(1
amn, se m, # T, =P, ousem, # T, € Tynyp2 =P
~ 1 _1 _
Ss(gKP)) _ %mn 2 S€ Ty 7 T € Tnpyo = 1
smn — 3, S€ Ty, Tp €1 € Tpp172 =P
1 3 _
[ amn — 5, €T, Tp €1 € Tpp—172 = 1
)
%mn, S€ Ty 7# Tp = P, ou s€ Ty, # Ty € Typpjo = P
1 _
S (Ko)| = MmN, S€ Ty # T € Typpy2 = 1
AT yom—1L sem,,mn€lem =P
2 2 ms in mn—1/2 —
1 1
L oM — 5, S€ Ty, Ty €1 € M1 =1
( 3mn, sem, # T, =P, ouse Ty, # Ty € Tpp2 = P
~ 3 1 _
8. (Ko)| = SN+ 5, S€ Ty 7 Ty € Trpnye = 1
s Smn — 32, sem,, €1 e =P
4 4 my In mn—1/2 —
3 1 _
[ qgmn — 3, S€ Ty, Ty €1 € Ty 172 =1
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Demonstracao. A cardinalidade dos conjuntos acima foram obtidos, aplicando-se
as igualdades

SS(Km,n) = ‘S ( mnt_}QT)|_|S ( mn);)gK‘
gs (Km,n) = ‘Ss (Km n) — gK‘ + ‘S ( mn) — gKP‘
‘Ss (Km,n)‘ = ‘Ss (Km,n) gs (Km,n) )

em cada familia de superficie do Teorema 4.5.2. Por exemplo, no caso em que m,, # T,
€ Tmns2 = P, 0s conjuntos sao dados por

Sy ={"T=U R, (y+ )T =UPR, -+ (v + 5 = )T = Romn }
§, = {3 = Ui, (y+ 1) K = W3R, (7 + & — DK = Ry}
U{(v-1) KP = (u-1) RyRe,yKP = U/ R, - -- MKP UL, R'}.

Como u = %mn — %, entdo o niumero de elementos dos conjuntos (cardinalidade) sio

obtidos da sequinte forma:

U U 1
~ 2y 4+u—4 u 1 1
S(gKP)‘ = = —(7—1)+1—§—Zmn—za
= = = ~ = 1 1
Ss (Kmn)| = Ss(9K)+Ss(gKP) =Ss (Kmn)+Ss (9K P) = gmn = o,
~ 1 1 1 1 3 3
K = K K =-mn—-+-—mn——-=-mn— —.
‘S( m7n)| Ss ( m,n) +S; ( mm,) 4mn 1 + an 5 4mn 1
Os demais resultados foram obtidos de forma andloga. ]

Observamos, nos célculos realizados na demonstragao do Coroldrio 4.5.3, que os
subconjuntos nao orientaveis S; (¢K) e Ss (9K P) de S (K,,,) podem ou nao ter o
mesmo numero de elementos e quando diferem é somente por uma unidade.

Coroldrio 4.5.4 Os subconjuntos nio orientdveis S, (¢K) e S, (9K P) de S, (Kmn) sat-
isfazem as seguintes igualdades

gKP)‘, set é par ou set é impar e mn/2 é par

gKP)‘ + 1, set é impar e mn/2 é impar.

Demonstracao. De fato, t é par se e sé se m e n sio pares. Entao 2mn/4 é par,
dat, o mergulho mdximo de K,,, ¢ da forma U?_; R', consequentemente,

S.(9K) = {¥K = (% = DRy, ( + ) K = UL R (74 22 = 1)K = Ron
S,(9KP) = {(+-1) KP = %2Ry yKP = UL PR (1452~ 9)KP = U2 R},

o que mostra a igualdade )SS (gK)) =

S, (gKP)). O caso t é impar e mn/2 é par
e a outra igualdade podem ser provados de forma andloga, utilizando os conjuntos do
Teorema 4.5.2. [
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Coroldrio 4.5.5 O nimero de elementos de quaquer um dos conjuntos nao orientdveis
de K, ,, € aprozimadamente o dobro do seu respectivo conjunto nao orientdvel, isto é,

S (Kun) 2 2|Me (Ko

=218 (Kna)| e [Me (K,)

Demonstracao. A primeira relacio é uma consequéncia tmediata do Coroldrio
4.5.4. A sequnda relagao deve-se ao fato de que os modelos de partigoes de mergulhos
sao os mesmos nas superficies das formas g1 e gK, porém, o nimero de parti¢oes nas
superficies gK P é um pouco superior ao nimero de particoes em gK. [

Os resultados desta se¢ao podem ser transferidos imediatamente para o grafo com-
pleto bipartido da forma K, ,,, serd este o objetivo da préxima subsecao.

4.5.1 Consideracoes sobre os Mergulhos de K,

O grafo completo bipartido K, , ¢ o modelo de grafo completo adotado para obter
informacoes mais gerais sobre a familia dos grafos completos bipartidos, dai a nossa
preocupacao em fornecer os resultados equivalentes para a familia de grafos K, ,,.

Coroldrio 4.5.6 (Equivalente ao Lema 4.5.1) Sen é impar ét o nimero de regides
do mergulho minimo orientdvel de K, ,, entao os mergulhos minimos orientdveis e nao
orientdveis sem bordos de K,,,, sao da forma

Knvn%(in2—n+ )TE(% 2_ )RRg (1n2—n+ )K<—“‘Kn7n,setéz’mpar,
caso contrdrio, os mergulhos minimos orientdveis sao das formas
Knm —> (i’I’LQ—’I’L—F )TE (i’I’L2—’I’L——) R4R10, ( n —’I’L——) R4R6R8,

é 0 mergulho minimo nao orientdvel é da forma

Kn,n — (l

in® —n+32)KP = (in® - 2) RyRs.

Demonstragao. Se n = 2q + 1, entdo, o nimero de regides t para o mergulho
minimo de K, , € dado por

v = {i(2q+1—2)2} ={—a+i}=0—q+1
() = 5+ 1=t ]
dat, a caracteristica da superficie Qumin para o mergulho minimo de K é dada por
X(Quin) =2-2y=2-2(¢" —q+1).
Portanto, o nimero de regioes do mergulho minimo é dado por

t = X(Qmin)—v+e:2—2(q2—q—|—1)—2(2q+1)+(2q+1)2
= 22 4+29-1=2(51)" +2(22) —1=1p2 -3,
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Observe que t é impar. Por outro lado, o mergulho minimo de K, ,, possui o mdzimo de
regioes quandrangulares. Como 2mmn é par nao divisivel por 4, pois m e n sao impares,
entio 2n? = 4k + 2. Mas a particao de um mergulho minimo deve maximizar o niimero
de regioes quadrangulares isto é, deve ser necessariamente da forma

Znin (Komn) = (k — 1) RyRs.

Assim, o mergulho minimo possui k regioes, sendo (k — 1) regides quadrangulares e
uma hexagonal. Mas k pode ser par ou impar. Se k for impar, os mergulhos minimos
orientdveis e nao orientdveis de K, , possuem o mesmo tipo de particao, isto €, sao
mergulhos da forma

Knp— (30 —n+DT=En" -3 RyRe= (3n* —n+H K — K, ..

Se k for par, (4.13) nao pode ser parti¢io de um mergulho minimo orientdvel, logo é
particao do mergulho minimo nao orientdvel o qual assume a forma

Kn,n — (l

i —n+32)KP = (in” — 2) RyRs,

o mergulho minimo orientdvel deverd ser formado por t — 1 regioes, e portanto deverd
assumir necessdriamente uma das duas formas

Kn,n —> (inQ —n-+ ) T = (1n2 — —) R4R10, ( %) R4R6R8,
0 que mostra o desejado. ]

Teorema 4.5.7 (Equivalente do Teorema 4.5.2) Os conjuntos das superficies ori-
entdvets e nao orientdveis sem bordos para os mergulhos de K, , sao:

i) Sen épar, entdoy=1(n—2)" e

1

4
n?/2-2 i

L= 22T =Ry (y+1)T = U2 2R (In?—n) T = U2 R}

S, = ;]i(n—2)2K="—2R4,(7+1)KEUZZ{2_2R1', ,(3n* —n) K = UL 1RZ}

U{i(n 22 KP=U"T R (y +1)KPEU?12_3RZ,---,<%) KPERgnz};

iii) Sen é impar, v = in2 —n+ E, 2n? = 4u + 2; neste caso, se u é par, temos que
SS = {’}/T = ng_llRi> (/y + 1) T= quLz_lsRia Ty
Se={7K=UZ'R,(v+ 1)K = uy—fRi —
U{(y-1) KP = (u-1) RyRs,vKP = U}~ R’ (§n2 2"“) KP= UL, R}

e se u é impar, temos que:

S, ={T= U—l)R4RGa(7+1)T Ui R (5 2_”+1)TER2m”}’
Se = {7K = (u—1) RaRs, (v + 1) K = UZPR, -+, (577 =+ 1) K = Ropn |
U{vKP=U"'R", (y+1)KP = uy:fRZ, (g 2—n)KP=ULR'}.
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Demonstragao. Se n = 2q, entao
v o= {i@-2 ={@-20+1} =¢ —2¢+1
— (@2 +1=12—n+1.

Se n = 2q+1 entao, pela demonstragao do Corolario 4.5.6, v = in2 —n+ i. O restante
da demonstracao seque do Teorema 4.5.2. [

Coroldrio 4.5.8 (Equivalente ao Coroldrio 4.5.3) Se m, = P (w, = I) indica que
n é par (n é impar), entao a cardinalidade dos conjuntos de superficies orientdveis e nao
orientdveis sem bordos de mergulhos de K, ,, é dada por:

in?, sem, =P

S (Kl = § g2 = semn €l emapap =P
Loyl e eremmint
in?, sem, =P

S.oP)| = 3 bt em e T enan=p
O R

- in?, sem, =P

Ss (Kmn)| = %Tﬂ - % sen €1 € Mpajpyp =P
5712 — 9, semp €1 eTpzyp 10 =1

R 3n2, sem, =P

Ss (Kmun)| = %712 - %7 semy €1 emn2n_1/2 =P
%nQ — i, semn, €1 €My 170 =1.

Demonstragao. Basta fazer m = n nos resultados do Coroldrio 4.5.3, eliminar os
casos em que m,, # m, e usar o Coroldrio 4.5.3. [

Nas andlises sobre os mergulhos de K, , e K, , realizadas na Secao 4.5, somente nao
foi explorado as relagoes matemadticas referentes aos mergulhos com bordos, porque estes
dependem das classes de mergulhos sem bordos e variam muito de caso para caso. Nao
é nada dificil identificar as classes de mergulhos, seja orientdveis ou nao, com ou sem
bordos. E trabalhoso. A identificacio comeca sempre pelas classes de mergulhos sem
bordos orientdveis, esta é idéntica ao caso nao orientdvel sobre superficies da forma gk,
depois vem as classes nao orientdveis sobre superficies da forma gK P e, finalmente, faz-
se a identificacao das classes de mergulhos com bordos. A identificagao destas ltimas sé6
dependem da combinacao de regioes sobre as quais sao aplicadas a operagao e exerese.
Como cada classe sem bordo gera um niimero bastante elevado de mergulhos sem bordos,
o mimero destas sao muito maiores do que ao nimero das classes sem bordos.

O nidmero preciso dos mergulhos sem bordos pode ser perfeitamente estimado, mas
¢ um trabalho mais laborioso do que os sem bordos, uma vez que depende dos tipo e
quantidade de regioes de cada classe. Mas, & medida que os mimeros de vértices e lados
do grafo aumentam o mimero de classe de mergulhos sem bordos crescem fatorialmente,
uma vez que se trata de um problema combinatorial. Pode-se até pensar em identificar os
mergulhos com bordos de K,, ,,, contudo, seria sempre uma estimativa, uma vez que nem
todas as classes de mergulhos sem bordos existem, como foi mostrado no Lema 3.9.1,
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para a classe de Rggg10. Caso este problema seja resolvido, o nimero de mergulhos
sem bordos seria sempre um limitante superior, até que a nao existéncia das classes de
mergulhos sem bordos de K,,, sejam identificadas.

Em vez de enveredarmos pelo caminho dos mergulhos sem bordos, preferimos tratar
do problema da identificacao dos mergulhos regulares, por estes representarem uma
importante classe de mergulhos, quando o propdésito for usa-los como projetos de modu-
lacoes sobre superficies.

4.6 Os mergulhos regulares de K, 4

Lembramos que um mergulho se diz regular quando todas as regioces da parti¢ao sao
do mesmo tipo. Quando se trata de usar mergulhos para projetos de modulacoes sobre
superficies, os mergulhos regulares correspondem aos e.s.g.u., projetos em que todas as
regioes de decisao sao congruentes, reconhecidos como os projetos que apresentam a
menor complexidade de célculo e, por isso, os mais visados para projetos de sinais em
em processos de transmissao de sinais digitais.

Quando o objetivo é construir um mergulho topoldgico, a preocupacao incial é obter
somente o modelo do mergulho. Nesta etapa do processo, nao é relevante conhecer o tipo
de regiao do mergulho. Dependendo do grafo o mergulho topolégico é um processo de alta
complexidade e nao ha métodos infaliveis que permitam obter este tipo de construcao.
A identificacao das regioes do mergulho é um processo que vem depois da construcao
topolégica do mergulho. Do ponto de vista da topologia, regioes de um mergulho de
um mesmo tipo sao todas iguais. Sob este aspectos os mergulhos regulares sao modelos
naturais de e.s.g.u., e daf a importancia em identificar este tipo de mergulho.

Se o mergulho de G é regular, isto é, G — ) = kR, entao iremos considerar, para
efeito de classificacao, o mergulho com k componentes de bordos G — 2, = G como
sendo um mergulho nao regular.

Voltemos a inspegao dos mergulhos sem bordos do grafo /4 4 relacionados no Capitulo
3 e dos mergulhos com bodos realicionados neste capitulo, e identifiquemos aqueles que
sao regulares.

4.6.1 Mergulhos regulares de K;; e K»»

Vimos que o grafo K ; nao possui mergulho de 2-células e, portanto, nao faz sentido
falar em mergulhos regulares vindos do grafo completo bipartido K ;. Passemos entao
para os mergulhos de K3 5. Analisando a Tabela 4.3.1, vemos ‘que todos os mergulhos de
K, 5 sao regulares, consequentemente, se Ru, RMS, RMb, RM, RM e RM sao os conjuntos
principais de mergulhos regulares de K52, entao o nimero de elementos ¢ dado pela
Tabela 4.6.1.

O grafo Ks2 ¢ o primeiro da familia de K,,, a ter um modelo de mergulho cuja
particao é composta por duas regioes, a condi¢ao minima exigida para que se tenha um
projeto natural de modulacao, problema que serd analisado minuciosamente no Capitulo
5.

No caso do grafo K32, o indice de incidéncia de mergulhos com bordos ¢ de 100%.
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Orientével Nao orientgvel
R7¢\ RMS RM , RM RI\7JI RI\7JIb RM Total
UR, 1 2 3 1 1 2 5

S

Tabela 4.6.1: Classes de mergulhos regulares de K3 o

Este ¢ o unico grafo da familia dos grafos completos bipartidos K, ,, que apresenta todos
os mergulhos regulares.

4.6.2 Mergulhos regulares de K33

As classes de mergulhos de K33 contém uma adversidade maior de modelos, que
servem de amostras para ilustrar de como sao os tipos de modelos que iremos encontrar
nas classes de mergulhos dos grafos completos bipartidos K, ,. Utilizando a Tabela
4.3.2, vemos que os mergulhos regulares de K33 sao como os relacionados na Tabela
4.6.2.

Orientéavel Nao Orientével
Sem bordo C/bordo S/bordo M, C/bordo
Q T T Ty T3 K K, K,
E| 3R¢ |2R¢,2Rs | Re, Ry, Ry | K33 3Rs 2Rg, 2R, Ry, Rg, Ro
Q 2T 2T, KP KP KPy
= Rig K3 %] Ry, Re, -+, Ria K3
Q 2K 2K,
= Rig K3

Tabela 4.6.2: Mergulhos com bordos das classes de K44 — 2T = R, ... a4

Efetuando a contagem dos elementos da Tabela 4.6.2, constatamos que o niimero de
mergulhos regulares das principais familias de mergulhos de K, 4 sao discriminados na
Tabela 4.6.3. Observamos de imediato que o niimero de mergulhos regulares com bordos
é sempre superior aos mergulhos regulares sem bordos.

Orientédvel Nao orientével
R, | B | Fog | Bor | By | By | Ry | Total
UR, 3 8 11 6 19 | 25 36
kR, 2 7 9 2 19 | 21 30
UR, — kR, 1 1 2 4 0 4 6

Tabela 4.6.3: Classes de mergulhos regulares de Ky 4
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Analisando os dados da Tabela 4.6.3 deduzimos que o indice de incidéncia dos mer-
gulhos regulares ¢ de 81,82% nos mergulhos orientdveis e de 84% nos mergulhos nao
orientdveis. No geral, o indice de incidéncia é 83, 33%. Portanto o indice de incidéncia
de mergulhos regulares continua elevado nos mergulhos de K3 3, sendo maior nos mergu-
lhos orientdveis. Este seria o perfil do indice de incidéncia da familia do grafo completo
bipartido K, ,. Estimativa precisa, somente com a identificacao dos casos mais com-
plexos.

4.7 Mergulhos regulares de /44

A identificacao das classes de mergulhos regulares de K44 j4 pode ser considerado
um problema de alta complexidade, este sé é possivel apés a certeza absoluta da exis-
téncia das classes de mergulhos de K4 4. Quanto as classes orientdveis com e sem bordos,
identificaremos com abssoluta seguranca os mergulhos regulares, pois trata-se das de
mergulhos comprovadamente existentes através do Algoritmo 2.8.1. No caso nao orien-
tdavel, a identificacao serd realizada a nivel do conjunto dos possiveis modelos de classes
de mergulhos regulares com e sem bordos, pois nao se tem certeza da existéncia de todas
as classes de mergulhos nao orientdveis relacionadas na Tabela 3.10.2. Vimos no caso
orientdvel que apenas a classe Rggg10 nao existe. Quanto a existéncia das classes de
mergulhos nao orientdveis, este indice de incidéncia seria preservado? Esperamos que
sim, mas é um fato que s6 deve ser comprovado através de um algoritmo gerador de
mergulhos nao orientdveis. A certeza que temos é que se uma classe de mergulho nao

orientavel existe entao ela estd necessariamente relacionada em uma das Tabelas 4.4.1
ou4.4.3.

4.7.1 Mergulhos regulares orientaveis de /4

Recorramos entao as classes de mergulhos orientdveis de K44 da Tabela 4.4.3 e
identifiquemos, dentre estes, aquelas que sao regulares, conforme mostram os modelos

de mergulhos com e sem bordos relacionados na Tabela 4.7.1.
Efetuando uma contagem nas classes das familias de superficies dos mergulhos regu-

lares da Tabela 4.7.1, obtemos os seguintes resultados apresentados na Tabela 4.7.2.
Concluimos portanto, da Tabela 4.7.2, que os mergulhos orientdveis regulares com e
sem bordos do grafo completo bipartido K, 4 possuem a seguinte distribuicao: 8 mergu-
lhos sobre a familia do toro, sendo um sem bordo; 30 mergulhos sobre o bitoro, todos
com bordos; 60 sobre a familia do tritoro, somente um é sem bordo;e 14 sobre a familia
de 4-toro, sendo um sem bordo. Observamos que a maioria dos mergulhos regulares com
bordos encontram-se sobre as superficies com o maior nimero de componentes de bordos.
No caso em que o mergulho com bordo possui uma tnica regiao, este é sempre regular,
pela condicao de regularidade. Este seria o caso trivial de regularidade. Em termos de
modulacao, uma particao formada por uma tinica regiao seria para um projeto de uma
constelagao de sinais composto por um tnico sinal. Como este projeto nao se aplica no
processo de transmissao de sinais, as particoes de uma regiao nao serao consideradas
projetos de modulagoes. Por isso iremos apresentar um resumo dos dados referentes aos
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mergulhos regulares orientdveis em ralacao ao indice de existéncia, apresentando o caso
em que as particoes de uma regiao sao consideradas modulacoes e quando estas nao sao
consideradas, conforme os dados mostrados na Tabela 4.7.3.

Na Tabela 4.7.3 usamos as seguintes notacoes: R e I indicam mergulhos regulares
e irregulares, respectivamente; Tot; indica o total de R + I; Mg indica os mergulhos
regulares que sao modelos de modulagoes; Red (R) redugao dos modelos regulares que
sdo modelos de modulagoes; e Iy, (Tot) % significa o indice de existéncia de My em
relacao a Tot dado em porcentagem. As demais notagoes tém significados equivalentes.

Quando se trata de modulagao o niimero de mergulhos regulares decresce significa-
tivamente em todas as familias de mergulhos orientaveis de K, 4. O caso mais radical
de decréscimo é o da familia do 4-toro, este deixa de ter os 27 mergulhos com bordos
orientaveis e, portanto uma perda de 100% dos modelos regulares de mergulhos com
bordos. Nas demais familias as perdas vao diminuinido & medidada que o género da
superficie aumenta: na familia do tri-toro a perda é de 68,33%, familia do bitoro & de
40,0% e na familia do toro é de 14, 286%.

Tabela 4.7.1: Classes de mergulhos orientaveis regulares de Ky 4

Familia do toro

Sem bordos ‘ Particoes dos mergulhos com bordos
Q T 11 T T3 T, Ts T T Ty
= 8R4 TRy | 6Ry | bRy | 4Ry | 3Ry 2Ry Ry Ky

Familia do bitoro

Sem bordos ‘ Particoes dos mergulhos com bordos
Q 2T 2Ty | 215 273 2T, 275 2T%
El 5R4R12 5R4 4R4 3R4 2R4 R4, R12 %)
= | 4R4RgR1o & | 4Ry 3Ry 2Ry Ry, Rg, R %]
=3 | 4R4RsRsg & | 4Ry 3Ry 2Ry, 2Rg Ry, Rg %]
=4 | 3R42R¢Rs | 9 1% 3Ry 2R4,2Rg | Ry, Rg, Ry %)
=5 2R44Rg g | 4Rg 3Rs 2Ry, 2Rg Ry, Rg %]

Tabela 4.7.1 - Continuagao da pagina anterior
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Tabela 4.7.1 - Continuagao da pédgina anterior
Familia do tritoro

Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos

Q 3T 31 3715 3T, 3T}
Z1 | Raaazo 3Ry 2R, Ry, Rog %)
Ho | Raaps 1) 2Ry Ry, Rg, Ris z
Z3 | Raasie %) 2Ry R4, Rg, Rie %)
Hi | Raa1014 %] 2Ry Ry, Ryp, Ria %)
= Rya1212 1%} 2R4,2R;9 Ry, Rio 1%}
He | Rae6,16 1) 2R¢ Ry, Rg, Ry %}
Zr | Raggia z z Ry, R, Rg, Ry | ©
Hs | Rae,1012 %] %] Ry, Rg, Rio, Ri2 %)
g | Ragsi2 %) 2Rg R4, Rg, Ry2 %)
Zio | Razg10,10 %] 2Ry Ry, Rg, Ry %)
Z11 | Rege14 3R 2R Re, R14 %)
i | Rees12 1) 2R¢ Rg, Rg, R12 %}
Z13 | Re6,10,10 % 2Rg, 2 R0 Re, R14 %
Hia | Regsio 1) 2Ry Rg, Rg, R %}
Z15 | Hsgss 3Ry 2Rg Rg Kyq

Familia 4-toro

Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
=ar 4T 4T 475

=h RyRss | Ry, Rog g

= ReRas | Re, Rag )

Z3 RgRay Rg, Ray %

Z4 | RioRa2 | Rio, Ro2 2

Z5 | RiaRao | Ria, Roo 2

Z6 | RisRis | Rua, Ris 2

= | RigRis R g

125

Vimos entao que muitos dos mergulhos regulares podem nao servir para projetos de
modulagoes, sao aqueles que possuem uma tnica regiao e podem acontecer tanto nas
superficies sem bordos como nas superficies com bordos. Em relacao a estes aspectos
podemos descrever os mergulhos regulares orientaveis através da seguinte proposicao.

Proposicao 4.7.1 Os mergulhos regulares orientdveis sem e com bordos de 2-células do
grafo completo bipartido Ka4 tém a sequinte distribuicao:

i) 111 regulares, sendo 3 sem bordos e 108 com bordos;
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Familia do toro

Er T Ti T T3 Ty Ts T T T3 Total
S8Ry 1 1 1 1 1 1 1 1 0 8
Familia do bitoro

Er 27 | 2T, 275 215 | 2Ty | 215 | 2Ts | Total
RyRyRyRyRyR1o
RyRyRyRyRg Ry
R4R,RyR4Rg Ry
RyRyR4ReRe Ry
R4 R4 R6 R6 R6 RG

Total

—|l ol
=== ==
N|IWI N W DN
[} Ner) Norl Ne))

el =l K] Ko=) Ren) i
O DN |+
[ev) Hew) Nevll Hew)l New)l Nan)

4 5
Familia do tritoro
3T2 3T3 3T4 Total

=37 3T
RyR4R4 Ry
RyR4ReR1g
R4R4RgRy6
RyRyRy10 R4
RyRyR12R1o
R4ReReR16
RyR¢Rs R4
RyR¢R10R12
R4RgRgR1o
RyRg R0 R1o
ReReRe R4
Re R Rg R1o
Re R R0 10
ReRg Rg Ry

RgRSRSRS
Totais

(UV)
bs

W

=l Bl ==l Nl N 1 Henll Nen )l Nen} Hen}l Nenll Nenll Nenl Nenll el I Ty
e T S Y Y Y Y el el S B NCH (S I )
FHIWIN|IWIN| W W WNDW]W| W]
NI S S S N N N Y S N N R S

[l Bl Ko=) Henll Hen) Hen) Henll Nen )l Nen) Hen) Nenll Henll Nen) Nen) Nen) Nenl
(==} el Hen) Hen) vl Henj fen) Hen) Nen) vl Nen) Hen) Nen) Nev) Hav) Nen)

S
—_

3 15
Familia do 4-toro
4T, | Total
2

D
e}

=T 4T
R4Rag
Re Ras
Rg Ray
Ryg Rz
Ry2 Ry
Ry4Ras
Ry Ry6
Totais 1 13 14

Tabela 4.7.2: Nimero de classes das familias de mergulhos orientédveis regulares de Ky 4

S
LS

ol =) Hen)l Hen)l Hewll Nan) Nan)
NN NN DN
NN NN DN

[en)l Nen)l Nen)l Haw) Nen) Nen) Renll Naw)
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Familia T 2T 3T 4T Totais
Superficie Q Q Ql Q Q Q. Q Qs Q Qs
R+1 1 8 |5] 8 [ 14 [ 139 | 7 | 21 | 27 | 248
Totrys 9 85 153 28 275
R 1 7 |o] 30 1 59 | 1] 13 | 3 | 109
Ig (Tot)% || 11,11 77,79 | 0| 35,294]0,654 | 38,56 | 3,57 | 46,43 | 1,09 43,95
Lo (R) % 88,89 35,294 39, 216 50, 00 40, 727
Mp 1 | 6 Jo] 18 1 | 18 1| o | 3] 4
Totr, 7 18 19 1 45
Ing, (Tot) % || 11,11 ] 66,667 | 0 [ 21,176 0,654 | 11,765 |3,57| 0 [1,09]15,273
Totr,, % 77,778 21,176 12,418 3,57 16,364
Red(R)% || 0 | 1 |0]14,118] 0 [26,798]|3,57|46,43|1,09 | 24,363

Tabela 4.7.3: Nimero de classes das familias de mergulhos orientdveis regulares de Ky 4

i1) 67 modulgées requlares, sendo 3 sem bordos e 64 com bordos;

Demonstragao. Sao dados colhidos diretamente da Tabela 4.7.2. |

#(Classe)

[ ] Mergulhos sem bordos (M)
Il Mergulhos com bordos (M)

|:| M, + M,

I:I Regulares sem bordos (R,)
. Regulares com bordos (R )

139

80

59

30
18

— O

Toro Bitoro Tritoro 4-Toro

Figura 4.7.1: Gréfico em barras dos mergulhos regulares orientdveis de Ky 4

Observamos ainda no processo de identificacao dos mergulhos orientdveis com bordos
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que: a soma dos mergulhos regulares com bordos de cada classe de mergulhos de uma
superficie é constante e igual ao nimero de regides da classe. De um outro modo, esta
afirmacao pode ser descrita através da seguinte

Proposicao 4.7.2 Seja = () o conjunto das classes de mergulhos de G — Q = UF_| R,,,.
Entao, para todo Z; € Z (), o nimero de mergulhos com bordos regulares gerados pelo
merqulho G — ) ¢é dado por

M ()| = k.

Demonstragao. De fato, para toda classe Z; de Z(Q), =; = UY_|R,. e o conjunto
dos mergulhos com bordos gerados por Z; depende dos tipos de regioes R, da particao
UY | R,,. Duas regides R,, e R, sao distintas se, e somente se, a; # ;. Se todos as
regioes sao distintas, entao o conjunto dos mergulhos requlares com bordos gerados por
=; € dado por

MZ (EZ) = {Ra17 Razv U 7Rak} )

logo o nimero de elementos de M. (Z;) é # (M. (Z;)) = k. Suponhamos, no caso geral,
que =; é uma particao da forma

U*_\Ru, = B1Ra, + ByRay + -+ B,Ra,, € > 1B =k, (4.15)

entdao o conjunto dos mergulhos regulares com bordos gerados por =; é dado pelos sequintes
subconjuntos de mergulhos

G — Qp =B1Ra, G—= Q3 1= —1)Ra,, - ,G— O = R,
G — QBZEBQRazu G%Qﬁzflz<61_1)Ra27”'7G(_>QIER0127

G — Qp =BRe,, G— Q3,1 =, —1)Ray, - ,G — O = R,

Observe que cada relagao j-ésima relacionado na horizontal acima define os conjuntos
de mergulhos requlares de 1 até (3; componentes de bordos; logo, cada linha contem [3;
elementos, e portanto

‘Mg(Ei)‘:ﬁl+52+"‘+5222j:1ﬁj:k,

0 que mostra o desejado. ]

A Proposicao 4.7.2 é importante para a identificacao das classes de mergulhos regu-
lares de um grafo porque permite estimar o nimero de mergulhos regulares, contando
somente com os tipos de regioes das classes. Para sermos precisos o nimero de elementos
dos conjunto dos mergulhos regulares de um grafo GG pode ser obtido através de uma
férmula matemadtica, como serd visto a seguir.

Vimos, nos Capitulos 3 e 4, que os mergulhos orientdveis de um grafo G sao das
formas

M(G) = {G — T = Uf:lROéwG - (/V_I' 1)T = U?:_EROM”' G — Yl = ZR%}’
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se k é par, ou
M(G) = {G - VT = Uf:lRomG - (7"’ 1)T = U?:_12Rai>"' >G - VMT = Rai} )
se k e impar. Neste caso, o conjunto das superficies para os mergulhos de G é dado por

Teorema 4.7.3 Se o niumero de classes de mergulhos de G sobre a superficie T, v <
g < Y, € dado por |Z(gT)|, entdo o nimero de mergulhos regulares orientdveis com
bordos de G é dado por

Mz (G)| = 3202 kg 2 (9T)] -

Demonstragao. Seja S (G) o conjunto das superficies orientdveis para os mergulhos
de G e seja Z(G (¢gT)) o conjunto das classes de mergulhos de G sobre a superficie gT.
Entao, para cada v < g < T, seja k; o nimero de regioes da particao do mergulho
de G sobre ¢T, isto é, o mergulhos é da forma G — ¢T = UfilRai. Pelo Lema 4.7.2,
para cada classe Z; € Z(gT) o mimero de merqulhos regulares com bordos gerados pela
classe =; é dado por k,, entao, se |=(gT)| é o niumero de classes de = (gT'), seque que
o numero de mergulhos requlares com bordos de G sobre a superficie g1 é dado por

M (9T) = kq |2 (gT)] -

Consequentemente, o nimero de mergulhos requlares de 2-células orientdveis com bordos
do grafo G é dado por

M (G)] = 2252, K IE (9T

9=
0 que mostra o desejado. ]

Lembramos que k, é a variagao do nimero de regioes do mergulho sobre a superficie
g1, por isso k4, depende do género g, que assume valor méximo quando g = y e diminui de
duas em duas unidades até chegar em 2 ou 1, conforme 7 seja par ou fimpar. Observamos
que no caso do grafo completo bipartido K44, o cdlculo para o nimero de mergulhos
orientdveis com bordos é dado por

ML (Kaa)| =32 1 kg [E(9T) =8-146-5+4-14+2-7 =108,

o que confere com o resultado obtido na Tabela 4.7.2. Além de funcionar como uma prova
de que os dados da Tabela 4.7.2 estao corretos o Teorema 4.7.3 tem uma grande utilidade
quande se quer saber o nimero de mergulhos regulares de uma grafo qualquer. Apesar
de ter sido enunciado para o caso particular do mergulho orientdvel do grafo completo
K, ,, o Teorema 4.7.3 vale também para o caso nao orientdvel. Este problema serd
abordado logo apés relacionarmos os mergulhos regulares nao orientdveis na préxima
subsecao.
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4.7.2 Mergulhos regulares nao orientaveis de K4

Os mergulhos regulares nao orientéveis de K4 4 sobre as superficies da forma gK sao
obtidos imediatamente dos mergulhos orientdveis, substituindo a superficie ¢7" pela su-
perficie g K, pois, como jd é um comentdrio anterior ao longo deste trabalho, as particoes
de mergulhos de um grafo G sobre ¢g7' sao as mesmas dos mergulhos sobre gK. Com
isso conseguimos de imediato a identificacao da metade dos mergulhos regulares nao
orientaveis de Ky 4. E evidente que este é um procedimento geral e aplica-se ao processo
de identificacao de mergulhos nao orientéveis de qualquer tipo de grafo. Falta somente
identificar os mergulhos regulares nao orientaveis de K, 4 sobre as superficies da forma
gKP.

O processo de identificacao dos mergulhos regulares de K, 4 sobre as superficies nao
orientdveis da forma gK P ¢é idéntico ao caso orientavel realizado na Secao 4.7.1, e serd
concluido através da identificagao dos mergulhos regulares existentes na Tabela 4.4.3.
Em seguida, serd apresentada uma andlises minuciosa das principais caracteristicas deste
mergulhos, em forma de grafos de barras e tabelas de dados contendo o nimero de
elementos, indices de existéncias e taxa de reducao dos mergulhos com caracteristicas
de modulacoes regulares.

A Tabela 4.7.4 contém todos os modelos possiveis de mergulhos regulares nao orien-
taveis do grafo completo bipartido K, 4. Novamente, nao iremos considerar os mergulhos
em que todas as regioes sofreram a operacao de exérese como mergulho regular com bor-
dos. O tnico modelo que poderia ser regular seria o caso de Ky 4 — 4K P; = K44, uma
vez que vem de um modelo regular. Devido a sua caracteristica peculiar, isto é, de ser
o préprio grafo Ky 4 mergulhado sobre a superficie 4K Py, nao iremos considerd-lo como
mergulho regular, pois nao terfamos como propor uma modulacao sobre este mergulho,
ja que a auséncia da regiao de decisao de sinais é bastante 6bvia neste tipo de modelo.

Analisando os modelos de mergulhos regulares relacionados na Tabela 4.7.4, con-
cluimos, de imediato, que existe somente um tinico mergulho regular sobre uma super-
ficie nao orientdvel sem bordos da forma gK P, é o mergulho méximo nao orientavel
K44 — 4K P = R3,. No mais, todos os mergulhos regulares dessa familia encontram-se
sobre superficies com bordos, sendo que, a maioria, encontram-se sobre os mergulhos
com 2 e 1 regides, atingindo o maximo de elementos nos modelos com uma tnica regiao.

Novamente, como nao é o costume projetar modulacoes para constelacoes de um
sinal, os mergulhos com uma regiao serao descartados deste propdsito. Com isso, ha
uma grande reducao no nimero de modelos regulares de mergulhos, quando o objetivo
é utilizd-los como projetos de modulacoes regulares. As superficies que concentram o
maior nimero de modelos regulares, sao exatamente aquelas que contém as modulacoes
para constelagao de um sinal, consequentemente nao seram consideradas para o uso de
projetos de modulacgoes.
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Tabela 4.7.4: Classes de mergulhos regulares nao orientdveis de /44 sobre gK P

Familia de K P

Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q KP | KP, | KP, KPs KP, KPs KPs | KP;
6R4Rs %) 6Ry | DRy 4R, 3Ry 2Ry Ry, Rs| @
5R42Rg %) %) SRy 4R, 3Ry 2R4,2Rg | Ry, Rg | ©
Familia de 2K P
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
E(2KP) |2KP | 2KP, |2KP,| 2KPs 2K P, 2K P
Risaaie | O 4Ry | 3Ry 2Ry Ry, Ris 1)
Rysapera | O %) 3Ry 2Ry Ry, Re, R1a 1)
Rysuagio | O %) 3Ry 2Ry Ry, Rg, Ry 1)
Risa1010| < %) 3Ry | 2R4, 2Ry Ry, Ry %}
Risse12 | @ 1%} 1%} 2R4,2Rg Ry, Rg, R12 %)
Rys6810 | 9 ) %) 2Ry R4, Rg, Rg, Rio %)

Continua na préxima pagina
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Tabela 4.7.4 - Continuagao da pégina anterior
Familia de 2K P
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Ryssss 1%} 1%} 3Rs | 2Ry, 2Rg Ry, Rg 1%}
Ry6.66,10 ) @ 3R 2R Ry, R, Rig | @
Rig6ss 1%} 1%} & | 2Rg,2Rs | R4, Rg,Rs | @
Rs 66,68 1%} 4Rs | 3Rs 2Rg Rg, Ry 1%}
Familia 3K P
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
E(BKP) | 3KP | 3KP, 3K P, 3K P;
RyR4Rsy4 1%} 2R, Ry, Roy %)
RyRgRoo 1%} 1%} Ry, Rg, Roo 1%}
R4Rg Ry 1%} 1%} Ry, Rg, Ry 1%}
RyRyioRig %] %] Ry, Ry, Ris %]
RyR12Rq6 %) %) Ry, Ri, Ry %)
R4R14Ry4 %) 2Ry4 R4, R4 %)
ReRg Ry 1%} 1%} Rg, R I}
RegRgRig 1%} 1%} Rg, Rg, R 1%}
Re R0 Ri6 2 2 Rg, R10, Ri6 2
ReR12 R4 % % Rg, R12, R4 2
RgsRg Ry 1%} 2Rg Rg, Ryg %)
RgR10R14 2 2 Rg, R0, R14 2
RgR12Ry2 % 2R1o Rg, Ri2 %)
RigR10R12 %) 2Ry Ryg, Rz %)
Familia 4K P
Sem bordos Com bordos
Q 4K P 4K Py
s Rso %]

Na Tabela 4.7.3 usamos as seguintes notacoes: R e I indicam mergulhos regulares e
irregulares, respectivamente; Totg, ; indica o total de R+ I; Mg indica os mergulhos re-
gulares que sd@o modelos de modulagdes; Red (R) indica a redugao dos modelos regulares
que sdo modelos de modulagoes; e Iy, (T'ot) % significa o indice de existéncia de Mp em
relacao a Tot dado em porcentagem. As demais notagoes tém significados equivalentes.

A Tabela 4.7.5 mostra a quantidade exata de modelos de mergulhos de K, 4 existentes
em cada familia de superficie nao orientada da forma gK P, o total de modelos de mer-
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Familia KP 2KP 3KP 4K P Totais
Superficie Q QO Q Q. Q Q Q | Q Q Q
R+1T 2 30 10 138 14 86 1 1 27 255
Tot 32 148 100 2 82
R 14 0 50 0 42 1 0 1 106
Ir(R+1) 46,667 | 0 | 33,784 | O | 48,837 | 100 | O | 3,704 | 41,569
Ir (Tot) 43,75 35,294 42 50 37,943
Mp 0 10 0 27 0 5 1 0 1 42
Iy, (R) 0] 71429 | O 54,0 0 | 11,905 | 100 | 0O 100 | 39,623
I, (R+1)| 0 |33333| 0 | 19,565 | 0 | 5,814 | 100 | 0 | 3,704 | 16,471
Iy, (Tot) 0] 31,25 | 0 | 18,243 | O 5,0 50 0 | 0,355 | 14,894
Red (R) 0] 28,571 | O 46.0 0 | 88,095 0 0 0 60, 377

Tabela 4.7.5: Nimerso de mergulhos nao orientdveis, regulares e de modulagoes regulares
de K4,4

gulhos regulares, o total de mergulhos regulares que podem ser utilizados como projetos
de modulagoes, as respectivas porcentagens de modelos existentes em cada familia, como
também, a taxa de reducao dos modelos que sao utilizados como modulagoes regulares.

As notacoes utilizadas na Tabela 4.7.5 tem os mesmos significados das notacoes da
Tabela 4.7.3, descritos acima logo em seguida a esta tabela.

No gréfico em barras da Figura 4.7.2, cada barra de largura igual as duas barras
menores contidas em ser interior, representa o nimero total de mergulhos correspondeste
a soma dos nimeros de mergulhos destas duas barras. O grafico discrimina, ordenada-
mente, os nimeros de mergulos gerais, mergulhos regulares e mergulhos regulares tipicos
de modulagoes, de cada familia de superficies geradas pelas superficies sem bordos, so-
bre as quais K44 possui mergulhos nao orientdveis de 2-células. Mais precisamente, o
conjunto de superficies

S(K44) ={K,KP,2K,2KP,3K,3KP,4K,4K P},

cujas familias de superficies geradas dependem do mimero de regices do mergulho de
K44 em cada uma das superficies de S (K, 4) , as quais sdo dadas por

(K] = {K, Ky, Ky, Ks, Ky, K5, K¢, K7, Ks},
[KP| = {KP KP,KPy KPy, KP,, KPs, KPs, KP:},
2K] = {2K,2K;,2K,, 2K3, 2Ky, 2K5, 2K},
2KP] = {2KP2KP,2KP, 2KPy, 2KPy,2KP5}
BK] = {3K,3K;,3K,, 3K; 3K},
BKP] = {3KP,3KP, 3KP,,3KP;},
[4K] (4K, 4K, 4K},
3K P] {4KP,AKP;} .
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Como s6 existem mergulhos nao orientdveis de 2-células de K44 nas superficies das
familia relacionadas acima, o grafico em barras da Figura 4.7.2 fornece o niimero preciso
de todos os mergulhos nao orientdveis de /44, nas categorias gerais, regulares e regu-
lares tipicos de modulagoes. O gréafico discrimina ainda, para cada caso, o nimero de
mergulhos sem e com bordos.

[ ] Mergulhos sem bordos (m,) Regulares sem bordos (R) [ Ri-R;
Il Mergulhos com bordos (M,) Regulares com bordos (R,) [ R (Familia gK)
[ M, + M, (Familia gK) R+ R, (Famfliagk) [ | (R- R)+(R-R))

— Y
[ PR (Familia gKP)
] Ry-RY+H(R-R)

—

] Mergulhos sem bordos (M Regulares sem bordos (R
M

B Mergulhos com bordos ( .
[CIM,+M, (Familia gKP)

#(Classe)

y
)

—

Regulares com bordos (R,
R+ R, (Familia gKP

[]
N
=
i
N
]

~—
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Figura 4.7.2: Gréafico em barras dos nimeros de mergulhos nao orientdveis de Ky 4:
gerais, regulares e tipicos de modulagoes.

Basicamente os mergulhos regulares nao orientdveis de /44 sobre gK P preservam
as mesmas caracteristicas em relacao aos indices de existéncias e taxa de reducao, dos
mergulhos regulares orientéveis sobre g7 (ou de gK). As variagoes podem ser melhores
visualisadas através do gréafico de barras da Figura 4.7.2, contendo o nimero de modelos
totais, modelos regulares e modelos regulares tipicos de modulagoes.

Observamos que, com rarfssimas excegoes, o nimero de mergulhos com bordos é bem
maior do que os mergulhos sem bordos, seja nos mergulhos gerais, regulares ou regulares
tipicos de modulagdes. Esta regra sé nao é vélida no caso da familia [4K P]: séo iguais
no geral e nos dois outros casos, o nimero de mergulhos sem bordo supera o niimero de
mergulhos com bordos.

Notamos ainda que sempre ocorre uma variagao acentuada decrescente do niimero de
mergulhos quando consideramos ordenadamente os casos geral, regular e regular tipico
de modulac¢ao. Novamente, [4K P] é a unica familia que quase nao ocorre este tipo de
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variacao, pois contem 2, 1 e 1 mergulhos para este respectivos casos. Observamos ainda
que a familia [K], apesar da variagao ser decrescente, esta nao é muito acentuada, pois
apresenta valores 9, 8 e 7.

4.8 Analise Final sobre Mergulhos de K, ,

Utilizemos agora os dados obtidos nas Tabelas 4.7.3 e 4.7.5 para fornecer, na Tabela
4.8.1, o nimero de todos os mergulhos do grafo completo bipartido K44, destacando a
incidéncia em cada familia de superficies, o nimero de modulagoes gerais, mergulhos
regulares e modulagoes regulares.

Geral Modulagoes Regulares Mod. Regulares

Q Q Q, Tot. | Q Qr | Tot. | Q Q, Tot. | Q Q, Tot.
gT 27 | 248 | 275 | 27 | 155 | 182 | 3 | 109 | 112 | 3 | 42 45
gK 27 | 248 | 275 | 27 | 155 | 182 | 3 | 109 | 112 | 3 | 42 45
gKP || 27 | 255 | 282 | 26 | 161 187 1 | 106 107 1 42 43
gP 54 | 503 | 557 | B3 | 316 | 369 | 4 | 215 | 219 | 4 | 84 88
Tot. || 81 | 751 | 832 | 80 | 471 | 551 | 7 | 324 | 331 | 7 | 126 | 133

Tabela 4.8.1: Nimeros de mergulhos, gerais, modulacoes, regulares e modulagoes regu-
lares nao orientdveis de K44

Como toda superficie nao orientavel da forma gK ou gK P pode ser colocada sob
a forma ¢gP, a 5% linha da Tabela 4.8.1 contém os dados referentes aos mergulhos nao
orientdveis de K4 4. Obviamente que os valores da linha de gP sao obtidos somando-se os
respectivos valores das linha de ¢7" e g K P. Concluimos portanto que 832 é o niimero de
total dos mergulhos de K44, sendo 551 modelos de modulagoes possiveis das quais 133
sao regulares. Observe, na Tabela 4.8.1, que existem 324 mergulhos regulares, porém,
somente 133 podem ser utilizados como projetos de modulagoes regulares.

Projetos de mergulhos regulares sao muitos raros quando estes se encontram em su-
perficies, identificamos 133 vindos de um grafo relativamente pequeno, o grafo completo
K, 4. Somando-se aos 7 modelos de modulacoes regulares identificados nas familias de
mergulhos de K35 e K33 atingimos um total de 140 mergulhos regulares identificados
neste trabalho, o que é um nimero bastante expressivo quando se trata da existéncia
desse tipo especial de mergulho. Destes 140 mergulhos, apenas 4 encontram-se em su-
perficies sem bordos, com isso, a grande quantidade de mergulhos regulares existentes
deve-se, sem sombra de dividas, aos mergulhos em superficies com bordos. Quanto
a existéncia de mergulhos orientdveis e nao orientdveis, estes 1ltimos sempre possuem
aproximadamente o dobro dos mergullhos orientaveis (veja Corolédrio 4.5.5), qualquer
que seja a categoria que facamos a comparacao.

O nosso maior propdsito em identificar mergulhos de grafos é utilizd-los como projetos
de modulagoes para constelagoes de sinais sobre variedades riemannianas. O inicio do
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processo foi realizado nos Capitulos 3 e 4 para a familia do grafo completo bipartido.
Apesar do estudo estar concentrado na familia particular do grafo completo bipartido
da forma K, ,, técnicas e processos de identificagao eficientes foram desenvolvidos para
serem aplicados a qualquer tipo de grafos.

A Numero de

832

751

Totais
Com
bordo

i

703 EEEEN

471 Totais
Com

369 bordo

216
Com Totais
248 bordo
161
155

1%? ] RN C-bordo Totais
57 1
! i

z

Mergulhos regulares

Figura 4.8.1: Gréficos em barras do nimero de mergulhos de Ky 4

Além disso, podemos observar durante os desenvolvimentos dos Capitulos 3 e 4, que
os procedimentos e técnicas foram laureados de resultados importantes que permitem
identificar, quantizar e predizer propriedades importantes que caracterizam o compor-
tamento dos mergulhos dos grafos completos bipartidos, dando mais énfaze ao caso
orientdvel como também a questao da regularidade, fator muito importante quando o
objetivo é utilizar estes mergulhos como modulagoes. Na verdade, o processo de identi-
ficagao realizado nao consta somente em identificar os modelos dos mergulhos de Ky 4,
hé todo um processo de descricao das propriedades locais de cada etapa, no sentido
de predizer propriedade topolégicas dos mergulhos, quantizar o mimero de elementos,
especificar os tipos de mergulhos, exibir tabelas e grificos dos resultados, no sentido de
depurar a informacao.

O problema da identificagao de mergulhos de grafos se caracteriza pela existéncia
de véarios componentes, tais como as classes de familias de superficies (orientédveis e
nao orientdveis) para o mergulho do grafo, classes dos mergulhos com e sem bordos,
e familias de superficies geradas por um mergulho sem bordo. Portanto foi necessério
uma estratégia de definicao desses componentes, apresentar resultados de cada um deles,
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fazer comparacoes e, no desfecho, juntar todas as informacoes de forma condensada para
pode avaliar a existéncia desses componentes individualmente e como parte de um mesmo
processo. Daf a necessidade de construgao de vérias tabelas e gréficos em barras. Estes
contém os dados precisos sobre nimero de elementos em cada um dos componentes
integrantes do processo.

O objetivo inicial de identificar as classes de mergulhos do grafo completo K, ,, foi
mais do que concluido nos Capitulos 3 e 4. Nao podiamos desassociar o problema do
caso nao orientavel, ao perceber semelhangas tao evidentes no processo de identificacao,
com isso, a partir da Segao 3.10, comecamos a introduzir informagoes sobre o caso
nao orientavel, e passamos entao a estabelecer resultados equivalentes para os casos
orientdveis e nao orientdveis, estrapolando o objetivo incial de identificar somente o caso
orientavel. Também nao esperdvamos obter tantos resultados gerais, esta foi uma outra
grata surpresa do trabalho. Vale ressaltar aqui que os resultados do caso nao orientédvel
trata-se somente da questao da existéncia. Se este tiver o mesmo comportamento do caso
orientdvel, o maximo que pode ocorrer seria a nao existéncia e uma unica classe. O que
vai garantir a nao existéncia dessa classe seria um algoritmo identificador de mergulhos
nao orientaveis, equivalente ao Algoritmo 2.8.1, usado para no processo de identificacao
das classes de mergulhos de Ky 4.

Durante o desenvolvimento do processo, as etapas foram formalizadas através de
imimeros resultados gerais, seguidos de suas devidas provas matemaéticas, procedimentos
que validam e estabelecem definitivamente a importancia do método de identificagao
abordado neste capitulo. Para maior credibilidade do esforco despreendido nos Capitulos
3 e 4 vejamos, proximo capitulo, uma importante aplicacao dos mergulhos de grafos no
processo de transmissao digital de sinal.
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CAPITULO b

Mergulhos, Modulagoes e DMC

Com o intuito de introduzir o conceito de modulagao sobre superficies topoldgicas,
recordemos alguns procedimentos bésicos. No processo modulagao/demodulacao para
uma, constelacao de n sinais, o procedimento usual consiste em distribuir os n sinais
sobre um espaco topolégico (€2, d), onde d é uma métrica sobre um espago métrico €2, e
definir as regices de decisao de cada um dos n sinais. Para que se tenha, digamos assim,
um aproveitamento de todo o espago, a uniao das n regioes de decisao devem ser iguais a
(), e para que nao haja interferéncia simbdlica a intersecao entre duas regioes de decisao
quaisquer deve ser o conjunto vazio. A principio, qualquer particao sobre ) que atenda
esta condicao é um projeto de modulagao para uma constelagao de n sinais sobre 2.

O procedimento para construir o projeto geométrico de modulacao é o mesmo que
dividir um continente em paises, de um estado em cidades. Tomando como analogia o
primeiro caso, o continente seria o espaco topoldgico, os pafses seriam as regioes desse
espaco e a distdncia em quilometros entre dois quaisquer pontos do continente seria a
métrica. E se considerdssemos como vértices as intersecoes das linha que defininem as
fornteiras dos paises, estes poderiam ser consideradas regioes poligonais de « lados, se
este fosse o niimero de intersecoes existentes. Olhando agora o continente C' como uma
grande regiao e os pafses como regioes poligonais que compoem o continente, temos uma
particao sobre o continente C' compostas de n regioes R, , Ra,, - , Ra, , tais que

UrRo, =C e Ry NRy, =3, Vi#j, 4,j€{1,2,--- ,n}, (5.1)

onde RR,, é uma regiao aberta formada pelos pontos que estao no interior da regiao, ou
seja, do ponto de vista da geometria, R, é o conjunto de todos os pontos da regiao que
nao pertencem a sua fronteira 0 (R,,). As condigbes em (5.1) definem o equivalente a um
espaco de Hausdorff sobre o continente C, caso este fosse tomado como um superficie,
condicao essencial para tornar um projeto de modulacgao vidvel através da Geometria de
Riemann.

A condicao da particao ser uma espaco de Hausdorff é fundamental para os nossos
propdsitos, no entanto, podemos ter dois tipos especiais de parti¢coes sobre uma superfi-

cie: uma delas, a mais importante, denominada de complexo simplicial, ¢ quando atende
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as duas condigoes: 1) o nimero de lados das regides e os graus dos vértices sao sem-
pre > 3; e 2) os lados das regides nunca se encontram e quando o fazem, encontram-se
somente sobre os vértices ou totalmente. Na Figura 5.0.1, ilustramos dois exemplos de
recobrimento de uma regiao plana através de unidades (ou regides poligonais) sendo uma
delas um complexo simplicial e a outra nao.

6 16 5 2 1] [6 5 2 1]6 5
R. RZ 1 2 1 2
4 4 R4 R4 R4 R4

3 417 8 3 4] 17 8 3 47 8
13 . . - -
10 RS 910 R <= b) Unidades poligonais ==>{'’ 5 o1 A 13

4 1 10 9] 14 13 Ri Ry
11 1217 16, 3 4 11 12[15 16
R4 R4
a) Recobrimento tipo complexo gl 124 15 164 ¢) Recobrimento tipo ndo complexo

Figura 5.0.1: Recobrimentos distintos de superficies por unidades poligonais

Um recobrimento sobre uma superficie €2 do tipo a) da Figura 5.0.1, atende a condigao
de complexo quando §2 é preenchida totalmente pelo recobrimento. H& uma grande
vantagem em trabalhar com complexos, porque as relagoes entre nimeros de vértices,
lados e faces do complexo atendem a condicao da carateristica de Eiiler-Poincaré de
Q (veja féormula (2.4)), relacdo de extrema importancia neste trabalho, base para a
obtengao da maioria dos resultados sobre mergulhos de grafo existentes nos Capitulos
3 e 4. Quanto ao recobrimento do tipo c), é suficiente dizer que as relagdes entre
seus elementos bédsicos (vértices, lados e faces) nao atendem a caracteristica de Eiiler, e
com isso perdem-se muita informacoes matemaéticas quando este tipo de recobrimento é
adotado em um projeto geométrico de modulacao sobre uma superficie.

Um primeiro resultado importante para a construcao de projetos geométricos de
modulagoes serd, entao, enunciado na forma da seguinte proposicao.

Proposicao 5.0.1 Sen > 3, todo mergulho de grafo completo bipartido K, ,, sobre uma
superficie £ é um complexo simplicial de €.

Demonstracao. De fato, os vértices de K,, , tém graus > 3, as regioes tém nimeros
pares de lados > 4 e os lados de K,,, satifazem as condigoes de intersegao. [ ]

Voltando ao projeto topoldgico de modulacao, hd uma grande vantagem em optarmos
pelos espagos de Hausdorff, pois assim podemos utilizar as ferramentas das Geometrias
Diferencial e de Riemann para obter projetos de todas as naturezas, além do mais, se
este ¢ um complexo simplicial, temos a teoria dos Mergulhos de Grafos para projetar e
identificar os modelos topolégicos de modulagoes e a Topologia Algébrica para fornecer
uma estrutura algébrica, o grupo de homologia da superficie, como elemento componente
de um cédigo corretor de erro compativel com o projeto de modulagao, como mostra
Lima em [21]. A vantagem ainda de adotar o mergulho de grafos como procedimentos
para construcao de projetos de modulagoes, é que se pode prever a existéncia deste antes
de invertirmos na construgao, que é uma etapa que exige muito esforco e nunca se sabe
se vai conseguir concluir o mergulho topolégico.
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Em termos de particao, podemos considerar que, em ralacao ao tipo de regioes, tém-
se a unicidade do projeto topoldgico quando o mergulho obtido é de 2-células. Aém do
mais contamos com a existéncia de projetos de modulacoes regulares nunca imanginado
e nem explorados anteriormente.

5.1 Modulacoes QAMS

A idéia inicial do conceito de modulagoes sobre superficies foi estabelecida inicial-
mente por Lima e Palazzo em 2002 [21], porém, a formalizagado matematica da definigdo
foi introduzida anos depois (2009), por Lima e Luana [23] (Veja Defini¢ao 2.6.1). Devido
a semelhanca esta foi denominada de modulaggo QAMS (do inglés Quadrature Ampli-
tude Modulation on Surface - Modulagoes sobre Superficies em Amplitude e Quadratura
). Como o conceito envolvia, de forma natural, tanto o mergulho do grafo quanto o
seu dual, todo projeto identificado ou contruido de mergulho de grafo, resulta imediata-
mento em dois projetos de modulacoes distintos, sao rarissimos os casos em que ambos
sao iguais.

Para situarmos melhor o problema, recordemos os procedimentos necessdrios para
identificar algébricamente e construir os projetos topoldgicos das duas modulagoes QAMS,
associadas a um mergulho de 2-células de um grafo G (p, ¢) sobre uma superficie 2 da
forma

GO)—Q=U" R,, (5.2)

onde © é um sitema de rotagoes fixa de G. Como O ¢ fixo e G(O) — Q é um 2-
células, a particao UfﬂRai sobre () é tinica composta por k regioes. Se G é um grafico
suficientemente grande e conexo, o mergulho (5.2) define uma partigdo de Hausdorff do
tipo complexo simplicial em £ regioes de «aq, s, - - - , o lados. De imediato, temos um
projeto topoldgico de modulacao sobre () para uma constelacao de k sinais, a qual é
denotada por k-QAMS. Se todas as regioes R,, sao do mesmo tipo, isto é, a; = «;
para todo i # j, k-QAMS é uma modulagao para um e.s.g.u., pois o seu mergulho é
regular. Neste caso, se s1, 52, , S5 sa0 os sinais da constelagao, entao cada regiao R,
de UF,, R, é a regido de decisao do sinal s, localizado no centro de R, .
Por outro lado, pela Defini¢ao 2.6.3, o mergulho dual de G é da forma

G'(O) = Q=U_R,, (5.3)

onde R,; ¢ a regido de G’ que contém vértice v; de grau a; de G, no interior de R,;.
Novamente, vy, vs, - - , v, s@o os vértices de GG, o dual define uma particao de Hausdorff
sobre () em p regides, que atende as condigoes de intersecao, e esta pode ser ou nao um
complexo simplicial. Entao temos uma modulagao sobre €2, para uma constelacao de p
sinais, denotada de p-QAMS’. Os sinais destas sao os vértices de G, onde R, & regiao
de decisao do sinal s; correspondente ao vértice v; de G e a; = degv;. Na maioria das
vezes p-QAMS’ serd, chamada de modulacao dual.

As modulagoes k-QAMS e p-QAMS' sao ambas definidas a partir de mergulhos de
G sobre () e podem ter regioes distintas ou nao, ter mimero de sinias iguais ou nao,
entretanto estao relacionadas através do mergulho dual. Propriedades especificas sobre
as modulagoes QAMS foram exaustivamente estabelecidas em [23].
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Como podemos ver, o processo pelo qual foi definido a modulacao QAMS é bas-
tante natural e nenhuma de suas condigoes contradiz ou viola as regras usuais utilizadas
para construir outro tipo de modulacao existente. Na verdade, o conceito de modula-
¢ao QAMS intodruzido em [21] e [23] ¢ a formalizacdo do conceito de modulacao para
espacos topolégicos mais gerais, visto somente como uma expansao do conceito usual de
modulacao.

Vajamos entao a descricao completa e construgoes topolégica de um exemplo concreto
de modulagoes QAMS associadas a um mergulho de um grafo.

A Figura 5.1.1 contém as etapas completas das construgoes do projeto topoldgico
das modulacoes QAMS e QAMS’. Estes modelos foram construidos com o intufto de
provar que é possivel realizar este tipo de construgao em superficies nao orientadas e de
género maior que 2, como é o caso da superficie K'T' (soma conexa da garrafa de Klein
com o toro). O objetivo é mesmo construir um mergulho nao trivial para validar todo o

esforco despreendido no processo de identificagao de mergulhos de grafos nos Capitulos
Jed

(b) Modelo planar de 6-QAMS

K,,(0) = KT = 5RR,,

(d) Modelo planar de 6-QAMS'
K;A(@) = KT = 5RR, (c) Modelo espacial da superficie KT

Figura 5.1.1: Etapas completas de um projeto topoldgico de modulagoes QAMS associ-
adas a um mergulho de K44 sobre a superficie nao orientdvel KT’

Apesar das construgoes topoldgicas da Figura 5.1.1 conterem os elementos topolégicos
necessdarios para identificar e construir os modelo topoldgicos das modulagoes QAMS e
QAMS’ associadas ao mergulho do grafo, é necessdrio, para o entendimento dos nossos
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propositos, fornecer mais informagoes e justificativas sobre este processo. Além do mais,
trata-se de um problema multidisciplinar, envolvendo questoes da geometria diferencial,
topologia algébrica e mergulhos de grafos, sem falar que o propdésito é usar este processo
para projetar um sistema de modulagao sobre uma superficie, ou de um modo mais
geral, sobre uma variedade riemanniana.

5.2 Componentes Topolégicos de QAMS e QAMS'

A primeira vista os esquemas de um grafo munido de um sistema rotacgao, do seu
mergulho e dual parecem um amontoado de linhas e vértices sem nenhum significado,
entretanto, cada construcao da Figura 5.1.1 é muito importante para os objetivos deste
trabalho, e por isso iremos descrever detalhadamente cada construcao topoldgica ilustra-
dos na Figura 5.1.1.

5.2.1 Grafo munido de rotacao

O esquema de grafo representado na Figura 5.1.1(a) corresponde ao gréfico completo
bipartido K44 construido de forma a preservar o sistema de rotacoes fixo dado por

© = {0(1753),1(0246) ,2 (1753) , 3 (0642) , 4 (1357) , 5 (0462) , 6 (1357) , 7 (0246)} ,

sistema que ird definir, de modos tunicos, a partigao e a superficie sobre a qual K44 (©)
estd mergulhado como um 2-células. A escolha de K, 4 e O irao desencadear um processo
no qual os elementos seguintes sdo obtidos de modo tnico: do mergulho de K44 (mo-
dulagao QAMS), do merguho dual (modulagao QAMS’) e do grafo associado, processo
que serd descrito adiante numa segao especial deste capitulo.

5.2.2 Modelo planar do mergulho

A Figura 5.1.1(b) representa o modelo planar do mergulho topoldgico nao orientével
de K44 (©) sobre a superficie KT, cuja parti¢do é formada por 6 regides quadrangulares
(do tipo R4) e uma regiao de 12-lados (do tipo Rj3), mergulho cuja forma simplificada
é dada por

K4,4 (@) — KT = 5R4R12. (54)

As regioes das particoes sao definidas, em termos de sequéncia orbital, através das
seguintes sequéncias

Yo = (1432) 1y, (3456) 1y, = (0745) ,y5=(1674) 17, = (2567) ;v = (036103250127) ,

onde v, é a sequéncia orbital da regiao R!, (veja que v, = (1432) = R}). O mergulho
(b) seré considerado aqui, o modelo planar da modulagdo para uma constelagdo de 6
sinais sobre a superficie K'T'. Como as regioes de decisao sao as 6 regioes do mergulho
(5.4), esta ¢ a modulagdo 6-QAMS. Observe que foi é a regiao de decisao do sinal
s; da constelagdo A = {sg,s1, - ,S5}. Note ainda que o mergulho (3.31) s6 nao é
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regular devido a regiao RS,, esta ¢ um 12-lados, diferente das demais, que sao todas
quadrangulares (ou 4-lados). Contudo, podemos dizer que 6-QAMS é uma modulagao
sobre uma superficie nao orientdvel com um grau de regularidade alta, uma vez que
5 de suas 6 regides sdo idénticas. E 6bvio que, para todo i € {1,2,---,6}, estamos
considerando que s; é o sinal correspondente ao ponto de K'T' que se encontra no centro
da regido R, .

5.2.3 O mergulho dual

O modelo da Figura 5.1.1(c) contém, além do mergulho de K44 (©), o mergulho dual
destacando as regides da particao dual obtido através da aplicagao da Definicao 2.6.3
diretamente sobre o modelo planar do mergulho (a). Observe que o dual ¢ da forma

K}, (0') — KT =8Ry.

Escrevemos K} , (©') somente para representar o grafo dual de Ky 4(0©), porém, deve-
mos saber que o dual de um grafo completo bipartido /44 depende do sistem rotagoes
© atrelado a K44 e, de um modo geral, K, ¢ completamente diferente de um grafo
completo biparticionado, nao preserva as condicoes da definicao de grafo usual, pois o
dual pode ter lagos e multilados. Na verdade, o dual de K4 ¢ um grafo da forma G[6, 16]
ilustrado na Figura 5.2.1, tal que

degvs = 12, e degv; =4, se i # 5,

tem um lago no vértice vy e trés lados duplos sobre os lados (v v5) € (vs,v5) € (v4,Vs5)

Figura 5.2.1: Grafo dual de K, 4(O)

No esquema do grafo dual de K44 (©), estd bem claro que o sistema rotagoes de K 4
é dado por
©' = {0(3551),1(0542),2(1553),3 (0245) ,4 (3551)} .

E possivel prever os graus dos vértices, os nimeros de lados simples, duplos e de lacos
do grafo dual K , a partir de K4, mas é imprescindivel conhecer o sistema de rotagoes
©' de K} 4, para construir K} , (), do modo apresentado na Figura 5.2.1. Por enquanto
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ainda nao é possivel identificar, nem as regioes de Ky, (©') — KT e nem do mergulho
dual Kj 4 (©') — KT, utilizando somente o sistema de rotagoes ©’, como fazfamos nos
casos dos mergulhos orientados. Isto se deve a auséncia de um algoritmo identificador
de mergulhos nao orientdveis, como consequencia, os modelos planares dos mergulhos
de K44 em (b) e o de K, em (d) da Figura 5.1.1, sao indispensdveis para identificar os
tipos de regioes do mergulho e seu dual sobre superficies nao-orientaveis. Segue entao
da Figura 5.1.1, que as regioes dos mergulho dual de K44 sao dadas por

70 (5255) ,71 (5530) , 75 (0545) , 75 (0155) , 74 (0321) , 5 (1254) , 75 (3514) , 77 (2345) .

Observamos que o modelo planar (d) da Figura 5.1.1 corresponde ao projeto de
modulacao dual 8-QAMS’ para uma constelacao de 8 sinais sobre a superficie nao orien-
tada K'T. Veja que é uma constelacao de sinais do tipo e.s.g.u., cujas regioes de decisao

LY, LL,--- L7 indicam que todas sao quadrangulares e, obviamente definidas pelo mer-
gulho dual. Os sinais sg, $1, -+ , $7 em (d) s@o tomados como sendo os respectivos vértices
Vo, V1, -, U7 do grafo Kyg4.

Concluimos entao para definir precisamente o projeto topolégico da modulacao dual é
necessario dispor todas as informagoes acima. Observamos que tais informacoes definem,
do ponto de vista topolégico, univocamente a modulacao dual. Certamente que as
informacgoes obtidas sobre a modulacao dual permitird realizar este projeto a nivel de
Geometria de Rieman, caso exista uma parametrizacao ou algum tipo de aplicacao que
defina a superficie KT

5.2.4 O modelo espacial

Caso exista uma aplicacao diferencidgvel de ¥ : B — ), onde B ¢ um aberto de R? &
() é uma superficie, o mergulho de um grafo GG e do seu dual, quando encontram-se sob
as formas (b) e (d) da Figura 5.1.1, podem ser conduzidos para a superficie €2, através
da aplicagao ¥. Com isso os modelos de modulagoes sao preservados sobre o modelo
espacial de §2, possibilitando entao a realizacao do projeto de modulacao utilizando as
ferramentas das geometrias Diferencial e de Riemann.

Pode-se afirmar que existem uma quantidade relativamente grande de superficies
sobre as quais o projeto de modulagao QAMS pode ser realizado. Para citar alguns
exemplos, ilustramos os casos das seguintes superficies: esfera, toro, catendide, superficie
de Enneper, Helicéide, faixa de Mobius e superficie de Klein.

O modelo espacial da Figura 5.1.1(e) ndo contém o modelo de mergulho de K, 4 por
questoes 6bvias, trata-se de um modelo complexo de superficie sobre a qual o modelo
de mergulho pareceria uma profusao de linhas e vértices sem significado. Além disso,
a superficie de Klein entra da composicao de KT, e em determinados locais existem
quatro camadas sobrepostas de superficies, locais que tornariam confuso a representagao
do mergulho do grafo. Mas isso nao nos impederia de costruir ambos os mergulhos sobre
o modelo espacial utilizando o método desenvolvido por Lima em [21].
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5.3 Quem Seriam as Modulagoes QAMS de K447

A principio todos os projetos de modulagoes identificados nos Capitulos 3 e 4 se-
riam os candidatos naturais para modulacoes QAMS. Se nao houvesse restricoes para
a quantidade de sinais, cada mergulho sem bordo resultaria em duas modulacoes, no
entanto, iremos considerar somente projetos para modulagoes para constelagoes de dois
ou mais sinais. Como consequéncia, deduzimos imediatamente que o nimero de modu-
lacoes distintas provenientes de merugulhos do grafo K44 serd o dobro do nimero de
elementos apresentados nos dados da Tabela 4.8.1. Porém, havemos de considera o caso
das modulacoes duais, estas possuem particuaridades que as diferenciam das modulagoes
QAMS.

Vimos em [24] que, independente do mergulho e da superficie em que se encontre, a
modulagao dual é sempre do mesmo tipo, ou seja, ¢ uma modualcao para uma constelagao
de sinais e.s.g.u. da forma

KA/L,4 (@) — = 8R4,

qualquer que sejam
Q€ S(Ky4) = {T,2T,3T,4T, K, K P,2K,2K P, 3K, 3K P,AK , 4K P}

e o sistema de rotagoes © do grafo K,4. Entao por que considerd-las todas distintas,
se elas diferem somente do tipo de sequéncias orbitais? Como modulacao, o que de
fato interessa é o tipo de regiao e estas sao sempre quadrangulares. No entanto, o
desempenho de uma modulacao é melhor quanto maior for o género da superficie em
que ela se encontra [21], entao devemos distinguir a modulagao 8-QAMS’ sobre T da
modulacao 8-QAMS' sobre 2T, as de 27T das 3T e assim por diante. Mas pela Definicao
4.2.1, cada superficie 2 de 8R, (€2) gera o seguinte conjunto de modulagoees duais

B8Ry ()] = {8R4 (), TR () ,6R4 () ,5R4 () , 4Ry () ,3R4 () , 2R4 ()}

como |S (Ky4)| = 12 ¢ |[8R4 (2)]| = 7, entdo existem 84 modulagoes duais vindas de mer-
gulhos do grafo completo bipartido K4 4. Recorrendo aos dados da Tabela 4.8.1, vemos
entao que os mergulhos de K44 nos dao 551 modelos de modulagoes QAMS e 84 mo-
dulagoes QAMS', totalizando 635 projetos de modulagoes vindos de mergulhos de Ky 4.
Como as 84 modulagoes QAMS' sao todas regulares, acrescentando-se as 130 regulares
da forma QAMS, o nimero de modulagoes regulares aumentaria para 214. Ocorre que as
modulacoes regulares QAMS e QAMS’ de T e de K sao do tipo 8R,, consequentemente,
o numero de modulacoes regulares diminuem para 200, o que corresponde a 31,496% do
total dos modelos topolégicos de modulagoes vindas de mergulhos de Ky 4.

E bom que se saiba que todos os 80 modelos topolégicos de modulagdes QAMS sobre
as superficies sem bordos sao possiveis de serem construidos, caso haja uma disposicao
para atingir este objetivo. Esta tarefa é possivel devido ao mimero relativamente pequeno
de elementos do grafo completo K4 4. Construidos estes 80 modelos, os seus duais também
sao obtidos pois sao menos dificeis de obté-los. Conseguido os mergulhos e seus duais, o
método de construgao de mergulhos com bordos desenvolvido por Lima e Palazzo [21],
permite construir todos os mergulhos com bordos. Sendo assim, chagamos a conclusao
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de que é possives construir o modelo topolégico de modulacao de qualquer um dos 653
modelos existentes em mergulhos de Ky 4.

A dificuldade de construir um mergulho de K, 4 é relativamente a mesma dos mer-
gulhos do grafo completo K5, na verdade, é um pouco maior. Entrantanto, para cada
representante de classe de mergulhos de K, 4, foram construidos os modelos topolégi-
cos dos mergulhos planar e espacial. Acreditamos que possa ser feito o mesmo para o
grafo K44. O certo é que temos a plena convicgao de que é possivel construir os pro-
jetos topoldgicos de qualquer modulagao de Ky 4, do modo que foi feito com o projeto
ilustrado na Figura 5.1.1.

A auséncia da maioria dos modelos topolégicos das modulacoes de K44 neste tra-
blho, deve-se principalmente & questao do templo, é preciso investir nesta tarefa durante
um periodo razoavel de tempo com um nimero maior de pessoas trabalhando, para se
concluir a tarefa no prazo disponivel exigido pelo curso de mestrado.

5.4 Modulacao QAMS e Associacao ao Canal DMC

Um dos principais objetivos visados no projeto integrado de transmissao de dados,
no qual os sistemas codificacao, modulacao e canal sao projetados de forma dependentes
[23], é associar uma modula¢ao a um modelo de canal DMC. Este processo de associagao
foi realizado para o caso particular do grafo completo K, por Lima e Luana em [24].
Contudo, apesar de seu cardter generalizado, é uma solugao para um tipo especial de
grafo. Seria a solugao apresentada por Lima e Luana uma solugao genérica para o pro-
blema de associacao de uma modulacao QAMS a um canal DMC? Durante um periodo
razoavel de tempo analisamos o problema da associacao e a conclusao que chegamos
é que, de fato, a solucao de Lima e Luana é uma solucao genérica para o problema
da associagao de QAMS a um canal DMC. Apresentaremos a seguir uma andlise das
conclusoes que chegamos e daremos exemplos desse processo de associacao quando o
mesmo é aplicado ao grafo completo bipartido, tomando como exemplos, as classes de
mergulhos orientdveis de Ky 4 sobre a familia do bitoro.

5.4.1 Associacao QAMS-DMC, caso do grafo K, ,

Um processo de associagao entre uma modulacao QAMS e um canal discreto sem
memoria, passa necessariamente por diversas questoes, a distribuicao de probabilidades
condicionadas de transicao de sinais do canal é uma delas, estas nao podem deixar
de existirem no modelo do canal associado. Outro fator importante no processo é a
associacao do canal ao grafo mergulhado, uma vez que todos as componentes do processo
estao vinculadas ao grafo. Finalmente, um dos elementos importantes que também
devem fazer parte é o niimero de sinais da constelacao. Como consequéncia, o projeto
de associagao de QAMS a DMC deve preservar as caracteristicas especificas de cada um
dos componentes no sentido de: manter as probabilidades condicionadas inerentes ao
canal, esta relacionada com o grafo cujo mergulho produziu a modulacao QAMS e estd
coerente com a constelacao de sinais.

Como a origem do problema ¢é sem divida o grafo completo bipartido K, ,,, devemos
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associar, em principio, para cada mergulho
Kpn (0) = Q=UL R,

um modelo de canal DMC que represente as probabilidades condicionadas de transicao
dos sinais da constelacao. O conceito de canal geralmente é colocado, para um melhor
entendimento, na forma de um grafo. Vejamos como se d4a este processo.

Em geral o canal é projetado para transmitir um alfabeto de m simbolos. Se A =
{s1,82,++ ,Sm} € o conjunto destes m simbolos, o que se espera é a recuperacao dos
mesmo apos a transmissao através do canal de comunicacao. Mas como é sabido, os
simbolos transmitidos sao corrompidos pelo ruido existente no canal de comunicagao
e, consequentemente, a recuperacao deste se dar por um processo estocatico. Devemos
ter em mente que durante a transmissao do sfmbolo s;, este é associado a um vetor
de um espaco, o receptor recebe um sinal s, = s; + s., onde s, é um vetor erro, e
portanto s, # s;. Além disto, o receptor nao tem nenhuma informagao de qual simbolo
s; de A foi transmitido e deve decidir, dentre os simbolos de A, qual o simbolo mais
provavel que foi enviado. Esta tomada de decissao por parte do demodulador pode
ocorrer de duas maneiras distintas, através de uma decisao abrupta, quando os simbolos
na safda do modelo grafo do canal é a mesma dos simbolos enviados, como mostra o
canal (a) da Figura 5.4.1; ou através de uma decisdo suave, quando um simbolo enviado
é representado por vdrios representantes na saida do canal como é o caso do canal (b)
da Figura 5.4.1.
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Figura 5.4.1: Rpresentacoes de canais de decisoes abrupta e suave

Diz-se que o projeto de canal de decisao suave (b) na Figura 5.4.1 é um quantizador
de nivel 3 pois cada sfmbolo s; do alfabeto de entrada possui trés representantes no
alfabeto de saida s;1, s;2 € s;3. No canal quantizado de nivel n cada regiao de decisao
do sinal s; é particionada em n subregioes distintas R;1, R;,, - , R;, sendo que R;, é a
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<

Vont1

Figura 5.4.2: Grafo completo bipartido K, ,,, com rotulamento fixo

subregiao do simbolo s;; representante do sfmbolo s;. Neste caso hd uma destribuicao
de probabilidades p (R;;) para cada subregiao e, caso o sinal recebido pertenca a R;;, o
demodulador computa a probabilidade p (R;;) em prol do o sinal s;;. Calculos semelhan-
tes sao feitos para as demais regices e o demodulador decide por aquela que expressa a
maior probabilidade.

E um fato conhecido que o desempenho do sistema de transimissao é melhor a medida
que aumenta o nivel do quantizador e este atinge desempenho méximo quando n = 8,
cujo ganho chaga a ser de 2dbs. Atualmente todo os sistemas de transmissao utiliza
canais com quantizadores.

Nas representagdo dos gréficos do DMC (a) da Figura 5.4.1, cada lado (s;, s;) de C,,
estd associado a probabilidade condicionado do simbolo recebido ser s; dado que s; foi
enviado, probabilidade indicada por p(sj|s;). De modo andlogo, cada lado (s;, s;x) de
(b) estd associado a probabilidade condicionada do simbolo recebido ser s;; dado que s;
foi enviado. Se p (s;]s;) = 0, nao faz sentido a existéncia do lado (s;, s;) na representacao
grafica do canal C,, ,, neste caso, o lado (s;, s;) nao fard parte da representacao gréfica
de Cy, -

As informacoes sobre DMC acima nos ajudaram a entender melhor o processo de
associacao. Lembramos que o processo de associagao que estamos objetivando envolve
a codificacao, a modulacao e canal. Além disso, devemos considerar o grafo que gerou a
modulagao, porque tudo o mais depende deste, portanto, este serd o elemento de origem
do processo de associacao.

Adotando o rotulamento de vértices da Secao 3.4, consideremos o grafo completo
bipartido K, [A, B], onde A = {vg, v9, - Vom—2} € B = {v1,v3," - Vay_1} S80 08 con-
juntos de vértices de K, ,,. Observe na Figura 5.4.2, que com este rotulamento, o grafo
completo bipartido possue exatamente m e n vértices em seus respectivos conjuntos A
e B.

Consideremos ainda um mergulho de K, ,, da forma

K (©) = Q=" R,,. (5.5)

Entao, pelas Defini¢oes 2.6.1 e 2.6.3, as modulagao QAMS e QAMS' associadas ao mer-
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gulho sao necessariamente das formas
k-QAMS = Y R,, e (m+n)-QAMS' = mR, UnR,,. (5.6)

Como se trata de um sistema integrado, devemos associar ainda um sistema de
codificagao a cada uma das modulagoes em (5.6) . Primeiro consideremos a modulagao
k-QAMS, os sinais desta constelacao sao os k sinais correspondentes aos vértices do grafo
dual. Seja A = {s1, 2, , sk} os sinais da constelacao k-QAMS . Evidentemente que
o dual de K,,, depende somente de ©.

A fim de analisarmos uma situagao concreta, tomemos o exemplo do grafo dual K} ,
da Figura 5.2.1. Consideremos entao um cédigo génerico C' sobre a modulagao 6-QAMS
vinda do mergulho (5.4). Se v = (vy, v, ,vs) € uma palavra cédigo de C, entéo ela
deve ter representacao na trelissa do canal Cy 5, onde 4 < ). Para efeito de simplificagao,
analisemos o caso em que A = 4. Como o canal Cy4 deve ser definido a partir do grafo
K} 4, € as sequéncias orbitais do mergulho de K} 4 sdo definidas a partir do digrafo (grafo
orientado) sobre K} ,, devemos considerar as transicoes de Cy 4 como sendo as transigoes
existentes no digrafo Kj,. Neste caso, se e = (v},v;) é um lado de K}, entdo, como
digrafo, considera-se a existéncia de dois lados, e = (v}, 7)) e o lado de dire¢do oposta

Vg

e~' = (v},v}). Consequentemente, o canal Cy4 deve ter as transicoes (s;,v;) e (vj,v;)
correspondendo as probabilidades condicionadas nao nulas p(s;|s;) e p(s;|s;), onde s; e

s; preservam os indices de v; e v;.

5.4.2 Canal equivalente e probabilidades de acertos

Usualmente o simbolo v; de uma palavra cédigo é representado sobre um lado e =

(v;, v}) da trelissa, sendo assim, o stmbolo v; s6 tem representavidade se o lado e existir.

(a) anal DMC Cg, (b) Canal equivalente a C;, e
associado a 6-QAMS Probabilidades condicionadas

Figura 5.4.3: Canal DMC (s ¢ associado a modulagao 6-QAMS e equivalente em proba-
bilidades condicionadas de acertos
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Um excelente parametro para analisar a existéncia de um cédigo associado ao mer-
gulho de um grafo é o conjunto de sequéncia orbitais geradas pelo mergulho. Na Secao
3.2 foi realizado um estudo sobre as propriedades das sequéncias orbitais, e uma das
conclusoes que nao foi colocada nesta secao é que, para todo lado e de um digrafo, existe
uma sequéncia orbital que o contém. Consequentemente, todos os lados do digrafo sao
os candidatos naturais representantes de simbolos do cédigo C, por isso devem constar
no modelo do canal Cy4 associado & modulagao 6-QAMS. Por outra parte, Cs4 nao
deve ter transigoes estranhas a Kj 4, porque assim, Cy4 estaria associado a um outro
tipo de grafo diferente de Kj4; logo, Cy4 deve ter exatamente as transigoes de K ;.
Nestas condig¢oes, o modelo do grafo do canal associado & modulagao 6-QAMS, oriunda
do mergulho (5.4), ¢ o grafo completo bipartido K¢ ilustrado na Figura 5.4.3.

O canal (b) representado na Figura 5.4.3 é o canal equivalente a Cgg em relacao
as probabilidades condicionadas de acerto. Este conceito de canal equivalente em pro-
babilidades condicionadas foi introduzido por Lima e Luana [24], apds observarem que
o nimero de transicoes recebidas por um sinal s; estd diretamente relacionado com o
nimero de lados da regiao de decisao do sinal s;. Para sermos mais exatos, se o niimero
de transicoes recebido pelo sinal s; é dado por ¢, entao a regiao de decisao do sinal s; é
da forma R;_ 1, isto é, a regiao de decisao de um sinal s; com t transi¢coes possuem exata-
mente t — 1 lados. Para efeito de comparacao, consideremos que o projeto de modulacao
encontra-se em um plano e este é composto por regioes poligonais em que todos os lados
sao congruentes, entao regioes com um maior niimero de lados possuem &reas maiores.

Em um projeto de modulacoes, regioes de decisoes de dreas maiores ocorrem menos
erros de transmissao e a taxa de erro diminui proporcionalmente com o aumento da area
da regiao de decisao. Consequentemente, a regiao de drea maior corresponde a maior
probabilidade de acerto. O paradmetro de medida usado para definir a probabilidade
de acerto p(s;|s;) é o nimero de transigoes existentes em cada sinal. No caso do canal
equivalente (b) da Figura 5.4.3, existem um total de 38 transi¢oes adjacentes ao conjunto
de sinais A, logo foi atribuido o valor 1/38 para cada transi¢ao que chega a um sinal.

Por exemplo, denotando por p.(s;|s;) a propabilidade de acerto de que o sinal recebido
foi s; dado que s; foi o sinal enviado, entao, por existirem duas transicoes entre os sinais
S € s5 foi atribuido o valor p.(ss|sg) = 2/38; entretanto, p.(s3|sg) = 1/38, uma vez que
existe somente uma transicao entre sg e s3. As demais probabilidade indicadas no canal
equivalente (b) tem significados equivalentes.

5.4.3 Matriz de probabilidades

Os procedimentos adotados acima para definir o canal equivalente podem ser utili-
zado para obter uma medida imediata da eficiéncia da modulacao.

Iremos considerar a matriz de probabilidades de acertos da modulacao 6-QAMS da
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Figura 5.4.3 como sendo a matriz

- L 1 1 2 7
38 0 38 38 0 38
1 1 1 5 1 1
38 38 38 38 38
o L L L o 2
_ 38 38 38 38
M., (0676) = 19 1 1 11 (5.7)
38 38 38 38 38
1 1 1 2
0 38 0 38 38 38
2 1 2 1 2 35
[ 38 38 38 38 38 38

porque ela passa as informacoes sobre as transicoes do canal associado que estamos
procurando. Lembramos que a matriz M, nao tem nada a ver com a matriz tradicional
de probabilidades de erros. Se houver uma semelhanga, nao era a nossa intencao. O
propésito aqui é somente usar M, para fornecer uma medida coerente que estabeleca o
desempenho de modulagoes de classes distintas.

Iremos agora nos aprofundarmos na questao da eficiéncia da modulacao QAMS. Ver-
emos qua a matriz M, é um importante instrumento para fornecer respostas imediatas
e coerentes sobre o desempenho da modulacao, sem que se precise recorrer a um com-
plexo processo de simulagao. Pode até ser que a matriz M, nao forncega uma medida
de eficiéncia igual a obtida através de uma simulacao. Lembramos que a simulacao
ird depender do modelo de particao obtido sobre a superficie. Mas podemos afirmar
que dadas duas modulagoes distintas (partigoes distintas) as matrizes de probabilida-
des condicionadas de acertos dessas duas modulagoes irao dizer qual das duas ¢ a mais
eficiente, pois M, baseia-se nos tipos de regioes e a medida de eficiéncia da modulagao
depende diretamente do tipo de regioes de Voronoi das modulagoes.

5.4.4 Lei de associacao

As transicoes do canal Cg¢ da Figura 5.4.3(a) correspondem exatamente aos lados
do digrafo do grafo dual K}, ilustrado na Figura 5.2.1 e foram obtidas a através da
seguinte

Regra 1 Suponha que K., ,, (©) — Q = UF_| R, seja um mergulho de 2-células e que k-
QAMS seja a modulagao vinda deste mergulho. Se Cy i, € o canal associado a modulagdo
dual k-QAMS, entdo, (s},s;) é uma transicao de Csg se, e somente se, (v;,v}) é um
lado do digrafo K ;.

A Regra 1 garante que todo lado do digrafo K} , tem representante em Cs ¢ € somente
os lados deste. Quantos aos lados nao existentes do canal estes nao terao representantes
no canal.

Lima e Luana [24], mostraram que é possivel definir e construir uma transformagao
geométrica de um grafo completo K,, em um canal C,,,,. A transformacao geométrica
¢ importante para mostrar a relacao do grafo e canal associado, pode ser usada para
transformar o grafo Kj, no canal (a) da Figura 5.4.3, contudo, as etapas desta con-
trucao dao um certo trabalho e nao acrescenta nenhum praticidade na construcao do
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canal associado. E bem mais pratico construir o canal associado & modulacéo k-QAMS
aplicando a condigao equivalente da Regra 1.

A diferenga entre transformacao geométrica de Lima e Luana e a Regra 1, é que na
tranformacao geométrica, foram acrescentados lacos em cada um dos vértices do grafo
dual, para que as transi¢oes de acertos (s;|s;) tivessem representatividades. Contudo, a
operagao de lagos, além de acrescentar uma regiao de um lado R, no mergulho do grafo,
para cada vértice deste, altera o nimero de lados da regiao do mergulho que contém o
lago em seu interior, em um lado a mais. Estas transformagoes, apesar do mergulho
continuar na mesma superficie, descaracterizam totalmente o grafo e a estrutura do
mergulho.

Levando em consideracao que cada vértice v; do grafo é transformado na transicao de
acerto (s;s;) , isto é, cada ponto v; do grafo é transformado em dois sinais emparelhados
do canal s; e s;, esta separacao deve ser representada por um lado sobre o canal com
transigao (s;|s;) . Isto se justifica porque ao separarmos um vértices v; em dois vértices s;
e s; do canal, estes devem manter a relacao de dependéncia através do lado cuja indicado
pela transicao (s;|s;), representando a relagdo natural de incidéncia da origem desses
sinais. Afinal s; e s; encontravam-se sobrepostos sobre v;, foram separados e portanto
devem naturalmente ter um lado indicando que se encontravam unidos anteriormente.

5.4.5 Associacao QAMS-DMC, caso completo bipartido

No caso do canal associado 4 modulagao dual QAMS’ a regra equivalente de associ-
acao entre canal e modulagao é dada através da seguinte

Regra 2 Suponha que K, (©) — Q = U, R, seja um mergulho de 2-células e que
(m +n)-QAMS seja a modulagdo dual vinda deste mergulho. Se Cpyipmin € 0 canal
associado a modulagao dual (m + n)-QAMS, entdo, (s;, s;) € uma transicao de Cppspnm+n
se, e somente se, (s;,s;) € um lado do digrafo K, .

Analisando a aplicagao da Regra 2 ao caso particular do mergulho do grafo dual
de Kyg4, em (5.4), vemos que o dual Kj, particiona a superficie KT em 8 regides
quadrangulares; logo, a particao dual define uma modulacao para uma constelacao de 8
sinais compostos pelos vértices de /4 4. Portanto a modulagao dual é necessariamente da
forma 8-QAMS', e as transigoes do canal associado Cyg correspondem as transigoes do
digrafo K44, ou o grafo K, 4 com uma orientacao, no qual todo lado e = (v;,v;) possui
um lado distinto de orientagao inversa e~! = (v;, v;).

Considerando A" = {sy, s1, S2, S3, S4, S5, S¢, S7} como sendo o conjunto de sinais de
8-QAMS' correspondentes aos vértices de Ky 4, € como o canal independe do sistema de
rotagao (veja [24]), entao o canal Cyg associado & modulagao 8-QAMS' é obtido de um
grafo completo bipartido K44 qualquer, por exemplo do grafo (a) da Figura 5.4.4. Logo,
pela Regra 2, Cgg ¢ como o canal ilustrado na Figura 5.4.4(b). Obviamente que destes
comentdrios resultam que todas os canais associados as modulagoes duais de K44 sao da
forma Cjy g e todos os vértices sao de graus iguais 5, mas nao garantem que os mesmos
sejam isomorfos.
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Observamos que o sinal s; de A’ preserva o rotulamento padrao utilizado no canal
(a) da Figura 5.4.3, mas nao é necessério preservar o sistema de rotagdes porque, para
o canal, importa somente a existéncia da transicao, é como se o canal nao "encher-
gasse"a rotacao fixa © de K, 4. Segue imediantamente desta observagao que o canal
associado a uma modulacao dual de um grafo é sempre tinico e independe do sistema de
rotacoes. Com isso, todos as modulagoes duais em superficies sem bordos orientdveis e
nao orientéveis de K 4 sao do mesmo formato, isto ¢, sao todas modulacoes da forma 8-
QAMS’ e todas possuem, como canal associado, o canal (b) da Figura 5.4.4. Somente no
caso orientdvel sao 1679616 mergulhos com modulacoes iguais em termos de particoes
associadas ao unico canal (b) da Figura 5.4.4.

Notamos ainda que, quando se trata da modulacao dual p-QAMS’, o canal associado
Cpp ¢ idéntico ao canal equivalente e as probabilidades condicionadas de acertos de
todas as transicoes do canal equivalente sao iguais e podem ser estimadas através de
uma férmula matemédtica. Em particular, as probabilidades condicionadas de acertos do
grafo completo bipartido K, , sao dadas através da seguinte férmula geral

1

2n(n+1) (58)

Pe (5j|5i) =

No caso do grafo completo bipartido k&, , a probabilidade condicionada de acerto serd
determinada mais adiante, quando do estudo de um caso particular de uma modulagao
do grafo completo bipartido Kyg.

A A\

0 1

Yy V3

v, v,

Ve V7
(a) Rotulamento padrao do grafo (b) Canal Cj associado &
completo biparticionado K, , modulacao dual 8- QAMS'

Figura 5.4.4: Rotulamento de K4 e canal Cs g associado & modulagao dual 8-QAMS'



5.4. MODULACAO QAMS E ASSOCIACAO AO CANAL DMC 155

No caso do canal Cy g associado & modulagao 8-QAMS' da Figura 5.4.4, a matriz de
probabilidades condicionadas de acertos é dada por

(5.9)

o B~ o 5l~&-5~ o &~
o Bl-B-5~ o B~ o B~

=

[
B~ o B~ o &~ o B3~
o B o B~ o B-3l-5

&l o 5~ o &~&-E- ©

-8~ o 5~ o & o 5=

B~ o sl-5l-58~ o 5~ ©
Bl- &5~ © &~ o &~ ©

Observe que o total de transi¢coes que chegam ao conjunto de sinais transmitidos é
igual a 40, e como nao héd multiplas transicoes entre dois sinais s; e s; de Cgg, todas as
transicoes existentes tém probabilidades iguais a 4—10.

Observacgao 5.4.1 As transicées nao existentes de uma canal discreto sem memoria
compreendem as transicoes de acerto. Sao os casos em que a certeza que nao ird ocorrer
a traso¢do. Iremos interpretd-la simplesmente como nao existentes. Assumiremos entao,
que toda transi¢do (s;,s;) nao existente em um canal C' tem probabilidade condicionada
de acerto nula, isto €, p.(sj,s;) =0 se, e somente se, (s;,s;) ndo é uma transi¢io de C.

Até agora vimos o processo de associagao para um canal da forma K, ,. Este caso
foi tratado também [24]. E como ficaria o caso geral? Para que o estudo seja menos
complexo, vejamos o caso geral de associacao entre canal e uma modulacao vinda do
mergulho de grafo completo bipartido K,,, em que m # n.

5.4.6 Associacao DMC-Canal do grafo K, ,

Quanto ao grafo completo bipartido K, ,, vejamos um exemplo para tirarmos con-
clusoes a respeito dos parametros envolvidos nos canais Cj € Cyyynmin, associados as
respectivas modulagoes k-QAMS e (m + n)-QAMS'.

Como nao dispomos de um mergulho concreto de K, 4 analisemos entao o caso do
canal associado & modulacao dual vinda de um mergulho do grafo completo bipartido
K4,8.

Pelos comentérios da Subsegao 5.4.5, deduzimos que toda modulagao dual vinda de
um mergulho de K, g estd associada a um tnico canal DMC. Desde que toda particao
dual de um mergulho de K, 5 é da forma

K} 4(©') < Q = 4R U8Ry, (5.10)

segue que (5.10) é um modelo geométrico de uma modulagao sobre (2, vinda do mergulho
dual do grafo completo bipartido Ky s, para uma constelacdo de 12 sinais. Seja A" =
{s0, 51,82, , 511} 0 alfabeto de sfmbolos desta constela¢ao. Entao, pela Regra 2, o ca-
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(a) Grafo completo (b) Canal C,,,, associado a
biparticionado K, modulagao dual 12-QAMS”’

Figura 5.4.5: Grafo K,g e canal Ciq 15 associado a modulagio dual 12-QAMS'

nal de decisao abrupta para Cis 12 associado a modulagao dual 12-QAMS’ do modelo
(5.10) , é como o canal ilustrado na Figura 5.4.5(b).

Observamos, que na situagao geral de um grafo completo bipartido K, , [A, B], os
vértices de A sao todos de grau n e os vértices de Bsao de grau m, consequentemente,
pela igualdade (3.40), os sinais correspondentes aos vértices de A, no canal Cyyinmin
associado & modulacao dual, possuem n + 1 transicoes, e os sinais correspondentes aos
vértices de B possuem m+1 transicoes. Esta propriedade pode ser observada diretamente
do modelo de canal ('3 ;5 ilustrado na Figura 5.4.5(b). Para destacar os sinais vindos dos
vértices A e B de Ky g fizemos o seguinte: os vindos dos vértices de A foram representados
por uma bolinha preta e aqueles vindos dos vértices de B foram representados por uma
bolinha cinza.

Observamos ainda que, em um grafo completo bipartido K, ,, o nimero de sinais da
constelacao dual é sempre constante e este ¢ dado naturalmente por m + n. Este é um
dado relevante para determinar a probabilidade condicionada de acerto de cada sinal:
como em K,,, sao m vértices de grau n, e n vértices de grau m, pelo paragrafo anterior
concluimos que ao todo, C,, , possui

(n+1)m+ (m+1)n =m+ n+ 2mn transigoes. (5.11)

Podemos entao determinar a probabilidade condicionada de erros das transicoes do
canal associado a uma modulacao dual vinda de um mergulho do grafo completo K, ,,
através da seguinte proposicao.
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Proposicao 5.4.2 Toda modulagao dual vinda de um mergulho de um grafo completo
bipartido K, , é da forma

K, ,(0) = Q=mR,UnR,, (5.12)
o canal associado & modulagao dual é da forma Ciyipnmin, € a probabilidade condicionda

de acerto do simbolo enviado ser s;, dado que s; foi enviado, é dada por

1 (5.13)

, caso contrario.

0, ses; #s; es;,s; € Aous;,s;€B
pe (s5]s:) =
m+4+n+2mn

Demonstragao. De fato, o mergulho dual (5.12) particiona 2 em m + n regides,
logo a modulagao é para uma constelagao de m +n sinais, e consequentemente, o canal
associado é da forma Cyinmin. Pela Regra 2 podemos concluir que a transicao (s;|s;)
de Crygnmin Nao existe se, e somente se, s; # s; e 8;,5; € A ou s;,8; € B; logo pela
Observagao 5.4.1, nas condi¢oes anteriores, temos que

p(sjlsi) = 0 se, e somente se, s; # s; € s;,5; € Aou s, s, € B.

Caso contrario, deduzimos de (5.11) que p.(s;|s;) é como em (5.13). |

Pelos mesmos procedimentos utilizados nas matrizes de probabilidades condicionadas
de acertos do canais associados as modulagoes QAMS e QAMS' em (5.7) e (5.9) , deduz-
imos que, no caso do canal (212, a matriz de probabilidades condicionadas de acertos
da modulacao dual 12-QAMS’ da Figura 5.4.5, é dada por

M, (Cia10) = ?

,_
o ok o ol o ol ©3-3-
o ok o odl- © ol-3- o=
J-3- © - © II=I-I=J- ©
o ok o ol ©oJd-R- o oJ-
o ofF o odFAl- ol © o=
[-F- o F-F-F-F-8- © =3~ =
o ok oFll- © ol o oJ-
© oFdkd- ol © ol o oJ-
[-I-[-[- B © =[N~ o =3~ =
oI o ol © ol o o=
- oF- o ofdl- o ol © oJF-

Quanto a modulacao QAMS de um mergulho de K g, somente podemos determinar o
seu canal associado caso conhecamos o seu mergulho, seja na forma algébrica (conjuntos
de seqiiéncias orbitais) ou no formato geométrico. Certamente que o canal associado
a modulacao QAMS depende tanto do tipo de particdo, quanto do formato de suas
seqiiéncias orbitais, pois o canal é associado vem do grafo dual e este depende do tipo
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de particao e do tipo de emaranhado das sequéncias orbitais. Mas nao seria possivel
determinar algum canal associado a uma modulacao de K457 Bem, é possivel quando
os mergulhos sao extremos, isto ¢, quando se trata de mergulhos minimos, onde os
seus emaranhados sao conhecidos e, pela mesma razao, quando se trata de mergulhos
maximos.

-

E possivel construir C),,, sem conhecer a rotacao?

O grafo completo Ky g é formado por 12 vértices, 32 lados. Entao o nimero de lados
de todas as regioes definidas por um mergulho de de K, g é igual a 64. Pela Proposicao
3.2.4, o mergulho de um grafo completo bipartido s6 produz regioes com um niimero par
de lados maior ou igual a 4, entao existe um modelo de mergulho minimo de K45 da
forma

Kys — Q =16Ry,

isto é, a partigdo do mergulho é composta por 16 regices (f = 16). Por outro lado, pela
caracteristica de Eiiler da superficie €2, temos que

XQ) =v—e+f=12-32+16=— 4,

consequentemente, ) = 37, e portanto ¢ um mergulho minimo da forma K5 — Q =
16 R4. Neste caso, todas as regioes sao quadrangulares e portanto nao emaranhadas.
Temos entao uma modulacao para uma constelagao de 16 sinais com regioes de decisoes
todas quandrangulares, logo o canal ¢ da forma Cjg16. Como o grafo dual ¢ da forma
K5 [16,32] e as regides de Kyg —  sdo do tipo R4, entdo degv; = 4, para todo
v € K 4’178. Portanto, no grafo correspondente ao canal C'g 16, deg s; = 4, para todo s; de
A = {so,51, -+, 15} . Neste caso, o que podemos afirmar é que o grafo correspondente
ao canal Cig16 € um subgrafo do grafo completo K616 com transicoes simples, e todos os
vértices sao de grau 5. Podemos concluir ainda que p (s;]s;) = 1/80 para toda transigao
(sj]si) de Cig.16. Construir o canal, s6 mesmo contando com um sistema de rotagoes que
gere um mergulho da forma Ky g — Q = 16R,.
Portanto a resposta é nao para a interrogagao da Subesecao 5.4.6

5.5 Canal Compativel com a Modulacgao

Os processos de associagoes definidos nas Regras 1 e 2 nao aplicam-se somente ao caso
do grafo completo bipartido K, ,, sao os mesmos processos de associagoes introduzidos
para o caso particular do grafo completo K, por Lima e Luana [24]. A conclusdo que
chegamos ¢ que este ¢ um modo bastante coerente de associar um canal discreto sem
memoria a uma modulagao QAMS .

Recordamos que um dos objetivos do sistema integrado de transmissao de dados,
proposto por Lima e Palazzo [21], é definir um processo de associagdo entre uma mo-
dulagdo e um canal discreto sem memoéria. O objetivo aqui é fornecer uma definicao
matematica para o processo de associacao entre modulaggo QAMS e canal DMC, no
caso particular do grafo completo bipartido K,,,. Desde que os processos de associ-
acoes introduzidos nas Regras 1 e 2 ¢ um procedimento tinico, chegamos a conclusao de
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que é possivel unificar estas regras em uma tnica definicao de canal DMC associado a
um modulacao QAMS, com isso, chega-se a solu¢cao de um dos principais problemas do
projeto de um sistema integrado, que é de obter uma definigao geral de uma modulacao
compativel com um canal DMC.

Definigao 5.5.1 Se G (p,q) — Q = U¥_ | R,, um mergulho de 2-células. Dizemos que
o canal Cyy, (o canal C,,) é compativel com a modulagio k-QAMS (modulagdo dual
p-QAMS’) se, e somente se, Ciy (Cpp) € obtido do grafo dual ' (grafo Q) através da
Regra 1 (Regra 2).

As Regras 1 e 2 sao praticamente a mesma, o que muda é o canal. A diferenga é que
a Regra 1 descreve o processo de associacao para o grafo dual G’ e a Regra 2 para o grafo
(G, consequentemente poderfamos eliminar uma das regras da Definicao 5.5.1. A opgao
pelas duas é para deixar bastante claro que o canal C};, associado a k-QAMS é o canal
vindo da grafo dual G, enquando C,,,, o canal associado a modulagao dual é obtido do
grafo GG. Estes conceitos costumam ser confundidos facilmente e quando este fato ocorre,
o processo de associacao entre canal e modulacao nem sequer pode ser realizado.

5.5.1 Caracterizacao do canal associado

Observamos que o canal associado a uma modulacao QAMS é sempre um grafo
parecido com o grafo completo bipartido K,,,. Considerando as notagoes fixadas na
Definigao 5.5.1 e denotando por C e C” os grafos associados as respectivas modulagoes
QAMS e QAMS', podemos caracterizar C' e C’, em termos do grafo completo bipartido
K, n, através do seguinte

Teorema 5.5.2 Se K, ,, [A, B] — Q = UF | R,, é um merqulho de 2-células, entdo:

(1) C é sempre um subgrafo do grafo completo bipartido Kinmin, degv = n + 1,
para todo v € A e degw = m + 1 para todo w € B;

(#7) C" & um subgrafo do grafo completo bipartido K,,,, se, e somente se, w (R,,) =
0 (R,;) = 0, caso contrario, C' ¢ um multiplo grafo do subgrafo do multigrafo
Kpn-

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que C' = K 1n min. Como K1 min DOSSUL
todas as transicoes possiveis entre seus vértices dados vy,vy € A, deduzimos da Regra 1,
que I, tem um lado entre dois vértices distintos de K, , 0 que é uma contradi¢ao;
logo C' é sempre um subgrafo do grafo completo bipartido K, ipnmin. AS afirmagoes de
que degv =n+1 e degw = m + 1 é um condi¢ao necessdaria da ler de associagdo da
Regra 1. Isto encerra a demonstra¢do da afirmagdo (i) .

Para provar (ii), vamos supor, por absurdo, que o (R’a) # 0 (isto ¢, R, ¢é um
emaranhado linear). Entao podemos supor, sem perda de genariladade, que existe um
lado (v, w;) € Kpn tal que (v;,w;) e (vj,w;) pertencem a (R.). Mas pela Regra 2,
existe uma dupla transi¢do entre os sinais s; e s;, como também entre s; e s;; assim, C’
seria um subgrafo de K, ,, com maltiplos lados, e portanto C" nao seria subgrafo de K, ,,.
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De modo andlgo, prova-se que C' tem um lado duplo na transicao (s;,s;), se degv; =1
(0 que implica w (R,,) # 0), e novamente teriamos que C' nao seria subgrafo de Ky, ,,.
FEstas contradi¢oes mostram que, se C' é um subgrafo do grafo completo bipartido K, ,
entdo o (R,,) = 0.

Para provar a reciprova, veja que as condi¢oes w (Ry,) = 0 (Ry,,) = 0 implicam
necessariamente, pela Regra 2, que toda transi¢do (s;,s;) de Cy, € simples, (ndo possui
maltiplos lados). Além disso, a nao existéncia do lado (v;,v;) de K, , implica na ndo
existéncia das transicoes (s;,s;j) e (s;,s;) de C'; consequentemente, C' é um subgrafo do
grafo completo bipartido K, ,,. [

No caso particular do grafo completo bipartido da forma K, ,, nao hd muita alteracao
nas condicoes das afirmagoes do Teorema 5.5.2, as tunicas alteragoes sao nos indices,
Kop on em vez de Ky qp min € degv = n + 1 para todo v € K, ,,.

Resta somente responder as perguntas: Qual a condi¢ao para que C' seja o grafo com-
pleto bipartido K, ,,? E quando ocorre a condi¢ao C' = K,,,? Bem, pela demonstragao
do Teorema 5.5.2, deduzimos que ambas as respostas sao negativas: é impossivel asso-
ciar canais completos bipartidos & modulagoes vindas de mergulhos de grafos completos
bipartido.

Existiria um grafo em que o canal associado é o grafo completo bipartido? A resposta
é sim, o grafo completo K, como foi provado em [24]. Na verdade, foi demonstrado
que C = K, ,, sempre que C estd associado a k-QAMS vinda de K,, — Q = UF_ R, e
C" = K, sempre que K| = K,,.

Concluimos entao que canais associados & modulacoes do grafo completo K, possuem
mais representatividades de transi¢coes do que os canais vindos de mergulhos do grafo
completo pipartido K,,,. Deduzimos portanto que as modulacoes vindas dos grafos
completos bipartidos sao mais apropriadas para serem utilizadas para canais menos
ruidosos. Podemos até controlar, através das escolhas adequadas dos parametros m e n
de K, ,, 0 quanto desejamos que estes canais sejam mais ou menos ruidosos. Levando
em consideracao que um canal é menos ruidoso, quanto maior for o niimero de transicoes
com probabilidades condicionadas de acertos nulas, entao, a medida que C' apresenta
um nimero maior de auséncia de transi¢oes, C' serd um canal menor ruidoso. Mas o
nimero de transi¢oes de C' diminue com o aumento da diferenca entre m e n, sendo
assim, o decréscimo do ruido do canal C' vindo de uma modulacao de K,,, ¢ minimo
quando m — n = 0, ou seja quando m = n.

Dos comentédrios acima cocluimos que é necessario definir precisamente uma taxa
associada a diminicao do ruido do canal. Esta devera ter por base o grafo completo K,
e também deverd ser inversamente proporcional ao niimero de transicoes nao existentes
entre os vértices do grafo associado ao canal C. A comparacao com K, é porque este
representa o canal que representa o niimero méximo de transigoes com probabilidaddes
condicionadas de acerto diferente de zero.

5.6 Taxa do Ruido do Canal Associado

No sentido de colhermos informacoes que permitam definir uma taxa de diminuicao
do ruido do canal, analisemos os canais C e C’ associados as modulagoes 6-QAMS e
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8-QAMS'’ ilustrados nas respectivas Figuras 5.4.3 e 5.4.4. Para diminufrmos a com-
plexidade do processo, comparemos entao o nimero de transi¢oes do canal C,,, com as
transicoes de um canal que tem como grafo, o grafo completo K, neste caso o grafo
completo bipartido K, , é o grafo correspondente ao canal (), ,, associado a modulacao
vinda de um mergulho de K,.

Definicao 5.6.1 Dado um grafo C,, diremos que C,, difere de K, , na transicao
(si,s;) se, e somente se, p.(s;|s;) =0 e (s;,s;) € a transi¢io de C,,,, correspondente ao
lado (v;,v;) de K, .

Obviamente que as transi¢oes (s;,s;) e (s;,s;) de Cy,,, estdo associados ao mesmo
lado (v;,v;) de K, ,. Admitindo uma orientagio sobre K, ,, (s;,s;) corresponderia ao
lado (v;,vj) e (s}, s;) , ao lado oposto (v;, v;) de K, ,,. Desse modo garantimos a unicidade
da definicao de difere.

Observacgao 5.6.2 Independente do tipo de modulagao, o canal associado C,, , é sempre
simétrico, pois p. (s;|s;) = 0 implica necessariamente em p. (s;|s;) = 0. Além disso, pela
Definicio 5.6.1, (si|s;) e (sj|si) correspondem ao mesmo lado (v;,v;) de K, »; logo, ndo
faz sentido fazer contagem dupla para as auséncias das transigoes (s;|s;) e (s;j]s;) quando
o objetivo é definir um critério de comparagao de C,, com K, ,, consequentemente,
para cada par de transicoes (s;|s;) e (sj]s;) nao existentes em C,,,, serd computado uma
unidade na medida difere da Defini¢ao 5.6.1.

Formalizemos portanto uma definicao para a taxa de reducao de mergulho de um
canal DMC C,, ,, associados a uma modulagao n-QAMS.

Definigao 5.6.3 Seja Cy i, (Cpp) 0 canal associado & modulagio k-QAMS (p-QAMS'),
vinda do mergulho G (p,q) — Q = U5 R,, (G’ — Q= UI_ R, ), chamaremos de taxa
de redugao de ruido do canal Cy, (Cp,), a Tazdo entre o nimero de lados d (d') de C
(Cpp) que diferem de Ky, (K,,) e o numero de lados de Ky (K,,). Ser er' sio as
respectivas taras de ruidos de Cyy, e Cp,, entdo temos

d , d

r=43 e =3

(5.14)

Veremos em seguida que a Defini¢ao 5.6.3 estabelece uma medida tnica e coerente
para a taxa de reducao de ruido do canal (), ,, associado a sua respectiva modulagao,
quando esta vem de um mergulho de um grafo complexo. E 6bvio que se trata de uma
definicao geral e portanto pode ser aplicada a qualquer outro tipo de grafo.

Voltando aos exemplos dos canais Cgg e Cygg das Figuras 5.4.3 e 5.4.4, segue da
Observacao 5.6.2, que os canais Cgg € Cé78 diferem de Kgg ¢ Kgg por 8 e 24 lados,
respectivamente. Como o nimero de lados do grafo completo K, , é dado por

e(Knn) = n2,

entao os grafos completos K4 e Ky possuem 36 e 64 lados, respectivamente. Consequente-

mente, os lados de Cgg e Cf ¢ tiveram uma taxa de reducao de % e % respectivamente,
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o que correspondem, pela Definicao 5.6.3, as taxas de reducgoes de ruidos de 22,22%
e 37,5%, respectivamente. Neste caso, observamos que a taxa de reducao do ruido do
canal Cyg associado a modulagao dual 8-QAMS' é maior do que a taxa de redugao do
canal Cy g associado a modulagao 6-QAMS'. Este fato é consequéncia direta do aumento
de lados de Kyg em relacao Kgg.

A taxa de redugao de ruido r da modulagao C}, , depende do mergulho do grafo e s6
pode ser estimada quando forem conhecidos a particao do mergulho e o grafo dual, uma
vez que C}j depende somente do grafo dual. Entretanto, a taxa de reducao do ruido
r’" do canal C),, pode ser estimada, como serd mostrado para o caso do grafo completo
bipartido K, ;.

Proposigao 5.6.4 A taza de redugdo de ruido v’ de C,, associada & modulagio dual
p-QAMS’ de K,,,, é dada por

,_m(m+1)+n(n+1)‘

"o (m +n)*

(5.15)

Demonstracao. De fato, pela Regra 2 C,, é obtido K., ,, [A, B]. Logo: p=m+n,
as transigcoes de Cyj, estao bem definidas pelos lados de K, ,, e dependem dos graus dos
vértices de K,, . Como degv =n, sev € A edegw = m, se w € B, entao C,, é um
canal da forma Cryqn m4n, € portanto devemos verificar a relagao difere entre Cpy i mn
e Kpinmin. Por outra parte, pelo Teorema 5.5.2 , temos que

n+1, sev; € A

degsi:degvﬁ—l:{ m+1, sev; € B.

Entao deduzimos que existem m[(m +n) — (n+ 1)] lados de C,, que ndo pertencem a
Koninsman , nas transicoes de C,,, associadas a vértices de A, e n[(m+n)— (m+ 1)]
lados de Cy,, que nao pertencem a Ky, nym+n , nas transigoes de Cy, , associadas a vértices
de B. Ao todo, o numero d' de lados de C,, que ndo pertencem a K, 1pn.min € dado por

d=ml[m+n)—n+D]+n[(m+n)—(m+1)]=m(m+1)+n(n+1).
Como 1’ =d'[e (Kpmp) € €(Kpmn) = (m+n)*, seque a igualdade (5.15). |
Observamos que a taxa de redugao de ruido 7’ em (5.15), quando aplicada ao canal
Cs,s da Figura 5.4.4 nos dé

, mm+1)+nn+1) 4(4+1)+4(4+1) 24 3
r (1P TEWE 5= 8 37,5% (5.16)

o que coincide com o célculo realizado acima. Como outro exemplo, vejamos o caso
do canal C1y 15 associado a modulagao dual 12-QAMS' ilustrado na Figura 5.4.5. Neste
caso, temos:

, m(m+1)+nn+1) 44+1)+8(8+1) 92 23

r = = —= = —_—
(m +n)? (4+8)> 144~ 36

= 63, 889%,
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o que representa uma alta taxa de reducao do ruido do canal (312, quando comparado
como Kz 12. Este cédlculo confirma a nossa afirmacao acima de que a taxa de reducao
aumenta com o aumento da diferenca m — n. Observe que a taxa de Cgg em (5.16)
vem do mergulho de K44 cuja diferenca é 4 — 4 = 0, enqunto a taxa de Cja12 vem do
mergulho de K4 cuja diferenca ¢ 8 — 4 = 4, superior a zero, a diferenca em Ky 4.

O processo do célculo da taxa de reducgao foi estabelecido basicamente através da
diferenca entre os lados do canal (), ,, e do grafo completo bipartido K,,,. Ocorre que
os canais associados as modulacoes vindas de mergulhos médximos e préximos destes
possuem canais cujos grafos sao do tipo multigrafos do grafo completo K, ,, neste caso,
a taxa de reducao deve ser estabelecida para K, ,, em relacao a C), ,,. Vejamos um exemplo
do cédculo da taxa de redugao em que o canal estd associada a uma modulacao vinda de
um mergulho maximal.

Da saida do Algoritmo 2.8.1 aplicado ao caso dos mergulhos do grafo completo bi-
partido K44 no Capitulo 3, a rotacao © = aEAEAFbg nos d4 um mergulho maximal
orientado de K, 4 da forma

K4,4(0) — 4T = RygRy, (5.17)
onde as sequéncias orbitais relativas a Rig e Ry sao dadas por
v, =(7,0,5,2,7,4,1,6,5,4) e ~,=(0,7,6,3,0,1,2,3,4,5,0,3,2,5,6,7,2,1,4,3,6,1).

Por defini¢ao, o dual de K4 ¢ um grafo da forma K’(2,32), pois o mergulho (5.17)
é composto por duas regioes. Consequentemente, a modulaggo QAMS estd definida
para uma constelacao de 2 sinais, e portanto é da forma 2-QAMS. Por outro lado, as
transicoes do canal (s 5 sao definidas a partir do mergulho de K, ,, e este depende do tipo
de emaranhados das sequéncias orbitais 7, e 7, (veja [24]) . Entao precisamos classificar
7, € Yo quanto aos tipos de emaranhados pontual e linear, é o que faremos na tabela
abaixo.

Seqiiéncia Emaranhado
orbital Pontual Linear
Y1 3 74
Yo 5 76,63,30,01,12,23, 34

A tabela acima diz que v; tem um emaranhado pontual no vértice vs e um ema-
ranhado linear no lado (v7,v4), enquanto 7, tem um emaranhado pontual no vértice
vs e emaranhados lineares nos lados (v7,vs) , (ve, v3) , (v3,0) , (Vo, V1) , (V1,v2), (va, v3) €
(v3,v4) . Neste caso, os emaranhados sao classificados em relagao aos graus de emarana-
mentos como sendo: 7; ¢ um emaranhado misto de graus

@w(v)=0(1)=1
e 75 também é um emaranhado misto de graus

W) =1 e o(y) =T
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Sabemos de [24] que cada emaranhado linear de um lado (v;,v;) da regidgo Rf, do
mergulho de K44 (©) corresponde a existéncia de um laco (v, v;) no vértice v; do grafo
dual. Aplicando agora a Regra 1, o lago (v, vy) ird compor duas transi¢oes (s, s¢) e
(s¢,5:) no canal associado Cy o correspondentes aos lados (v;,v;) e (vj,v;) que definem
o emaranhado linear sobre (v;, v;). J4 um lado simples (v;,v;) de R, define um lado do
dual (v, v,) , onde v, € o vértice no cento da regiao R do mergulho de K4 (©) que tem
como fronteira entre RY, e Rj o lado (v, v,) . Neste caso a Regra 1 define duas transicoes
cruzadas no canal (s, 8,) e (Sy, St) -

Para maior clareza os comentdrios acima serao traduzidos em formas de algoritmos
de construcgoes do dual, canal associado e canal equivalente probabilistico.

Algoritmo 5.6.5 (Construgdo do Dual) Sejam G (p,q) — Q = Ui R, wm mer-

gulho de 2-células e v; = (Viy,Viy, Vi, ) @ sequéncia orbital da regido R.,. Entdo o
grafo dual G', no plano, é construido através das sequintes etapas:

D1 Para cada regiao R, de Uf:]_Rfli, construa um vértice v, correspondente ao vértice
do dual no interior de Ry, ;

D2 Para cada v percorra a sequéncia vy; de Rfli, e para cada subesequéncia (vit, vj, +1)
de ~; construa:
a) um lago em v, L, i, = (izigs1), se (vi,,vi,,) € um emaranhado linear de
Ry, (neste caso v; contem a subsequéncia (i1, vi,) € esta corresponde a
orintacdo ao lago oposto i, i, = (ir411t));

b) dois lados (v},v}) e (v}, v}) sempre que a subsequéncia (v;,,,,v;,) for um lado

simples de v; e R, N RL = (v, ;) -

Independente da modulagao, o canal associado é construido a partir de um grafo,
porém, para ver melhor a relacao entre o canal e o grafo mergulhado vejamos o algoritmo
de construcao do canal associado a modulagao dual, o qual é construido a partir do grafo
dual. Iremos considerar na descri¢ao da regra seguinte a notacao utilizada no Algoritmo
5.6.5.

Algoritmo 5.6.6 (Construgao do Canal) O canal associado ¢ modulagio k-QAMS
é construido através das sequintes etapas:

C1 Duplique os vértices v}, vy, -+ ,v,_, do dual dispostos em duas colunas verticais do
grafo dual e rotule dois vértices alinhados horizontamente com o mesmo simbolo
s; associado a vértice v, do canal (veja Figura 5.6.1(D));

C2 Para cada par de vértices s; alinhados horizontalmente construa:

a) a transi¢ao ii referente a transicao de acerto do simbolo enviado s;;

b) para cada lago em v}, i, ;.. = (iy,i141) contrua duas transicoes (iy,ii11) e
(it41,1¢) entre os dois vértices alinhados horizontalmente rotulados por s;;
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C8 Para cada i,j € {1,2,--- ,k} e cada um dos t lados mailtipos (v;,,v;,) entre os
vértices v; e v; do dual, contrua um par de transicoes (s;,s;) e (s;,8;) com rétulos
iji e jiiy, respectivamente (como as transi¢oes entre so e s; da Figura 5.6.1(b));

O canal equivalente probabilistico refere-se ao canal com as probabilidades condi-
cionadas de acerto e sua construcao ¢ realizada colocando-se uma tnica transicao entre
os sinais s; e s; se, e somente se, existe pelo menos uma transigao entre s; e s; no canal
associada C},j, do contrério, a transi¢ao nao é colocada, consequentemente, é natural que
assumamos que esta probabilidade seja nula. A probabilidade condicionada de acerto é
definida por

Pe (55]50) = % (5.18)

onde n (s;) é o nimero de transicoes de s; e N (Cy ) € o nimero total de transicoes do
canal C .

A Figura 5.6.1 mostra as etapas completas das construgoes dos canais associados
a modulacao 2-QAMS vinda do mergulho méximo (3.45): a figura (a) ¢ o grafo dual
K’ (2,32) de K44 (0O) com rotulamento dos lados de K44 (©) que definem as transigoes
de K'(2,32), construgao obtida através do Algoritmo 5.6.5; a figura (b) ilustra o canal
associado a modulagdo 2-QAMS, o qual é construido a partir do grafo dual planar (a)
através do Algoritmo 5.6.6 e; a figura (c) representa o canal equivalente probabilistico,
construido com base nas transigdes do canal associado (b), com as instruges do paragrafo
anterior.

Apesar das etapas de construgoes do Algoritmo 5.6.6 dizer respeito a construcao do
canal associado & modulagao k-QAMS, cujas regras de construgoes sao aplicadas sobre o
grafo dual, nao significa que o mesmo nao possa ser aplicado a outro tipo de grafo. Pelo
contrédrio, o Algoritmo 5.6.6 aplica-se a qualquer canal, desde que se conheca, a nivel de
sequéncias orbitais, o mergulho do grafo dual da modulacao associada. Lembramos que
no caso da modulacao dual p-QAMS’ o canal é definido sobre o dual do grafo dual de G
que é o préprio grafo G.

17 3/34

s s
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27 4 72
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(a) Grafo dual planar (b) Canal C,, associado a 2-QAMS  (c) Canal equivalente probabilistico

Figura 5.6.1: Etapas da construgao do canal 2-drio Cs 2 associado & modulagao 2-QAMS
de um mergulho méaximo de K44
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De um modo geral, a escolha de GG para obter as modulagoes QAMS’s tem sido um
grafo normal (sem lagos e multilados), como s@o os casos dos grafos completos e dos
grafos completos bipartidos. A aplicagao do Algoritmo 5.6.6 em grafos simples é até
relativamente menos complexa quando comparado com a complexidade do grafo dual.
Dai um dos motivos por termos optado pelo grafo dual G’, em vez de GG, para descrever
a construcao do canal associado. Se conseguimos construir o canal associado a partir do
grafo dual G, entao iremos conseguir construir, até com uma certa facilidade, o canal
associado a partir de G.

Os Algoritmos 5.6.5 e 5.6.6 podem ser usados para construir qualquer canal associado
a modulagoes QAMS’s sobre superficies orientdveis e nao orientdveis sem bordos, nao é
nem necessario que se conheca os mergulhos topoldgicos. Utilizando também o Algoritmo
2.8.1, basta escolher entao um grafo e fixar um sistema de rotagoes, que os trés algarismos
dao conta das identificagoes do mergulho, das modulagoes QAMS’s, das contrucoes do
duais, dos canais associados e canais equivalentes probabilisticos. Veremos a seguir que
estes elementos obtidos pelos Algoritmos 5.6.5, 5.6.6 e 2.8.1 podem ser usados para
fornecer os equivalentes elementos vindos de superficies com bordos.

5.7 Canais Associados a Modulacoes com Bordos

Veremos aqui alguns exemplos de como os canais associados a modulagoes em superfi-
cies sem bordos podem ser utilizados para construir os canais associados as modulagoes
em superficies com bordos, oriundas do mergulho sem bordo. Desde que as modula-
¢oes em superficies com bordos sao definidas a partir de uma modulacao em superficie
sem bordo, é natural que a construcao parta do canal associado & modulacao sobre a
superficie sem bordo.

Tomemos, por exemplo, o mergulho sobre o bitoro dada pela seguinte saida do Al-
goritmo 2.8.1

1. E FCe

12

N

63012345

~N O O WwN
= = O O Ndp
O W N O
OO~NN OO e
SO NDoOTERE N D

8. 367
Observe que se trata de um mergulho de K, 4 sobre o bitoro da forma
K4 (aEAEcFCe) — 2T = bRy Ry,
cujas sequéncias orbitais serao denotadas por
Yo = (7052) , v, = (0761) , v = (1472) , v = (1654) , v, = (3674) ,v5 = (032563012345) .

Aplicando os mesmos procedimentos utilizados nas construcoes da Figura 5.6.1, o grafo
dual, o canal associado e o canal equivalente probabilistico, sao obtidos conforme mostram
as ilustragoes apresentadas na Figura 5.7.1.
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(a) Dual K, ,(aEAECFCe) (b) Canal associado Cg; (b) Canal equiprovével C,

Figura 5.7.1: Grafo dual, canal associado e canal equiprovavel associados a modulagao
vinda do mergulho de K44 (e EAEcFCe)

Os grafos ilustrados na Figura 5.7.1 sao os componentes que definem a modulacao
6-QAMS associada ao mergulho K, 4 (aEAEcRCe) — 2T = 5R4Rys. E uma modula-
¢ao para uma constelacao de 6 sinais sobre o bitoro, vinda de um mergulho de K44. O
grafo dual (a) define as transi¢oes do canal associado Cg g em (b) e (c) é o canal equiva-
lente equiprovavel que define o conjunto de probabilidades condicionadas de acerto das
transicoes do canal Cg g, segundo a férmula (5.18) .

Observamos que para determinar as construgoes da Figura 5.7.1 nao é necessdrio
recorrer a nenhum tipo de construcdo geométrica do mergulho de Ky 4 (aEAEcRCeE),
basta usar a definicao do dual e o conjunto de sequéncia orbitais, conforme as instrugoes
contidas nos passos do Algoritmo 5.6.5.

A matriz de probabilidades condicionadas de acerto do canal equiprovavel é entao
dada por

1 1 1 2 7
38 38 38 0 0 38
1l 1 5 1L 1 1
38 38 38 38 8
L g L L 1 1
38 38 38 38 38
M (Co) = o0 L L 1 g 2
38 38 38 38
1 1 1 2
0 38 38 0 38 38
2 1 1 2 2 5
L 38 38 38 38 38 38

e representa um dado muito importante, porque exibe imediatamente o comportamento
do canal, sem termos que apelar para uma simulagao. Os dados contidos na matriz
M (Cg6) € suficiente para decidirmos pela modulacdo mais eficiente. As informagoes
contidas sao bastante confidveis, pois as probabilidade condicionadas estao coerentes
com a medida da drea de cada uma das regioes de decisao dos sinais da modulagao



168 CAPITULO 5. MERGULHOS, MODULACOES E DMC

(maior drea recebe proporcionalmente maior probabilidade condicionada), e também
com relagoes de transigbes entre os sinais (nimero maior de transi¢do também recebe
proporcionalmente maior probabilidade).

Devemos ter em mente que as construgoes da Figura 5.7.1 definem os componentes da
modulagao sobre a superficie sem bordo, construgoes que sao suficientes para estabelecer
os componentes equivalentes de qualquer modulacao em superficie com bordo, gerada
por operacoes de exérese, aplicada no mergulho sem bordo K44 (eEAEcRCe) — 2T =
5R4R12.

Em seguida faremos um estudo detalhado sobre os canais associados a modulagoes

sobre superficies com bordos, tomando como referéncia as modulagoes distintas oriundas
do mergulho sem bordo Ky 4 (aEAEcRCe) — 2T = 5R4Rys.

5.7.1 Modulagoes com uma componente de bordo

Pela Definicao 2.4.1, uma modulagao em superficie com uma componente de bordo
é obtida escolhendo-se uma regiao R’a da particao bR, R;2 e aplicando-se a operagao de
exérese sobre Ry, . Mas pela Definicao 2.6.3, o vértice v; do dual encontra-se no interior
de foi, logo a operagao de exérese elimina o vértice v}, e consequentemente os lados do
dual adjacentes a v} também sao eliminados. Portanto, para construir os esquemas do
grafo dual, basta eliminar o vértice v juntamente com os lados adjacentes a v} e nos
canais associado e equivalente, eliminar os dois sinais alinhados de rétulos s;, juntamente
com as suas transi¢coes. De um modo geral, as contrugoes que definem a modulagao com
bordos sao obidas através das etapas descritas a seguir.

Algoritmo 5.7.1 Dado um mergulho G — Q = U¥_| R,,., o grafo dual, canal associado
e canal equiprovdvel de uma modulacao com b componentes de bordos, 1 < b < k — 2,
sao construidos do sequinte modo:

D1 FEscolha b regides Ri,, Ry, - - - Ry, da parti¢ao US| R,.;

D2 Para construir o dual de G — Q, = UF=PR,,. elimine todos os vértices v} v}, ,--- v}

717 T12) (2
do dual de G e os lados adjacentes a estes vértices;

D3 Para construir o canal associado e o canal equiprovdvel elimine todos os sinais
Siys Sigy* 5 S, d0s canais associado e equivalente da modulagao k-QAMS vinda de
G — Q, juntamente com as transi¢oes que contém um destes sinais.

Utilizando o Algoritmo 5.7.1, as construgoes do dual, canais associado e equivalente
tornam-se simples e s6 dependem das construgoes equivalentes do mergulho sem bordo.

As modulages com uma componente de bordo vinda do mergulho de K44 (©) serdo
obtidas observando-se os graus de cada vértice do grafo dual e as muiltiplas conexdes
entre os vértices de Kj . Pela Figura 5.7.1, vemos que os vértices do dual K} , possuem
0s seguintes graus

deg v, = degv| = degvl, = degvy = deguy =4 e degvl = 12.
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5.7.2 Opcoes de escolhas distintas para modulagoes com bordos

Se fossemos levar em consideracao somente o grau, terfamos duas escolhas diferentes,
escolhfamos um vértice de grau 4 ou um vértice da grau 12 e assim tefamos somente
dois mergulhos com uma compontente de bordo distintos. Contudo, se levarmos em
consideracao as multiplas conegoes temos trés opgoes de escolhas distintas: 1) um vértice
que nao tem conexdes duplas, seria v} ou v); 2) um vértice com dupla conexao, como os
casos de v} e v} e; 3) o vértice vf por ser de grau 12 e vérias conexdes multiplas.

Decidindo pelas modulagoes com bordos cujas operacoes de exéreses serao aplicadas
nas regioes R}, R} e R}, entdo, para obtermos os duais das trés modulagoes com uma
componente de bordo, o Algoritmo 5.7.1 devera ser aplicado sobre os vértices v}, v, e v§
do dual (a) da Figura 5.7.1. Por outro lado, os canais associado e equivalente devem ser
obtidos, aplicando-se o Algoritmo 5.7.1 nos sinais s1, s € Ss.

A Figura 5.7.2 ilustra as construgoes do grafo dual, canal associado e canal equipro-
vavel, dos grafos que definem as modulagoes com uma componente de bordo, obtidas da
operagao de exérese aplicada nas regioes R}, R) e R}, do mergulho K44 (eEAEcRCe) —
2T = 5R4R12.

Os grafos (a), (b) e (c¢) correspondem & modulagao 5-QAMS sobre o bitoro com uma
componente de bordo definida pela associa¢ao

5-QAMS « K, 4 (aEAEcRCe) — 2T = 4Ry Ry5 = 5R,R15\{R}}

onde 4R4R15\{R}} indica a particio 4R4R;» menos a regiao Ri. De modo anglogo, os
grafos (d), (e) e (f) correspondem a modulagao

5-QAMS « Ky 4 (aEAEcRCe) — 2Ty = 4R4Ry5 = 5R4R12\{ Ry}
e os grafos (d), (e) e (f) correspondem a modulagao

5-QAMS « K, 4 (aEAEcRCe) — 2Ty = 5Ry = 5RyRi5\{ R}

Observe que a tltima associagao corresponde a uma modulagao regular sobre o bitoro
com uma componente de bordo, portanto um exemplo de modulacao para uma conste-
lacao de sinais u.s.g.u. sobre uma superficies com bordo.

Na Figura 5.7.2 foi utilizada a notagao C§75, para indicar que o canal esta associado
4 modulagao cuja operagao e exérese foi aplicada na regiao R} da particio 4R4R;5 do
mergulho sem bordo K, 4 (aEAEcRCe) — 27T). Evidentemente que estamos adotando
o rotulamento fixado acima para as sequéncias orbitais deste mergulho.

Ja da para perceber que as trés modulacoes ilustradas na Figura 5.7.2 parecem ser
bem diferentes, apesar de todas elas virem de um mesmo mergulho, apresentarem o
mesmo nuimero de componentes de bordos e de sinais.
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Figura 5.7.2: Grafos correspondentes aos duais, canais associados e canais equiprovaveis
de modulagoes em superficies com uma componente de bordo

A melhor opgao de perceber claramente os diferentes desempenhos entre as trés mo-
dulagoes com uma componente de bordo sobre o bitoro, associadas aos grafos da Figura
5.7.2, ¢ comparar as matrizes de probabilidades condicionadas de acertos. Para este
propésito, consideremos a matriz M; como sendo a matriz de probabilidades condi-
cionadas de acertos da modulagao com uma componente de bordo, cuja regiao R de
4R, R15 sofreu a operagao de exérese. Pelos canais equivalentes probabilisticos (c), (f) e
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(i) da Figura 5.7.2, deduzimos que

11 2 1 1 1 2 1 1 1
29 29 0 0 29 29 0 20 29 29 17 17 17 0 0
1l 1 1 1 1 o L+ L L1 L L 1L o i 1
20 29 29 29 29 20 29 29 29 17 17 17 17
. 1 1 2 A S S T 2 L4 1 1 1
M;: 0 29 29 0 29 Mo 29 29 29 0 29 Ms 17 0 17 17 17
1 1 2 11 1 2 1 1 1
0 29 0 29 29 29 29 0 29 29 0 17 17 17 0
2 1 2 2 5 2 1 2 2 5 0 L L o L1
| 29 29 29 290 29 L 29 29 20 29 29 | L 17 17 17

De imediato vemos que Mj5 é diferente de M; e de My, porém, M; e My nao parecem
tao distintas assim, porque possuem os mesmos valores. Entretanto, se compararmos as
probabilidades nulas nas linhas das matrizes M; e M,, vemos que existem 2,0,2,2 e 0
probabilidades nulas nas linhas de M; e 1,1, 1,1 e 0 nas linhas de M, consequentemente
M, # My, e portanto as trés matrizes de probabilidade sao distintas duas a duas. Con-
cluimos entao que os trés conjuntos de grafos da Figura 5.7.2 correspondem a modulacoes

de desempenhos diferentes, duas a duas distintas, sobre o bitoro com uma componente
de bordo.

5.7.3 Modulagoes com duas componente de bordos

As instrucoes para construir o grafo dual, canal associado e canal equivalente ja foram
dadas na subesecao anterior. Entao comegemos a identificar as modulagoes distintas,
usando o critério de op¢oes de escolhas de duas regides do mergulho Ky 4 (aEAEcRCe) —
2T = 5R4R19, que apresentam vértices do dual e existéncia de multiplas ligacoes dife-
rentes. Neste caso, temos as seguintes opcoes de escolhas diferentes:

1%) vy e vy, pois degv; = degvs = 4 e nao apresentam muiltiplas ligagoes;

2%) vy e vz, pois degv; = deguvy = 4, vy apresenta e v; nao apresenta multiplas
ligacgoes;

3%) vy e vs, pois deg v, # degvs, vs apresenta e v, nao apresenta miltiplas ligagoes;

4%) v3 e vy, pois degv; = deg vy = 4 e ambos apresentam 2 muiltiplas ligagoes;

5%) v3 e vs, pois degvs = deg vs e ambos apresentam muiltiplas ligagdes distintas.

As trés primeiras opgoes de escolhas irao definir as seguintes modulagoes sobre o
bitoro com duas componentes de bordos:

la) K474 (G,EAECRCG) — 2T2 = 3R4R12 = 5R4R12\ {R}l, Ri} s
2@) K474 (G,EAECRCG) — 2T2 = 3R4R12 = 5R4R12\ {R}l, Ri} s
3%) Kya(aEAEcRCe) — 2T, = 4Ry =5R4Ri2\ {R}, R}} .

Observe que a 3%) opgao corresponde a uma modulagdo regular e portanto para uma
constelacao de sinais do tipo geometricamente uniforme. O grafo dual, canal associado
e canal equiprovavel destas trés modulagoes estao ilustrados na Figura 5.7.3.
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Figura 5.7.3: Grafos correspondentes aos duais, canais associados e canais equiprovéveis
de modulacoes em superficies com duas componentes de bordo

Observando os canais equiprovéveis (c), (f) e (i) da Figura 5.7.3, constatamos de ime-
diato que os conjuntos de probabilidades condicionadas de acertos sao todos diferentes.
Mais exatamente, as matrizes de probabilidades destes canais sao dadas por

1 2 11 2 11

20 0 0 20 22 22 0 22 10 10 0 0

0 L o 2 1 01 1 1 101 1 1

M12 — 0 2(;) ) 220 7 M13 — 22 212 212 222 e M15 — 1(;) 110 110 1(:())
20 20 22 22 22 10 10

2 2 2 5 2 1 2 5 0 L o L

20 20 20 20 22 22 22 22 10 10

A diferenca fica bastante evidenciada quando observamos os denominadores das
fragoes de probablidades, estes sao iguais em cada matriz, porém diferentes nas trés
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matrizes. No entanto nao podemos nos deixar levar pelas aparéncias das matrizes, e sim
recorrer a algum processo de média para tirar conclusoes mais confidveis. Iremos utilizar
as matrizes Miy, Mi3 e M5 para definir, de forma precisa, uma medida de eficiéncia de
uma modulagao QAMS .

Antes, porém gostariamos de observar que as demais modulagoes distintas com duas
componentes de bordos serao apresentadas no Apéndice C.

5.7.4 Medida da eficiéncia da modulagao QAMS

Apresentaremos uma andlise das matrizes de probabilidades de modulacoes com o
intuito de obter uma medida para a eficiéncia de uma modulagao QAMS . Inicialmente
iremos utilizar o valor minimo das probabilidades nao nulas da matriz de probababili-
dades condicionadas de acertos.

Tomando como base o valor minimo das probabilidades das matrizes M3, M5 e M5

chagamos a conclusdo de que £ < & < 1—10, entao podemos concluir que as modula-

22 S 20
¢Oes sobre o bitoro com 2 componentes de bordos 4-QAMS,,, 4-QAMS,5 e 4-QAMS,;

associadas aos canais C{%, C1% e O} apresentam a seguinte relagao de eficiéncia
£ (4- QAMS,;) < £ (4- QAMS,,) < = (4- QAMS,;) (5.19)

onde ¢ (k:— QAMSZ-J-) ¢ a medida da eficiéncia da modulagao k-QAMS;; baseada nas pro-
babilidades condicionadas de acertos nao nulas minimas das transi¢coes do canal equi-
provavel C,Zj , associada a modulagao k-QAMS,; .

Um outro fator que também contribue para avaliar o desempenho da modulacao, e
que se apresenta de forma bem explicita na matriz de probablilidades de acerto M, é
a existéncia dos elementos nulos m;; = m;; = 0, os quais representa as auséncias das
transigoes (s;]s;) e (s;]s;) . J& que a auséncia de cada transicao (s;|s;) implica na certeza
de que o stmbolo recebido ser s; dado que s; foi enviado, nao ocorre, entao o canal é mais
eficiente quanto maior for o nimero de elementos nulos da matriz M;;. Observe que as
probabilidades nao nulas de M3 e M, estao relacionadas pela relacao de desigualdade

13( 1 1_ 12(

P (silsi) = 29 < 20 =p -~ (s5]81)

e que os elementos nulos também estao relacionados pela relagao de desigualdade
TL(M13> =2<6= n(M12) .

Como ambos os fatores de eficiéncias de M5 sao superiores aos respectivos fatores de
M3, daf a conclusao de que a modulagao 4-QAMS;, é mais eficiente do que 4-QAMS; 5,
o que prova a primeira desigualdade de (5.19) . Por outra parte, das matrizes M5 e M5
deduzimos que

12 (

15(

P (sjlsi) = 20 <157 sjls)

n (Mlg) =6=n (M15) .
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Consequentemente, as matrizes M, e M5 possuem os mesmos nimero de elementos
nulos, entretanto, as probabilidades de acertos nao nulas de M5 é duas vezes maior do
que as de M. Concluimos entao que a modulacao 4-QAMS,; é mais eficiente do que
4-QAMS,,, o que prova a segunda desigualdade de (5.19).

A analise anterior foi bastante produtiva pois resultou num modo simples e objetivo
de auferir a eficiéncia de uma modulacao. Nos casos das trés modulacoes da forma 4-
QAMS’s analisadas, o processo foi mais simples ainda, uma vez que as matriz M3, Mo
e M5 apresentavam niimeros muito grandes de probabilidades 2—12, % e 1—10. Mas quando
os conjuntos das probabilidades das matrizes apresentam uma variagao muito grande de
valores, é evidente que a comparacao pelo valor minimo da probabilidade nao nula nao
garante a relacao correta de eficiéncias das modulacoes. Neste caso, devemos utilizar
a média das probabilidades dos elementos nao nulos das matrizes de probabilidades

condicionadas. Nos casos das matrizes M3, Mo e M5, temos as seguintes médias

1 2 5
3'2—0+6'2—0—|—2—0 1

m (M) = 0 0
9.i+4.l+£ 1

m (M) = 22 1422 22:ﬁ
10-+ 1

m(M15) = 1010 :1—0

Observe que em vez das relagoes de desigualdades (5.19), temos as seguintes relagoes
entre as médias

m (Mlg) <m (Mlg) =m <M15) .

Entao, pelos valores das médias, deduzimos que as modulagoes 4-QAMS,;, e 4-QAMS,
tém a mesma eficiéncia e estas sao maiores do que a eficiéncia de 4-QAMS, 5 . Se a andlises
parasse aqui terfamos uma conclusdo um pouco diferente das desigualdades (5.19), no
entanto hd outros fatores que tornam uma modulagao mais eficiente, um deles também
muito importante é o grau de regularidade da modulagao. Como M5 é a matriz do canal
equiprovavel de um modulagao regular cuja particao é 4R, e My3 vem de uma modulacao
com um grau menor de regularidade (3R4R;2), a conclusao é decidir pelas relagoes de
desigualdades (5.19) como sendo a mais apropriada para definir os desempenhos das
modulagoes 4-QAMS;,, 4-QAMS,; e 4-QAMS,; .

Apés as conclusoes acima, iremos definir uma medida para o desempenho de uma
modulagao QAMS,; utilizando os dois maiores fatores que contribuem para a sua per-
formance: as probabilidades condicionadas de acertos e o grau de regularidade da mo-
dulacao o qual serd definido a seguir.

Definigao 5.7.2 Seja k-QAMS = Y7 | B,Ra,, Y1y Bi = k, a particio da modulagao
k-QAMS, chamaremos de grau de regularidade da modulagao k-QAMS o nidmero real
definido pela igualdade

€ (k-QAMS) = - T2, B log o, (5.20)

Desde que s é o nimero de regides distintas do modelo da modulagao, na férmula
do grau de regularidade (5.20), o fator 1/s tem a fungao de reduzir o grau das modula-
¢Oes com um nimero maior de regioes e consequentemente valorizar as modulagoes que
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apresentam graus de regularidades maiores. Os fatores 3; e log a;, tém como objetivo,
fornecer o nimero de regides com os mesmos nimeros de lados «; e nao deixa de ser os
fatores relacionados com o grau de regularidade da modulagao.

Definicao 5.7.3 Seja My, a matriz de probabilidades condicionadas de acertos do canal
equiprovdvel Cy i, associado & modulagao k-QAMS . Denominaremos de medida de efi-
ciéncia da modulacao k-QAMS, o nimero real positivo dado pela igualdade

e =mé. (5.21)

O objetivo da férmula (5.21) ¢ introduzir a medida de eficiéncia da modulacao k-
QAMS através do fator m, o qual fornece as informacoes das probabilidades condi-
cionadas de acertos do canal C} x, e o do fator £ da regularidade do modelo = da modu-
lacao k-QAMS . Com isso, todas as informagoes essenciais dos principais componentes
da modulacao estao incomporada na medida da eficiéncia da modulacao k-QAMS, va-
lorizando aquelas que apresentam os maiores graus de regularidades.

Como exemplos de cédlculos de medidas de eficiéncias de modulacgoes usando a Defini¢cao
5.7.3, as eficiéncia de Mo, My3 e M5 sao dadas por

1 1

€12 = M (Mlg) 5 (4— QAM812) = 1—0 . 5 (3 10g4 + lOg 12) = 0, 332 19, (522&)
1 1
1

€15 = M (Mlg) 5 (4— QAM815) = 1—0 (4 10g 4) = 0, 554 52. (522(3)

Neste caso, as medidas de eficiéncias das modulacoes 4-QAMS,,, 4-QAMS,, e 4-QAMS,,
satisfazem as relagoes de desigualdades

€13 < €12 < €15,

mesmo tipo de relagoes de desigualdades (5.19).

Um outro exemplo mostrando o processo do cédlculo da medida da eficiéncia de uma
modulacao QAMS serd efetuado nas modulagées 5-QAMS’s, com uma componente de
bordo, apresentadas na Subse¢ao 5.7.1. Utilizando as matrizes de probabilidades My,
My e M5 das modulacoes sobre 275

5- QAMSl = 4R4R12, 5- QAMSO = 4R4R12 e b- QAMS5 = 4R4R12,
obtemos as respectivas probabilidades médias

1 2 5
12-E+6'@+E

m (M) = T =0, 0526,
14-L4+6.24+25

m(My) = 2! 51 2929 — (), 05009,
17 - 1

m(Ms) = 17 = 0,0588,

17
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que atendem as seguintes relacoes de desigualdades
m (M()) <m (Ml) <m (M5)

Pela férmula (5.21) as medidas de eficiéncias das modulagoes 5-QAMS,, 5-QAMS, e
5-QAMS; sao dadas por

g1 = m(M;)E&(4-QAMS,,) = 0,0526 - — (4log4 +log 12) = 0,211 19,

er = m(Mp)€(4-QAMS,3) = 0,0509 - = (4log4 + log 12) = 0,204 37,
es = m(Ms)&(4-QAMS,,) = 0,0588 (5log 4) = 0,407 57.

N~ N

Neste caso temos as seguintes relacoes de desigualdades
g9 < €1 < €5,

e como podemos verificar, relacoes preservadas também pela probabilidades médias.

Uma observagao que nos chamou muito a nossa atencao é o fato das modulagoes com
duas componentes de bordos apresentarem medidas de desempenhos melhores do que as
modulagoes com uma componente de bordo. Note que

gp = 0,21119 < 0,23728 = e43,
e = 0,20437 < 0,33219 = 13,
g5 = 0,40757 < 0,55452 = e15.

Os dados acima mostram que a férmula da medida de eficiéncia € definida em (5.21)
dao informacgoes muito precisas e coerentes em relacao as performances de modulacoes
QAMS, inclusive quando estas se encontram em superficies diferentes com componentes
de bordos. Este é mais um resultado deste trabalho que nos deixa muito motivados
quanto a sua aplicabilidade. Nao foi fécil obter uma férmula que nos desse informacoes
tao confidveis e coerentes entre modulacoes de classes de superficies diferentes. Uma
tentativa de obter uma férmula equivalente consta em [24]. Além de mais complexa é
menos eficiente do que (5.21) . A férmula da eficiéncia apresentada por Lima e Luana em
[24], para o caso do grafo completo K, além de sua complexidade maior, ndo funciona
para medir o desempenho de modulacoes que se encontram em familias de superficies
distintas, nem nos casos das superficies que diferem somente por componentes de bordos.
Pela sua simplicidade e capacidade de mostrar os desempenhos de modo coerente, entre
modulagoes que se encontram em familia de superficies distintas, podemos dizer que
(5.21) representa um grande avango na tentativa de encontrar uma medida eficiente
para o desempenho de modulagoes QAMS’s.

Vale ressaltar que a medida de eficiéncia ¢ introduzido nesta subsecao aplica-se a
qualquer tipo de modulacao e pode ser utilizada para medir a eficiencia de todas as
modulagoes identificadas neste trabalho. Fica aqui, entao, mais uma sugestao para
trabalhos futuros.
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5.7.5 Modulagoes com trés componentes de bordos

Utilizando o mesmo processo de identificacao e construgao da Subsec¢ao 5.7.3, deduzi-
mos que as possiveis modulagoes distintas com trés componentes de bordo sao aquelas cu-
jas operagoes de exéreses sao aplicadas nas trés regides do mergulho Ky 4 (aEAEcRCe) —
2T = 5R4R15 cujos vértices do dual sao:

1%) wvg, v1 € vq, pois degvy = degv; = degvy = 4, v; e vy ndo apresentam duplas
ligagoes e vy, sim;

2%) vg, v1 € v, pois degvy = degv; = deg vz = 4, v; ndo apresentam duplas ligagoes,
porém, vy e vz, sim;

3") vg, v3 € vy, pois degvy = degv; = degvs = 4, e todas apresentam duplas ligagoes;

4%) vy, vy e vy, pois degv; = degvy = 4, deguvs = 5, v1 e vy ndo apresentam duplas
ligacoes e vs apresenta miiltiplas ligagoes;

5%) vg, v e vy, pois degug = degv; = 4, degvs = 5, v; nao apresentam duplas
ligagoes, vy sim e vs apresenta multiplas ligagoes;

6%) vo, v3 e vs, pois degvy = degvs = 4, deguvs = 5, vy e v3 apresentam duplas
ligacoes e vs apresenta muiltiplas ligagoes;

Consequentemente, temos seis opc¢oes de escolhas distintas com trés componentes de
bordos, todas para constelacoes de trés sinais, definidas pelas seguintes particoes

3-QAMSy, : Kys(aEAEcRCe) — 2Ty = 2R4R15 = 5R4R15\ { R, Ry, R} }
3-QAMSy3 : Kya(aEAEcRCe) — 2T = 2R4R15 = 5R4R15\ { R, Ry, R},
3-QAMSy3y : Kua(aEAEcRCe) — 2Ty = 2R4R15 = 5R4R15\ { R, RS, Ry},
3-QAMS,y; : Kya(aEAEcRCe) — 2T = 2R4Ri» = 5R4R15\ {R;, R}, R}, }
3-QAMSy5 : Kua(aEAEcRCe) — 213 = 2RyRy5 = 5R4R15\ { RY, Ry, R}, }
3-QAMSy3; : Kua(aEAEcRCe) — 2Ty = 2R4R15 = 5R4R15\ { R), R}, R}, } -

As construgoes dos grafos duais, canais equivalentes e canais equiprovaveis das seis
modulagoes acima estao ilustradas na Figura 5.7.4. Uma breve inspecao nos grafos
mostra que pelo menos duas das modulagoes possuem desempenhos iguais, 3-QAMS;5
e 3-QAMS,3; . Note que os grafos correspondentes aos duais, aos canais associados e
canais equivalentes sao todos isomorfos entre si.

Para mostrar que o isomorfismo entre os grafos correspondentes existe, basta fazé-lo
nos grafos duais: definamos a fungdo f (m) — (p) entre os vértices dos duais de (m) e
(p), através das igualdades:

Fh) =Fh), flvg)=f(vy) ef(vy)=f(v).
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Figura 5.7.4: Grafos correspondentes aos duais, canais associados e canais equiprovéveis
de modulacoes em superficies com trés componentes de bordo
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como f é bijetora, entao os grafos duais sao isomorfos. Se o grafos duais sao isomor-
fos entao os grafos correspondentes aos canais equivalentes e aos canais equiprovaveis
certamente o serao, pois estes preservam as conexoes e portanto o isomorfismos também.

Uma propriedade imediata que observamos diretamente da inspegao dos iltimos
conjuntos de grafos de Figura 5.7.4, é a condicao de igualdade entre o os grafos corre-
spondentes ao canal associado C}, e o canal equivalente C} ;.

Proposicao 5.7.4 Cp = Cp, se, e somente se, Ci; nao contem maltiplos lados.

Demonstragao. De fato, se C}, tivessem miltiplos lados entre dois vértices s; e
sj. Logo Cf . teria uma tnica transi¢ao entre s; e s;, logo Cy . seria diferente de Cp,,
isto prova que se Cy, nao contém mailtiplos lados, entio Cp, = Cf,. A reciproca é
dbuia. |

Observamos ainda, nos grafos da Figura 5.7.4, as existéncias de canais equiproviveis
que atingem os dois extremos: grafos completos bipartidos, como é o caso do canal (f);
e o outro extremo, que ¢é o caso do canal perfeito, o qual possuem somente as transigoes
de acertos, como é o caso do canal ({).

A conclusao acima é muito importante porque mostra que muitos dos canais Cj, , tém
representantes através do método do mergulho do grafo. E evidente que nio hd todas
as representacoes possiveis, uma vez que a quantidade de canais gerada pelo processo
do mergulho de um determinado K,,, ¢é finito, porém, devemos ter em mente que os
mesmos tipos de canais podem ser gerados por infinitos representantes de K,,,, as
vezes com numeros de vértices menores, as vezes com numeros de vértices maiores.
Sendo assim, seria pouco provavel que uma determinada composicao de regides nao
tivesse representatividade através do processo do mergulho de dados. Se nao for através
do mergulhos do grafo completo biparticionado, certamente o serd através do grafo
completo. Esta conclusao serd enunciada na forma da seguinte afirmacao.

Conjectura 5.7.5 (Conjectura de Lima) Se Cj, é o canal associado a uma modu-
lagio k-QAMS cuga particio é do tipo UE_| R, entdo existe um grafo G e uma superficie
Q tal que G — Q= UF_ | R,, é um mergulho de 2-células.

Observacgao 5.7.6 A Conjectura 5.7.5 pode ser provada usando somente os mergu-
lhos do grafo completo K, e do grafo completo biparticionado K,,,, observando-se que
as regioes Ry, ’s da particio UF_R,,, ou sdo todas pares (nos referimos a paridade do
nimero de lados «; da regido R, da particio UY_|R,.), ou contém regioes impares. No
primeiro caso, basta mostrar que, se Ur_, R,, ndo for de um mergulho do grafo completo
K, entao deve ser de um mergulho de K,,,. No sequndo caso (onde c; é impar) deve-
mos mostrar que existe um mergulho do grafo completo K, que contém uma subparti¢cao
UY  R., em sua composi¢do. Se o mergulho é da forma G — Q = UF | R,,, entio a
modulagio encontra-se sobre wma superficie sem bordo; caso contrdrio, se Ur_| R, estd
contido em Ul_| R, t > k, isto é, U¥_| R,, é parte de um mergulho G — ' = U!_| R,,,
entao a modulacao k-QAMS vem do mergulho sobre a superficie com b componentes
bordos
G— Q=U"R,,

nos quais os parametoros b,t e k estao relacionados pela igualdade t — b = k.
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Provavelmente, no caso em que todos os «;’s sao pares, a Conjectura de Lima pode
ser provada usando somente os mergulhos do grafo completo bipartido, utilizando o
mesmo procedimento do caso fmpar descrito acima.

Este é mais uma proposto para trabalhos futuros que dao continuidade a este trabalho
de monografia.

Para finalizar esta subsecao, apresentemos o desempenho das modulacoes k-QAMS
relacionadas na Figura 5.7.4, cujas matrizes de probabilidades dos canais equiprovaveis
sao dadas por:

1 9 2 1 1 [ L o L1
15 15 15 15 15 11 11
Mya=10 & & |, Mis=| % & & |, Maa=| 0 & % |,
2 2 35 1l 2 35 1 1 35
| 15 15 15 5 15 15 | 71 11 11
1 11 1 1 1
5 00 777 7 03
Mias =10 % 01, Mo1s = % % 0], Myg=1|0 % %
1 1 1 11 1
| 003 7 07 | 7 7 7
Calculando a probabilidade média das matrizes acima, temos que:
9.L +4. 2 + 35 + 2
Moz — 15 ,175 15 15 — 0, 161 90,
6-L+4.2 125
Moz = L 5 b 15 _(),14074,
6--L + 5 + 2
moss = 1 711 1L —0,16883,
3- 1 + 6
Migs = % = 0,428 57,
7.14 2
mo1s = 777 T =0,18367,
7.1 + 2
Mozs = % =0, 18367,
neste caso, as médias satisfazem as seguintes relacoes de desigualdades
mo13 < Mo12 < Mo34 < Mo15 = M35 < 1M125. (5.23)

Por outra parte, a medida da eficiéncia das modulagoes sao dadas por

1
cor = iz (3- QAMSy;) = 0,16190 - 2 (2log4 + log 12) = 0,425 59,

1
€013 — m013§ (3— QAMS013) 0, 14074 - 5 (2 log 4+ lOg ].2) = 0, 369 97,
€034 — m034§ (3- QAM8034) = 0, 16883 (3 log 4) = 0, 702 14,

€125 = m125§ (3— QAM8125) 0, 428 57 (3 lOg 4) = 1, 782 4,

cors = moisé (3- QAMS,,s) = 0, 18367 (3log 4) = 0, 763 86,

€035 — m012€ (3— QAMSO35) = 0, 18367 (3 log 4) = O, 763 86,

A~~~ I/~ —~
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as quais estao relacionadas pelas seguintes relagoes de desigualdades
€013 < €012 < €034 < €015 = €015 < €125,

relagoes que preservam a mesma ordem de desigualdades das médias em (5.23) .

Novamente foi comprovada a coeréncia dos resultados com aquilo que esperdvamos
dos desempenhos das modulagoes: houve uma acentuada melhora nos dempenhos das
modulacao 3-QAMS’s calculados acima, quando comparado com os desempenhos das
modulages 4-QAMS (Para uma comparacao veja (5.22a),(b),(c)). Constatamos a co-
erencia na ordem dos desempenhos dos cilculos das modulagoes 3-QAMS’s e 4-QAMS’s
apresentadas acima, quando da andlise das probabilidades de acertos, graus de regular-
idades e componentes de bordos.

Observamos que a probabilidade média do canal equiprovével definida como sendo
a soma de todas as probabilidades nao nulas da matriz de probabilidades dividido pelo
nimero de probabilidades nao nulas, do jeito que foi definido, resulta nas igualdades

mn_ Zrp(sls) 1 521
n(p(sjlsi))  n(p(silsi))
onde p(s;jls;) # 0 e n(p(s;]s;)) € o nimero de probabilidades ndo nulas de M. Desse
modo, todos as modulacoes, cujas matrizes de probabilidades M, tém o mesmo nimero
de probabilidades nulas, teriam a mesma média m = m O problema é que,
definido desse modo, a média m nao contribui para a medidade de eficiéncia ¢ quando
as matrizes apresentam os mesmos numeros de probabilidades nao nulas. Na verdade,
m s6 depende do nimero de transi¢oes nulas, quanto mais transi¢oes nulas menor é o
nimero de probabilidades nulos n (p (sj|s;)) , e com isto o valor da média m e majorada
pela majoracao de n (p (s;]si))-
O modo utilizado para majorar as probabilidades nulas de M, e ter um numerador
diferenciado para a férmula (5.24), foi através da adicdo, no numerador de (5.24), do

termo extra
n(p(sjlsi) =0)
n (s;lsi)
onde n (p (s;j]s;) = 0) é o nimero de probabilidades nulas de M e n (s;|s;) é o nimero de
transioes do canal associado Cf ;.. Foi utilizada, para determinar a probablilidade média
dos canais equiprovaveis associados as modulacoes com trés componentes de bordos da
Figura 5.7.4, a seguinte média alternativa

> p (sj]si) + HE) D)
= . (5.25)
n(p(sjlsi))
Como o objetivo aqui é somente relacionar a eficiéncia das modulacées em uma ordem
de grandeza, foi constatado que as férmulas (5.24) e (5.25) dao resultados equivalentes
no que diz respeito a posicao da modulacao na relacao de ordem de eficiéncia. A fér-
mula (5.25) passa mais informagoes, valoriza mais ainda as transigoes nulas e adequa-se
melhor as modulagoes que apresentam nimeros iguais de probabilidades nulas. Por es-
tas propriedades recomendamos o uso da média (5.25) no célculo da eficiéncia de uma

modulacao QAMS.

m
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5.7.6 Modulagoes com quatro componentes de bordos

Hipoteticamente, podemos propor modulagoes k-QAMS para qualquer conjunto de k
sinais, mas na pratica nao faz sentido projetar modulacoes para um constelacao de um e
zero sinais, entao iremos encerrar aqui o nosso trabalho de construcao dos componentes
graficos de uma modulacao, porque atingimos a quantidade de dois sinais nas modulagao
de K44 sobre o bitoro com quatro componentes de bordos.

Utilizando os mesmos procedimentos da Subsecao 5.7.3, deduzimos que as modula-
¢oes distintas com quatro componentes de bordos vindas de mergulhos de /44 sobre o

bitoro, devem ser escolhidas através das seguintes condicoes de vértices do grafo dual de
Ky4(aEAEcFCe):

1%) vy, v1, v9 € v3, pois degvg = deg vy = deg vy = degvs = 4, v1 € vy Ndo apresentam
duplas ligagoes e vy e vs, sim;

2%) g, v1, V3 € vg, pois degvy = degv; = degvz = degvs = 4, v; ndo apresentam
duplas ligagoes, porém, vy, v3 € vy, sim;

3") wvg, v1, Vg € vs, pois degvy = degv; = degvy = 4, degvs = 5, v e vy nao
apresentam duplas ligacoes, vg sim e vy apresenta miiltiplas ligacoes;

4%) vg, vy, v3 € vy, pois degvy = degv; = degvy = 4, degvs = 5, v1 ndo apresentam
duplas ligagoes, vy € v3 sim e vs apresenta multiplas ligacoes;

5%) vy, v3, V4 € vs, pois deg vy = deg vz = degvs = 4, degvs = 5, vy, v3 € V4 apresentam
duplas ligacoes e vs apresenta miiltiplas ligacoes;

As modulagoes correspondentes as cinco opgoes de escolhas acima sao:

2-QAMSyy3 : Kua(aEAECcRCe) — 2Ty = R4Ri» = 5R4R15\ { R}, R}, R}, R} }
2-QAMSy5, : Kua(aEAEcRCe) — 2Ty = RyRy» = 5RyR5\ {RY, Ry, R, Ry}
2-QAMSyyp5 : Kua(aEAECcRCe) — 2Ty = 2R, = 5R4R1,\ { R}, R}, R}, R} } .
2-QAMSgy35 : Kua(aEAECcRCe) — 2T3 = 2Ry = 5R4R15\ { RS, R}, R}, R} }
2-QAMS 35 @ Kya(aEAEcRCe)

)

)

— 2Ty = 2Ry = SRy R\ { RY, R}, Riy, Ry},

Observe que as trés tltimas modulagoes 2-QAMS 95, 2-QAMS;;55 € 2-QAMS 4,5 s@o
modulagoes regulares bindrias, e portanto do tipo e.s.g.u.

A Figura 5.7.5 ilustra os grafos correspondentes aos duais, canais associados e canais
equivalentes das cinco modulagoes sobre o bitoro com quatro componentes de bordos,
relacionados acima. Sao todas modulagoes para constelagoes de dois sinais, utilizada
para transmicao com um alfabeto bindrio.

Uma répida inspec¢ao nestes grafos mostra que s6 existem dois tipos de canais equipro-
véveis das modulagoes bindrias, o grafo completo biparticionado K32 e o subgrafo do
grafo K55 que contém somente as duas transigoes do tipo (s;]s;), equivalente as tran-
sicoes de acertos.

Das cinco modulagoes apresentadas na Figura 5.7.5, o conjunto de probabilidades
das respectivas matrizes de probabilidades s6 coincide em duas delas. Sob este aspecto,
concluimos que quatro das cinco modulacoes sao distintas, no entanto, devido a pouca
quantidade de dados e a coincidéncia dos grafos, pois s6 existem dois tipos, a férmula
da eficiencia da modulagao (5.21) nao detecte esta diferenga. Sé teremos certeza desta
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suposicao apos os cdlculos da eficiéncia € de cada modulagao. Entao determinemos as
matrizes de probabilidades de cada canal.

36 ,
Vy
0123

(a) Dual K, ,(aEAEcFCe)

0134
(a) Dual K, ,(aEAEcFCe)

1 '
V3 V4

25
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1
v 4

2
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Figura 5.7.5: Grafos correspondentes aos duais, canais associados e canais equiprovaveis
de modulacoes em superficies com trés componentes de bordo

As matrizes de propabilidades dos canais equiprovédveis da Figura 5.7.5 sao dadas

por

L

2 [ 1 1] 19
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5 ) M0134— 1 5 ) M0125— 0 1 )
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B
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Evidentemente, que se aplicarmos a férmula (5.24) , as matrizes Myi23 € My34 terdo
probabilidades médias iguais. Mas isso vai de encontro aos conjuntos de probabilidades
destas matrizes, pois estes sao completamente diferentes. Entao, para espressar esta
diferencga, calculemos a probabilidade média usando os elementos da diagonal e acima da
diagonal da matriz, pois estes representam os elementos que podem ter probabilidades
distintas. Redefinindo a férmula da média (5.24), de tal modo que a estimativa seja
realizada somente nos elementos da diagonal e parte superior das matriz My, obtemos
a seguinte férmula para a probabilidade média

n(p(si|s;)=0
| Sy 4 et

n(sys1)
k
Zh:l h

Aplicando a férmula (5.26) nas matrizes de probabilidades dos canais equiprovaveis da
Figura 5.7.5, obtemos as seguintes probabilidades médias

m , para todo i < 7. (5.26)

L4 25
i0 T 10 * 10

me123 = T3 = 0,26667,
mo134 = % ki i i g = 0,333 33,
Mo125 = % - i i % =0,66667,
Mo135s = i—i_i—i_i =0,25,
Mo34s = % - :%)) i % =0,66667,

as quais estao relacionada pelas seguintes relagoes de igualdade e desigualdades
mo135 < Mo123 < Mo134 < Mo125 = 1M0345- (5.27)

Aplicando a férmula da eficiéncia da modulacao (5.21), obtemos:

1

2
1

€0134 — m0134§0134 = 0.33333 - 5 (10g4 + log 12) = 0, 64519

€0125 = m0125§0125 = (0.66667 - 2 10g4 = 1, 8484
co13s = Mo13s8o13s = 0.25 - 2log4 = 0,693 15
€0345 — m0345§0345 = (0.66667 - 2 10g4 = 1, 848 4,

€0123 — m0123§0123 = 0.26667 - (log4 + lOg 12) = O, 51617

cujas relacoes de desigualdades das eficiéncias sao dadas por

€0123 < €0134 < €0135 < €0125 = £0345, (5.28)

relagoes que nao obedecem a mesma ordem estabelecida em (4.9) .
Embora a ordem das relagoes de desigualdades (5.28) néo preservarem a ordem da
probabilidades médias (5.27), a coeréncia das relagoes de desigualdades (5.28) ¢ muito
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mais légica em relagao aos desempenhos das modulagoes, quando analisamos o conjunto
de probabilidades das matrizes. Note que, em média, o conjunto de probabilidades de
Mpo134 € bem maior do que o conjunto de probabilidades de Myo3, dai a relacao de efi-
ciéncia €g193 < 9134 ser coerente. Observamos ainda que as trés iltimas modulagoes sao
regulares para dois sinais, entao todas devem serem mais eficientes do que as modula-
¢ao 2-QAMS;;55 € 2-QAMS,,5,, uma vez que estas sao irregulares. Novamente, ocorre
este tipo de coeréncia em (5.27) . Por tltimo, as modulagoes 2-QAMS e 2-QAMS 3,5
representam a eficiéncia maxima por representarem um canal sem ruido. Note que essas
possuem eficiéncias iguais, maximas e portanto hé coeréncia nas relagoes (5.28) .
Apesar das relagoes (5.27) nao preservarem a ordem de (5.28), notamos que esta
ordem estéd coerente com os conjuntos de probabilidades das matrizes de probabilidades
dos canais equiproviveis. Por essas razoes a férmula da probabilidade média (5.26) da
muito mais informagoes do que a férmula (5.25). Nao hd nem divida do que (5.26), a
férmula aprimorada da probabilidade média (5.25), é uma média que dar uma estima-
tiva correta do conjunto de probabilidades das transicoes do canal. Finalmente, apéds
um drduo percurso, conseguimos uma definicao confidvel para designar a probabilidade
média das transigoes e medir de forma coerente, a eficiéncia de uma modulagao k-QAMS.

5.8 Subclasses de Canais

Nos Algoritmos 5.6.5 e 5.6.6 constatamos que as construgoes dos canais associados as
modulagoes QAMS’s dependem exclusivamente do tipo de emaranhamento das regioes
dos mergulhos do grafo e seu dual. A pergunta é até que ponto os emaranhados afetam
os canais associados a modulagoes QAMS?

A principio, nao vemos diferenca alguma entre duas modulagoes com os mesmos tipos
de partigoes: sao modulagoes para uma mesma constelacao de sinais e, para cada sinal s;
de uma constelagao que se encontra numa regiao de decisao R!, de uma das modulagoes,
existe um sinal s; da outra constelacao que se encontra no mesmo tipo de regiao de
decisao de s;. Deste ponto de vista elas seriam equivalentes.

Parti¢oes idénticas sao muito comuns nos mergulhos de um grafo. Em relagao ao
nimero de mergulhos, podemos dizer que o nimero de particoes distintas é muito
pequeno. Um exemplo enconstra-se no Capitulo 3: dentre os 1679616 mergulhos de
K, 4 encontramos somente 27 partigoes distintas. E um nimero relativamente pequeno
quando comparado com 1679616. Sob este aspecto, seria até um disperdicio utilizar
somente 27 mergulhos como projetos de modulagoes e descartar os 1679 589 mergulhos
restantes. Veja por exemplo na Tabela 3.10.2, que no caso das parti¢coes do tipo 3R, Ry
de K44 sobre o tritoro, sao 2 096 mergulhos distintos para desfrutarmos somente um dos
modelos como projeto de modulacao, descartando os 2095 mergulhos restantes. Parece
um grande desperdicio, sao poucos modelos distintos a escolher dentre um universo
extraordinariamente grande.

A idéia entao é analisar os mergulhos com um mesmo tipo de particao para desco-
brir alguma diferenca sutil que caracterize projetos de modulacées com performances
diferentes. Se esta diferenca existe, entao o niimero de modulacoes em superficies ori-
entdveis sem bordo serd superior a 27 e nao estarfamos descartando tantos mergulhos
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neste processo.

Esta nao é a primeira tentativa de identificar modulacoes de desempenhos diferentes
dentre mergulhos com o mesmo tipo de particdo. Lima e Luana [24] mostraram que
modulagoes vindas de mergulhos com o mesmo tipo de particao possuem desempnhos
diferentes quando possuem canais associados nao isomorfos. Tal relagao resultou na
definicao de canais equivalentes, que sao aqueles que estao associados a grafos isomorfos
(veja Defini¢ao 2.6.2). Um estudo mais detalhado das condiges de canais equivalentes
pode ser visto em [24].

Se canais associados a modulacées com o mesmo tipo de particao podem ter desem-
penhos diferentes, entao hd um subdivisao nas classes de modulacdes de um mergulho
de um grafo. Por exemplo, cada uma das 27 classes de modulagoes de K5 podem ser
subdivida em subclasses de modulagoes com performances distintas e, estas subclasses,
quando incorporadas as 27 classes, aumentariam o nimero de modulacoes. No caso de
K5 foram encontradas 6 subclasses o que resultou na elevagao do nimero de modulagoes
de K5 para 33 modulagoes. Parece pouco, mas ja ¢ um indicativo de que devemos in-
vestigar com mais precisao as propriedades dos mergulhos no sentido de dectetar novas
classes de modulagoes com desempenhos diferentes.

Para melhor fixarmos as idéias, definamos precisamente as classes de modulagoes.

Definicao 5.8.1 Seja M (G)={G (p,q) — Q= UL, R! }, o conjunto de todos os mer-
gulhos de G. Chamaremos de classe de modulagoes QAMS (QAMS') de G o conjunto
= de todas as modulagoes k-QAMS (p-QAMS’) que possuem o mesmo tipo de parti¢do.
Chamaremos de subclasse de modulacoes de = o subconjunto de = cujas modulacoes
estao associadas a canais que pertencem a uma mesma classe de isomorfismo.

O conceito de classe e subclasses de modulagoes da Definicao 5.8.1 nao é diferente
dos conceitos introduzidos em [24], foi colocado aqui para maior clareza.

Neste trabalho iremos somente identificar subclasses de modulagoes distintas usando
o conceito de isomorfismos entre os canais associados. Ao contrdrio do mimero reduzido
de subclasses encontradas nos mergulhos de K35, foram 6 modulacoes, o caso K, 4 é di-
ferente e o processo de identificacdo é bem mais complexo. Por falta de um algoritmo,
a busca foi realizada visualmente em um dos 36 arquivos gerados pelo Algoritmo 2.8.1,
o qual contém 46656 mergulhos cada. Lembramos que cada mergulho é identificado
através da seqiiencia representante do sistema de rotacoes, de uma sequéncia de identi-
ficacao do tipo de particao e do conjunto de sequéncias orbitais. Trata-se de um arquivo
extremamente grande e que tornou a busca muito exigente em relacao a concentragao e
o tempo gasto na identificacao do isomorfismo. Como era impossivel concluir a procura
nos 46 656, a identificagao de uma subclasse parava quando comecavamos a obter re-
sultados repetidos. Isto nao garante que nos restates do 46 656 mergulhos investigado,
nao existam mais subclasses, sem falar que nos outros 35 subconjuntos de mergulhos,
todos com 46 656 elementos, também nao podemos garantir a nao existéncia de outras
subclasses.

Como era impossivel realizar uma busca nos 36 conjuntos, através da inspecao di-
reta dos elementos de identificacdo do mergulho, entao o nosso esforco neste trabalho é
identificar o maior nimero possivel de subclasses.
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Voltando ao processo de construgao do canal associado a modulagao QAMS, vimos
nas construcoes da Figura 5.6.1, que este depende do tipo de emaranhados lineares dos
mergulhos. Se dois mergulhos de uma mesma particao possuem emaranhados lineares
distintos entao necessariamente os canais sao diferentes, principalmente os canais equi-
valentes probabilisticos. Com isso, o processo de identificacao de subclasses distintas de
modulagoes resume em identificar os emaranhados lineares distintos.

Durante a identificagao é importante estarmos atentos a toda e qualquer propriedade
que venha garantir o niimero preciso do conjunto das subclasses, caso desejemos identi-
ficar completamente os elementos da subclasse. Este nao vai ser o nosso caso devido ao
nimero expressivo de subclasses de canais existentes. Mas para ter uma idéia de como
este processo pode ser realizado, veja [24].

5.8.1 Identificagao de modulagoes

Para sermos mais precisos, o processo utilizado para identificar se modulagoes de uma
mesma classe (partigdes do mesmo tipo) pertencem a subclasses distintas, descreveremos
a seguir um caso particular de mergulho.

Suponha que a classe de modulacao a ser identificada seja 2R42R12 do mergulho
de K,4 sobre o tritoro. Entao digitamos, usando a fungdo (Localizar) do Word, a
sequéncia

4412 12.

Imediatamente localizamos, no arquivo de saida do Algoritmo 2.8.1, os seguintes com-
ponentes do mergulho K (©) — 3T = 2R42R;5:

1. aEAEAEAEe

2. 4412 12

3. 7052

4. 0761

5. 032547214365
6. 012345674163

onde o sistema de rotacoes de K44 ¢ dado na primeira linha 1 por © = aEAEAE Ae, a
sequéncia 4 4 12 12 corresponde a particao 2R42R;5 e as sequéncia nas linhas 3,4,5 e 6
correspondem as sequéncias orbitais do mergulhos. Neste instante, devemos identificar
os emaranhados de cada regiao, denotemos entao as sequéncias 3,4,5 e 6 por

T = (7>0>5a2)> 73:(0>3a2a57477a2a1a4>3>6a5)7
v, = (0,7,6,1), v, =1(0,1,2,3,4,5,6,7,4,1,6,3).

Entretanto, pela Proposicao 3.3.2, somente as regioes R, « > 8, podem ser emaranhados
lineares. Entao verifiquemos as regioes do tipo Ri5 em 5 e 6.

A regiao Rz nao ¢ tao grande assim, mas devemos lembrar que mergulhos de K44
possuem regioes até de 28 lados, neste caso, a identificacao direta dos emaranhados
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torna-se praticamente impossivel. O jeito foi destacar os emaranhados com cores dife-
rentes. Basicamente este mético de identificacao constréi um esquema de cores da forma
ilustrada ilustrado na Figura 5.8.1.

Yy 0 6 Y, 0 2@;@%
5 5

Figura 5.8.1: Identificacdo dos dois emaranhados de K44 (©)

Apé6s a construcao do esquema de cores da Figura 5.8.1 deduzimos que ambas as
sequéncias 5 e 6 do mergulho de K, 4 (0O) possuem os mesmos tipos de emaranhados:
sao quatro emaranhados pontuais em cada sequéncia.

Um emaranhado pontual sobre um vértice v; de uma sequéncia orbital v de G — €2 se
caracteriza pela existéncia de uma subsequéncia do tipo (- -+ ,4,--- ,4,---) em y e indica
que a fronteira da regiao definida por 7 possui uma autointerse¢ao no vértice v;. Com o
propésito de caracterizar cada emaranhado pontual, definamos uma distancia entre os
dois vértices v; que determinam o emaranhado pontual em v;, através da distdncia de
Lee na sequéncia v entre os pares de vértices v;.

No caso das sequéncia 75 e v,, podemos ver diretamente da Figura 5.8.1 que todos
os emaranhados pontuais possuem distancias de Lee iguais a 4.

Observe que os emaranhados pontuais de 74 sao dados por

W1 = V3, W2 =V, W3 =VUs € W4 = U4
e as distancia de Lee entre os pares de vértices de v5 que definem os emaranhados
pontuais é contante, isto é:
De modo andlogo, concluimos que os emaranhados pontuais de vy, sao

Wy = V1, W2 =7UV3,W3="UVs €© Wy = Vg
e todos possuem distdncias de Lee constantes iguais a 4. Consequentemente, as duas
regides Ris do mergulho de Ky 4 (O) sdo emaranhados de grau 4 escrevemos

@ (Bh) = (Rh) =4 ou (1) = (3,) = 4
Além disso o mergulho K (0©) — 3T = 2R42R;5 é classificado como sendo um emara-
nhado pontual de grau 8 e escrevemos
w (K (9)) =8.

Para efeito de simplificacao de notagao, escreveremos i* se a sequéncia 7y possui um
emaranhado pontual no vértice v; com distancia de Lee d. Esta notacao serd utilizada
nas tabelas de identificacdo das subclasses de canais apresentadas na secao seguinte.
Observe que, com esta notagao, os reticulados de 5 seriam denotados simplesmente
por: 3% 24 5% e 44,

d
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5.9 Modulacoes Distintas vindas de Particoes Idén-
ticas

Concluida a identificagdo dos emaranhados do mergulho K,4(©) acima, o passo
seguinte no processo de identificacao é continuar na busca do préximo mergulho da
forma K44 (®) — 37T = 2R,2R;5, e identificar os tipos de emaranhados das duas regides
de 12 lados. Novamente a funcdo (Localizar) é acionada e realizamos os mesmos
procedimentos acima para Ky4 (®). Se as regides de 12 lados de K44 (®) forem dos
mesmos tipos do emaranhado K44 (0), nada é computado, e continuamos com o processo
atd encontrar um mergulho K44 (0;) — 3T = 2R,2R;5 com emaranhados distintos de
K474 (@) .

No nosso caso o emaranhado diferente de Ky 4 (©) encontrado veio da rotagao 0; =
aEAEAEce através do mergulho Ky 4 (01) — 3T = 2R42R:

.aEAEAECce

O WN

Logo, do mesmo modo que foi feito para os emaranhados de Ky 4 (0) deduzimos que
os emaranhados a serem identificados sao

v, =1(0,7,6,3,0,1,2,3,4,5,6,1) e ~3=1(0,3,2,5,4,7,2,1,4,3,6,5).

Fazendo o esquema de cores para os emaranhados 7, e 75 obtemos os esquemas mostrados
na Figura 5.9.1.

1 @ﬁc (SEE o o8
1 o,

Figura 5.9.1: Identificacdo dos emaranhados 7, e 7, do mergulho de Ky 4 (01)

Recordemos que um emaranhado linear sobre o lado (v;,v;) de uma sequéncia or-
bital ~, se caracteriza pela existéncia de duas subsequéncias separadas de v da forma
(«+-,4,5-,4,1,--+,). Consequentemente, concluimos dos esquemas de cores da Figura
5.9.1, que 7y, possui dois emaranhados pontuais sobre os vértices vg € v3 € um emaranhado
linear sobre o lados (vg,v1), emaranhados denotados por

wy =vg, wy=uv3 e o1 = (Vo,V1),
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cujas distancias de Lee entre as subsequéncias que definem estes emaranhados sao dadas
por
d(wl) = d<WQ) = d(O'l) = 4,

e portanto 7, € um emaranhado misto de distancia constante igual a 4 e de graus

@(y2) =2 e o(7y) =1

Ou podemos dizer ainda que 7, ¢ um emaranhado de misto de distancia 4 e grau 3 e
escrevemos

n(v2) =3

e o mergulho é um emaranhado de grau 7 de distancia 4, isto é,

N (Kya(01) =T

Pela Figura 5.9.1, podemos ver que 4 de Ky 4(01) possue os quatro emaranhados
pontuais seguintes
Wy = V3, W2 ="V2, W3 ="7Us5 €Wy =712

todos de distancia constante 4

d(wl) = d(WQ) = d(’w;g) = d(W4) = 4,

logo ¢ um emaranhado pontual de grau e distancia 4, do mesmo tipo dos dois emara-
nhados de K44 (0). Desse modo, temos que:

n(vs) =4,

consequentemente, os mergulhos Ky 4(0) e Ky 4(01) sdo emaranhados distintos, pois
apresentam graus de emaranhados diferentes, isto é,

1N (K14 (0)) =8 en(Kua(01)) =7

Neste caso, construiremos agora, na Figura 5.9.2, os grafos duais, os canais associados e
canais equivalentes probabilisticos da cada um dos mergulhos

K4,4 (@) ,K4,4 (@1) — 3T = 2R42R12,

com o objetivo de analisarmos, com maior profundidade, as diferencas existentes nas
modulacgoes 4-QAMS’s vindas destes mergulhos, quanto ao aspecto da matriz de proba-
babilidades.

A principio, observamos que hé diferengas nos trés segmentos comparados: grafos
duais, canais associados e canais equivalentes equiprovaveis. Mas em termos de de-
sempenhos, as modulagoes 4-QAMS «— K, 4(0) e 4-QAMS «— K, 4(0,) seriam dife-
rentes? E se a resposta é positiva o que justifica tal conclusao? (Usamos a notagao
4-QAMS « K, 4(0) para significar que a modulagdo 4-QAMS vem do mergulho de
K44(0) — 3T = 2R42R;5 onde © = aEAEAEAe e 4-QAMS «— Ky 4(01) tem signifi-
cado equivalente).
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(d) Dual de K, ,(©,) (e) Canal associado a C,,(9,) (f) Equivalente a C, ,(©,)

Figura 5.9.2: Grafos duais, canais associados e canais equivalentes equiprovaveis corre-
spondentes a modulagoes 4-QAMS dos mergulhos K44 (0), K44 (01) — 31 = 2R42Ry

Se fossemos tirar conclusoes sobre os desempenhos das 2 modulacoes 4-QAMS’s da
Figura 5.9.2, usando como parametros os grafos duais e canais equivalentes, a conclusao
6bvia seria de que se trata de modulacoes completamente distintas, pela diferenca apre-
sentados por estes dois pares de elementos. Além disso, podemos constatar ainda que
os canais equivalentes equiprovéaveis

MC4,4(@) = € MC4,4(@1) =

O |||
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apresentam conjuntos de probabilidades distintos, e portanto as modulagoes assoicadas
possuem performances diferentes.

Entao a melhor maneira de identificar modulacées QAMS’s distintas é através das
matrizes de probabilidades de acertos dos canais equivalentes e quiprovaveis. Nao é facil
a identificacao através de isomorfismos de grafos duais ou canais associados.

Vimos que os grafos duais e canais assocados distintos de duas modulagoes QAMS’s
com um mesmo tipo de particao =, resultaram em modulagoes de desempenhos dife-
rentes, ou modulagoes de subclasses distintas de =. Veja que a condicao grafos duais
distintos implica necessariamente canais associados distintos e vice-e-versa. Entao a
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condicao para que duas modulacoes QAMS’s de particbes iguais =, pertencem a sub-
classes distintas, ¢ suficiente terem grafos duais distintos (ou canais associados distintos)?
Isto nao é verdade, iremos ver um exemplo em que duas modulagoes QAMS’s com um
mesmo tipo de particao = pertencem a mesma subclasses, e no entanto possuem grafos
duais diferentes.

Considere a modulacao 4-QAMS, cuja particao é da forma 2R42R15 e apresenta o
seguinte mergulho

1. aEAEAGAG

2. 4 412 12

3. 705 4

4. 0761

5. 032567214365
6. 012345274163

Se 74 e 74 sdo as respectivas sequéncias orbitais de comprimento 12 das linhas 5 e
6, e O = aFAEAGAg o sistema de rotagoes do mergulho acima, entao o esquema de
cores destas sequéncias sao como os da Figura 5.9.3.

@, o,
v oEEE B S v o NI o e

®

3
Figura 5.9.3: Identificagdo dos emaranhados de K44 (©3)

Pelos esquemas de cores da Figura 5.9.3, vemos que os emaranhados de «4 sao dados
por
Wy = U3, Wy =V € w3 = (s, %),

portanto sao dois emaranhados pontuais e um linear, todos de distancia 4, consequente-
mente, 75 ¢ um emaranhado misto de grau 3, caracterizado por

@ (13) =2, 0(y3) =len(yy) =3.
Por outro lado, os emaranhados de 3 sdao dados por
W1 = V1, W2 = V2, W3 = U3z € W4 = Uy,

ou seja, sao todos pontuais, e portanto 74 ¢ um emaranhado pontual de grau e distancia
iguais a 4, caracterizados pelos seguintes graus

w (v3) =4 =1n(75).

Neste caso ¢ dito que o mergulho de K, 4 (©3) ¢ um emaranhamento de grau 7, do mesmo
tipo do mergulho de K44 (0©;), inclusive com o mesmo tipo de emaranhados. Porém,
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como podemos deduzir dos grafos da Figura 5.9.4, o mergulho de K44 (©2) possue grafo
dual, canal associado e canal equivalente diferentes do mergulho de K44 (01).

(a) Dual de K, ,(®,) (b) Canal associado a C

14(0,) (c) Equivalente a C, ,(®,)

Figura 5.9.4: Grafo dual, canal associado e canal equivalente da modulagao 4-QAMS do
mergulho de K44 (02).

A questao agora ¢ saber se as modulagoes 4-QAMS’s associadas aos canais Cy 4 (01) €
Cy.4 (O2) possuem ou nao o mesmo desempenho. Nas andlises das modulagoes associadas
a K44(0) e Ky4(0;) fol visto que elas diferem por que os emaranhados sao distintos
e esta ¢ uma propriedade geral para caracterizar modulagoes de desempenhos distintos
com o mesmo tipo de particoes. Mas as modulagoes Ky 4 (01) e Kq4(02) possuem os
mesmos emaranhados e vém de mergulhos com o mesmo tipo de parti¢ao, entao os seus
desempenhos sao equivalentes? Isto nao é verdades, podemos comprovar através da
matriz de probabilidades condicionadas de acertos do canal equivalente equiprovavel de

MC’4,4 (©2) —

sl
Sl
Slogleggs |
Sl-lohiigl

Observe que Mg, ,o,) ¢ bem diferente de Mc, ,o,) em termos de conjuntos de proba-
bilidades. Levando em consideracao este fato consideramos as modulacoes 4-QAMS’s
associadas aos canais Cy 4 (01) e Cy4(02) de desempenhos diferentes. Chegamos a uma
conclusao andlogos se compararmos Cy 4 (©3) com Cy4 (01) , consequentemente, todas as
modulagoes 4-QAMS’s associadas aos canais Cy4 (0), Cy4(01) e Cy 4 (O2) sdo distintas,
apesar das partigoes serem idénticas 2R42Ry5.

A anélise concluida acima sobre modulagoes distintas prova que as modulagoes vindas
do grafo completo bipartido tem propriedades bem diferentes das modulagoes vindas do
grafo completo. Lima e Luana [24] verificaram, nos mergulhos de K,,, n = 2,3,4 e 5,
que é verdadeira a seguinte afirmacao.

Afirmacao 5.9.1 Duas modulacoes k-QAMS e k-QAMS’ de K,, de mesmas particoes
possuem desempenhos distintos quando vem de emaranhados do mesmo tipo.
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Apé6s o aprofundamento da andlise acima do caso do grafo completo bipartido,
gostarfamos de saber se a Afirmagao 5.9.1 é verdadeira para valores de n maiores que 5.
A grande complexidade do problema de identificar os mergulhos de K,,, para n > 5, fez
com que Lima e Luana concluissem somente a andlise do caso K5. Tudo leva a crer que,
apesar da complexidade deste caso, nao foi suficiente concluir propriedades mais gerais
devido a falta de exemplos que viessem provar que a Afirmacao 5.9.1 nao é verdadeira.
Este ¢ um problema tipico de grafo, nao basta analisar casos inciais para se deduzir fatos
mais gerais. A anélise do grafo completo K,,, prova que nao devemos restringir o es-
tudo a casos iniciais quando se trata de grafos, o problema deve ser trabalhado em grafos
maiores, caso desejemos tirar conclusoes mais genéricas ou equivalentemente, saber se
os grafos associados aos canais devem ser isomorfos.

Esta é mais uma contribuicao deste trabalho, validar propriedades mais gerais dos
mergulhos de grafos, muitas delas deduzidas do comportamento dos mergulhos dos
primeiros grafos completo em [24].

Voltando a questao da identificagao de modulagoes QAMS’s vindas de partigoes idén-
ticas, concluimos que somente o fato de duas modulagoes terem emaranhados idénticos,
nao garante que estas possuam desempenhos idénticos, é preciso satisfazer uma condicao
a mais: as matrizes de contatos devem ser iguais ou, equivalentemente, os grafos cor-
respondentes aos canais devem ser isomorfos. Lima e Luana mostram em [24], como
recuperar o canal a partir de um canal isomorfo e também mostram como recuparar a
matriz de probabilidade condicionada do canal equivalente a partir da matriz de proba-
bilidades de um canal com grafo isomorfo.

Um estudo detalhado de isomorfismos de canais foi realizado em [24]. As infor-
magoes deste trabalho sao extremamente importantes para definirmos aqui as subclasses
de canais equivalentes. A principio, comprovamos que a Afirmacao 5.9.1, vilida para
identificar subclasses de K,, n < 5, é a tnica em [24] qua nao vale para identificar as
subclasses de canais de K, ,. Este fato nos deixa muito entusiasmado em relagao aos
resultados obtidos neste trabalho. A razao é porque o nimero de modulacgoes de de-
sempenhos distintas é muito maior do que aquele imaginado no inicio deste trabalho.
Nao imagindvamos sequer a existéncia de novas modulagoes ao inciarmos este trabalho.
Tudo indica que estas novas modulagoes venham também existir nos mergulhos dos
grafos completos K, para valores de n > 5, o que justifica uma busca por estes elemen-
tos em mergulhos dos grafos completos e biparticionados para valores maiores do que os
abordados neste trabalho e em [24].

Pelo estudo e andlises realizados acima sobre os grafos duais, canais associados e
canais equivalentes equiprovaveis de uma modulacao QAMS, chegamos a conclusao que
o processo de identificacao de subclasses de modulagoes distintas vindas de mergulhos
do grafo completo bipartido K,,, ¢ bem mais laborioso do que o realizado em [24],
para o caso do grafo completo K,,. Nao basta somente identificar quantos mergulhos de
emaranhados distintos existem em uma classe de mergulhos de K,,,, ¢ preciso ainda
verificar a condig¢ao de isomorfismo de canal. Isto torna o trabalho mais complexo. Di-
ante desta inesperada surpresa, nao faremos aqui a identificacao de todas as modulagoes
distintas de K,, ,, mas somente apresentaremos, a classificacao dos emaranhados de K, 4
que obtivemos.

De antemao avisamos que nao se trata de uma busca completa no conjunto dos mer-
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gulhos de K4 4, apenas um busca parcial em um dos 36 subconjuntos de mergulhos obtido
através do Algoritmo 2.8.1. Nao podemos garantir sequer se os mergulhos identificados
no Apéndice C contém todos os tipos de emaranhados distintos. Por razoes justificadas
anteriomente, nao foi possivel fazer uma busca sistemazida, mas entendemos que a maio-
ria dos emaranhados distintos foram identificados. E ¢bvio que ainda falta identificar
as modulacoes de emaranhados idénticos com canais nao isomorfos. Esta etapa serd
realizada em um outro trabalho continuado.

5.9.1 Propriedades elementares dos emaranhados

Apesar da andlises superficial realizada nos emaranhados de K44 relacionados nas
Tabelas 5.10.1, 5.10.2, 5.10.4 e 5.10.5, j4 dar para perceber a existéncia de algumas
propriedades elementares importantes dos emaranhados de K4 4.

Proposigao 5.9.2 Sem oun é diferente de 4s+1 e 4s+3, entao todo mergulho minimo
de K., € um emaranhado de grau zero.

Demonstragao. A hipdtese de m ou n ser diferente de 4s + 1 e 4s + 3 implica
necessariamente que um dos valores de m e n tem que ser um niumero par. Se ambos
sao pares, isto é, Se m = 2p e n = 2q entdo o nimero de vértices e lados das regides do
mergulho minimo de K,,, sao dados respectivamente por

v o= m4+n=2p+2¢=2(p+q)
= mn = 4pq.

Como v e e sao ambos nimeros pares, entao seque da caracteristica de Eiiler de gT, que
o numero de regioes do mergulho minimo fum, deve ser par. Como este deve possuir o
maior nimero possivel de regioes quadrangulares e

2mn = 4pq
entao o mergulho minimo de K,,, é necessariamente da forma
Kinn — AT = pqRy, (5.29)

1sto €, fmin = pq deve ser wm niumero par, consequentemente, p ou q deve ser par, 0 que
implica que m ou n é diferente de 4s+ 1 e 4s + 3. De (5.29), deduzimos que todas as
regioes de merqulhos minimo de K44 sao quadrangulares, e portanto o mergulho minimo
é um emaranhado de grau zero.

Se m =2p en=2q+1, entao o nimero de vértices de K,,,, é dado por

v=m+n=2p+2¢+1=2(p+q)+1,
isto é, v € ftmpar. O nimero de lados de K,,,, ¢ dado por

e=2p(2¢+1)=2p+4pg=2(p+2pq),
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logo e é um inteiro par. Além do mais, o nimero de regides do mergulho minimo de
K, deve possuir o maior nimero possivel de regioes quadrangulares, e como

2mn = 2 (2p + 4pq) = 4p + 8pg = 4 (p + 2pq)
entao o mergulho minimo de K,,, é necessariamente da forma
Koy — T = (p+ 2pq) Ry. (5.30)
Mas a caracteristica de Fiiler de vT' é par, isto é,

x(VT)=v—e+ (p+2pq)

deve ser um nimero par.

Como v é impar e e é par, entao p+2pq deve ser impar, ou seja, p é obrigatoriamente
um numero impar, logo m deve ser da forma 4s+1 ou 4s+3. Se m =2p+1 e n = 2q
chegamos a conclusao, de modo andlogo, de que n é da forma 4s+1 ou 4s+3. Portanto,
por (5.30), a particio do mergulho minimo sé tem regides de 4 lados, logo, sdo todas
emaranhados de grau zero, o que prova a afirmacao. [ ]

Proposicao 5.9.3 O mergulho mdzimo de K,,, é um emranhado linear de grau mn
se, e somente se, m ou n € impar.

Demonstracao. O emaranhado de um mergulho mdzimo de K,,,, € dnico quando
a particao € formada por uma unica reqiao Ra,,, neste caso Rs,,, € um emaranhado
linear de grau mn (veja Teorema 3.3.4 ). Mas sao duas as condi¢ées para que o mergulho
mAzrimo possua uma Unica regiao:

i) Se m e n sao pares, pela demonstra¢io da Proposicao 5.9.2, v e e sao pares; logo,
fmin = 2mn também deve ser par, consequentemente, o mergulho mdximo deve ter duas
regioes e, consequentemente, o grau do emaranhado linear é menor do que mn. Neste
caso o mergulho maximal é da forma

Kpn — vyl = RoRg.

i1) Se m e n tém paridades diferentes, isto é, entao v é impar e e é par, logo f deve
ser impar, consequentemente, o mergulho mdximo é da forma

Kon = Yyl = Romn (5.31)

e o grau do emaranhado é mn.

Se m e n sao impares entao v € par e e é impar, logo f é impar; dai o mergulho
maximo é da forma (5.31), e novamante o grau do emaranhado é mn.

Cocluimos entao que o mergulho mdzimo de K, , é um emaranhado linear de grau
mn se, e somente se, m ou n € impar. [ |

Para a demonstragao da préxima afirmacao, iremos precisar do conceito de distancia
de Lee de um emaranhado, o qual serd formalizado através da seguinte definicao.
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Definicao 5.9.4 Seja R, = (1,22, , &, - , T4, -+ ,Za) uma sequéncia orbital de
um mergulho de G. A distancia de Lee entre x; e x; de R, é a menor das distdncias
+ — + . . . T

di . (z;) e di. (z;), onde di . (v;) é o numero de elemnetos percorridos & direita de x;
em R, até chegar ao vértice x;, e dp., (v;) é o numero de vértices percorridos a esquerda
de x; em R, até chegar ao vértice x;. Em notag¢ao matemdtica temos que

dice (%7, 7;) = min {de. (2:) , dpee (25) } - (5.32)

Em um emaranhado pontual no vértice v; se os rétulos x; e x; de R, sao iguais, entao
a distancia de Lee do emaranhado pontual v; é dada por diee (2;, ;) , isto €,

dLee (’UZ) = dLee (xh ZL‘]‘) .

Em um emaranhado linar sobre um lado (v;,v;) de G existem subsequéncia (x;,x;i11) e
(xj,2j41) de R, tais que
Ti = Tj41 € Ti41 = Ty,

neste caso, a distancia de Lee do emaranhado linear (v;,v;) € definida como a menor
das distancias de Lee entre os vértices de rétulos x; e xj, isto €,

diee (Vi,v;) = min {dree (i, j41) , dree (Tit1,25) } - (5.33)

Se o emaranhado pontual ocorre nos vértices z; e z; de R,, a igualdade (5.32) é
equivalente a
dLee (’Uz) = dLee ($Z‘, Zl’)j) = min {$]‘ — T, — Ty + l’z} . (534)

Se o emaranhado linear (v;,v;) ocorre nos vértices (z;,%;+1) e (z;,%;11) de R, entdo,
pela igualdade (5.34), a distancia de Lee de (v;,v;) pode ser determinada pela férmula

dree (Vi Uj) = min {dLee (4, l“j+1) , ALee (Tig1, l“g)}
= min {$]‘+1 — T, & — Tj41 + TiyTj — Tij41, X — Tj + xi—&-l} .

Lema 5.9.5 Se o lado (v;,v;) de G é um emaranhado linear de R, die (v;) = k e
a = 2k, entao vale a igualdade

dLee (Uz) + dLee (Uj) =a—2. (535)

Demonstracao. De fato, se die (v;) = k e por ser Ry, uma regido de 2k lados,
entao é facil ver que

logo
dLee ('Uz) = mln{k‘—l—Z,k‘—Z} =k—2.

Consequentemente
dLee('Ui)‘l’dLee('Uj) :k‘+k‘—2:2k‘—2:a—2,

0 que prova o desejado [
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Teorema 5.9.6 Se (v;,v;) é um lado emaranhado de R, e diee (vi,v;) = k, entdo a >
2k.

Demonstracao. Suponha, que diee (vi,v;) < k € que a < 2k, isto é, o = 2k — 1.
Suponha agora, por absurdo, que diee (Vi, V) = diee (v;). Entao, por (3.53), temos que

dLee(Uz‘) :Oé—2—dLee(Uj) =2k—-1-2—-k=Fk-3.
Mas diee (v;) = k — 3 < k = dpee (v]), sendo assim
dLee (Uia 'Uj) = min {dLee (’Uz) ,dLee ('Uj)} = dLee (Uz) == k -3

dree (v;) nao seria o minimo do conjunto {dpee (Vi) , dree (v;)}, 0 que contradiz a hipdtese
dree (Vi,vj) = diee (v;) , consequentemente, a > 2k. []

Gostarfamos ainda de fazer uma ressalva em relagao ao processo de identificagao de
emaranhados. A identificagao de emaranhados distintos, apesar de ser muito trabalhosa
quando é feita por inspecao direta das sequéncias orbitais, processo usado neste trabalho,
pode ser realizado através de um algoritmo, o que ird tornar o processo de identificacao de
absoluta confianca. Entretanto, quando se trata de identificar as classes de isomorfismos
distintos, este processo é bem mais complexo. Até a nivel de algoritmo, nao temos
conhecimento de que existe um que realize este tipo de tarefa. Contudo, na nossa opiniao,
este tipo de identificagao pode ser realizado para o caso de K44, j4 que este nao é um
grafo muito complexo. O problema ¢é sempre o grande nimero de elementos existentes
no conjunto dos mergulhos de um grafo. O K, 4 apresenta 1679616 mergulhos, o K55
tém 63403 380 965 376 mergulhos distintos. A nossa divida é, seria possivel inspecionar
um conjunto dessa natureza no sentido de identificar emaranhados distintos e classes de
isomorfismos, utilizando os recursos computacionais disponiveis? Acreditamos piamente
que com a continuacao deste trabalho, novas propriedades matematicas relacionadas
aos mergulhos de grafos venham a ser descobertas e possam facilitar este processo de
identificagao.

Identificar algumas das propriedades de mergulhos e obter procedimentos para con-
strucoes dos elementos que definem a modulacao, ja foi um avanco significativo con-
seguido neste trabalho. Esperamos que a andlise de casos mais complexos venham
fornecer os elementos desejados para que se possamos avancar neste processo de identi-
ficagao.

Os resultados obtidos com os mergulhos de K} 4 nos deixou, deveras, muito animados
com relagao ao uso de modulagao sobre variedades riemannianas vindas de mergulhos do
grafo completo bipartido. As identificagoes das modulacoes de desempenhos distintos,
realizado nesta segao, foram feitas somente utilizando uma das classes de mergulhos.
Como podemos constatar, sao muitas as subclasses de modulagoes distintas identificadas.
Nao ha garantia de que o processo utilizado identificou todas as subclasses de modulagoes
de desempenhos diferentes da classe abordada. Este problema sé serd elucidado de vez
com uma andlise minuciosa nos grafos correspondentes aos canais equiprovdveis, no
sentido de identificar todas as classes de isomorfismos, problema que nao foi abordado
neste trabalho, o qual fica sugerido aqui como mais uma proposta para futuros trabalhos.
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5.10 Classificagao dos Emaranhados de K, 4

Os emaranhados identificados nas tabelas a seguir sao todos vindos dos mergulhos
relacionados no arquivo AE, a primeira saida do Algoritmo 2.8.1, de todos os sistemas
de rotacoes do grafo completo bipartido K44 que fixam a rotagoes A do vértice vy de
K, 4 e arotacao E do vértice v; de Ky 4.

Os vértices de K4 4 foram fixados através do rotulamento de vértices do grafo de /44
ilustrado na Figura 3.6.1. Para saber quem sao as rotagoes correspondentes aos rétulos
usados para representar uma rotagao © de K44, veja a Secao 3.6.

Nas tabelas abaixo, as notacoes tem os seguintes significados: 1) o elemento i na
coluna w representa o emaranhado pontual no vértice v; de K44 de distancia de Lee
d; 2) o sfmbolo ij? na coluna ¢ representa o emaranhado linear sobre o lado (v;,v;)
de distancia de Lee d; 3) o numero inteiro wp indica o grau do emaranhado pontua da
regido, este é igual ao niimero de elementos existentes i¥ na coluna w; 4) o nimero inteiro
wg indica o grau do emaranhado linear da regiao, este ¢ igual ao nimero de elementos
existentes ij¢ na coluna w e; 5) o inteiro € ¢ o grau de emaranhado do mergulho, neste
caso € = wpr + OR.

5.10.1 Emaranhados de K4 sobre o toro

A familia do toro é a tnica das familias de mergulhos de K44 que possui um tnico
tipo de emaranhado. Este fato ocorre porque todos os mergulhos de K44 sobre o toro
possuem o mesmo tipo de particao 8R4, e como todo R4 ¢ uma regiao nao emaranhada
(ou simples), a classe de modulagoes do toro é formada por uma tinica modulagao re-
gular para uma constelacao de 8 sinais, com regioes de decisoes quadrangulares. Veja a
identificagao de um mergulho do toro em termos de emaranhado na Tabela 5.10.1.

Tabela 5.10.1: Classificacao dos emaranhados de Ky4 — T'

Classe| Rotacao | R, Sequéncias Orbitais wl|o|wr|ogr|€

8Rsy |AEaeAEae| R, |1036,0127,0523,0765, 1432, 1674,2547,3456 ||| 0 | 0 |0

Por enquanto nao podemos dar nenhuma garantia de que esta é a tnica subclasse
de modulagao do toro, somente uma andlise nos grafos duais podera dizer se existe ou
nao subclasses distintas de modulacoes. Provavelmente devem existir as modulagoes de
desempenhos distintos.

5.10.2 Emaranhados de K,4 sobre o bitoro

O conjunto de mergulhos de K4 4 sobre o bitoro é composto de 5 classes de mergulhos
distintos. Analisando a composicao das particoes das classes do bitoro na Tabela 3.10.2,
verificamos que existem classes com regioes de até 12 lados. Entao, podemos afirmar com
absoluta certeza que existem mais subclasses de modulagoes de desempenhos distintos
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no bitoro do que no toro. Na Tabela 5.10.2 identificamos o maior nimero possivel de
emaranhados distintos.

S6 para esclarecimento, quando as regioes de um mesmo tipo e o seu nimero de
lados for inferior a 8, estas serao relacionadas numa mesma linha, pois, como se sabe,
sao todas emaranhados de grau zero ou regioes simples.

Tabela 5.10.2: Classificagao dos emaranhados de K44 — 2T

Classe Rotacao | R, Sequencia orbital w o WR|OR|€
Ri2[103416701236 1434 |014,164] 2 | 2
AEAGagaG 4
Ry |0563,0745,2543,1472,2765 i g [0]o0
Ri2|012347214527 44 124,724 1| 2
AEAgCGae 3
Ry | 1036,0543,0765,1674,2563 % g [0]o0
; N Ri2|012305634167 04,14, 64 g 3]0 ,
1444412 8| B 11036,0745,1472.2543 2765 @ s oo
Ri2|012341674527 2144t o |40
AEAgaGae 4
Ry | 1036,0543,0765,1472,2563 % g [0]o0
Ri2 (103470123056 % 104,034 0 | 2
AEBICecF 2
Ry |0725,1452,1674,2763,3654 i g [0]o0
Rio|1034163256 34 16 |11
AFEcfbGBe | R, |0127,0765, 1452, 3674 % g |0]0]2
Re | 054723 % g [0]o0
Rio|1034167436 i 164,034 0 | 2
AEcfbGae | Ry |0127,0765, 1452, 2563 i g |0]0]2
i Re | 054723 % g [0]o0
HA446.10 Rio| 0741672345 74, 44 g |20
AEcgAFaf | R, | 1036, 0127, 2563, 4765 i g 002
Rg | 052143 i g [0]o0
Rio|0721432765 % 720 | 0|1
AECeAEaF | R, | 1036, 0523, 1674, 3456 % g |o0]o0]1
Rg | 012547 i g [0]o0
Rg | 10321436 34,14 g |20
Risssss | AEaEAEae | Rg |05234563 34, 54 g [ 204
Ry |0127,0765, 1674, 2547 % g [0]o0

Continua na préxima pdgina
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Tabela 5.10.2 — Continuagao da pagina anterior

Classe Rotacao R, Seqiiencia orbital w o | wr | or | €
Rg | 10321436 3214 | o 2 0
AEaEAeaF | Rg | 01276547 74 16 1 0 |3
Ry | 0563,0725,1674, 2345 10/ 0] 0 0
Rg | 10321476 14 0] 1 0
Rissass | AEaEceCE | Rg | 01274367 ™ olel 1] 0|2
Ry | 0563,0725,1654, 2345 10 0] 0 0
Rg | 01256347 10 0] 0 0
AEbeBGag | Rg | 05416723 16 16 0 0[O
R, | 1036,0765, 2745, 1432 10/ 0] 0 0
Rg | 10325076 0* 0] 1 0
AEAEBeCg | Rg | 012347,143672 1% 16 0 0 1
Ry | 0563,1654,2745 %) 16 0 0
Rg | 07452765 754 | @ 2 0
Risases | AEAFaGBG | Rg | 103256,012367 s |o| 0| 0|2
Ry | 1634,0543,1472 1% 16 0 0
Rg | 10345276 %) 16 0 0
AEAGceCG | Rg | 012367,074325 1% 16 0 0|0
Ry | 0563,1472,1654 %) 16 0 0
074165, 254763
Riseses | AEcgAEDSf o | 059143, 234567 g @ o o
R, | 0127,1036 10 0] 0 0

Uma inspecao na Tabela 5.10.2 nos mostra que a tnica classe de 27" que nao possui
emaranhados distintos é a 2R44Rg, isto porque o niimero de lados de suas regides sao
todos menores que 8. As demais classes de 27" apresentam pelo menos uma regiao de
8 lados, e como esta regiao pode apresentar até trés tipos de emaranhados diferentes,
estas classes possuem emaranhados distintos.

Em relagao ao niimero de emaranhados distintos das classes de mergulhos de K44, a
Tabela 5.10.3 mostra a quantidade de elementos de classe.

Classes R4,4,4,4,4,12 R4,4,4,4,6,10 R4,4,4,4,8,8 R4,4,4,6,6,8 R4,4,6,6,6,6

Numero de elementos 5 4 4 3 1

Tabela 5.10.3: Numero de emaranhados distintos das classes de mergulhos K4 4 — 2T
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Observamos, na Tabela 5.10.3, que o nimero de emaranhados distintos é maior nas
classes que apresentam regioes com o maior nimero de lados e diminui & medida que o
nimero de lados das regioes vai decresce.

5.10.3 Emaranhados de K, 4 sobre o tritoro

O conjunto de mergulhos de K4 4 sobre o tritoro é composto de 16 modelos de classes
distintas, sendo um deles o modelo da classe Rggg510, 0 qual nao corresponde a um
mergulho orientado, como foi provado no Lema 3.9.1. Entretanto, iremos incluir o estudo
desta classe no processo de identificacao de emaranhados distintos porque provavelmente
esta seja uma classe de um mergulho nao orientado.

Analisando a composicao das partigoes das classes do tritoro na Tabela 3.10.2, verifi-
camos que existem 15 classes com regioes de até 20 lados, valores que superam o niimero
méximo de lados (12) e nimero de classes (5) do toro, o que torna o tritoro a superficie
que ird fornecer o maior niimero de emaranhados distintos.

Na Tabela 5.10.2 identificamos o maior nimero possivel de emaranhados distintos
existentes no arquivo AE, da saida do Algoritmo 2.8.1, o qual contém 36 656 mergulhos.

Tabela 5.10.4: Classificacao dos emaranhados de K44 sobre o tritoro

Classe| Rotacao |a|Sequéncia orbital o w wWR|ORlE
20/110325470123450721436 ) 016,075,126,236,346 455 0 | 6

AEAEAgaF 6
410563, 1674, 2765 & & 010

8 16 998 9r6 246 r~8

AEAEagCG20 10325436701234165276 ) 01°,16°,23°,25°,34°,67°| 0 | 6 6

410563,0745,1472 ) ) 010
2 4 148 144 194 0ad 2a6

AEAFaCag 20/110325634167214701236 7 01%,16°,14%,12%,23*,36°| 1 | 6 7
410543, 0765, 2745 ) ) 010

ABAG 20{10341674507652701236/32,2% 42,52 014,174,164, 67* 414 g
4891 110563, 1472, 2543 2 2 010
20/01230527634721432567 02 128,236 274258 344 678 1 | 6

R4 4.4.20 AEAGBFbG 7
Y 4(1036,0745, 1654 ) ) 010
20[01230563472145076527| 42, 32 074,058,128 278 568 | 2 |5

AEAeCgae 7
41036, 2543, 1674 & & 010

20/01230527650745634167| 03,12, 22 05%, 56*, 678 313 6
AEAeaEaG| 41036, 1472,2543 & & 010
20/110345270123054721436 ) 016,038,126,34* 45* 278 0 | 6

AEAfAGae 6
4(1674,0765, 2563 & & 010
20/10345270123054721436| 12,22 | 075,058,348 454,67 | 2 | 5

AEAgcFae 7
41036, 1472, 2563 & & 010

Continua na préxima pagina
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Tabela 5.10.4 — Continuagao da pdgina anterior
‘ Classe‘ Rotacao ‘ « ‘Sequéncia orbital w o ‘wR‘JRH
20 [10327012341672507436 1%} 014,078,168,234,27,34%| 0 | 6
AEBEbeaf 6
4 10563, 1452, 4765 1%} I} 010
20 |10327654305634701236|72, 42, 33, 63 014,036,234, 564 4 14
AEBFCeaF 8
4 10725,1452,1674 I} a 010
20 {01230521432763472567| 02,52 124,236 274,344 675 | 2 |5
AEBeBFbG 7
4 11036,0745, 1654 I} a 010
AEBICG 20 10347256327012305436| 23,52 018,036,274, 344, 368 25 .
“1 4 |o765,1452, 1674 2 o 00
Ry 4490 20 [10327654305236701256 I} 014,036,236, 255 565,678 0 | 6
7 AECFaFBG 6
4 11634,0745,1472 1%} %] 00
20 |01254327650745634167| 12,22 078,348 458 564,67 | 2|5
AECeaEaG 7
4 11036, 0523, 1472 1%} %] 00
20 [10347214365416701256 72 014,128, 144,165,344 568 1 | 6
AECIBFcG 7
4 10523,0745,2763 1%} %] 010
20 01250721430563276547| 42,32 074,056,124,277.56* | 2|5
AECgAeaF 7
4 11036, 1674, 2345 1%} a 010
20 {10321430567254163476| 22,52 034,164,14%,34%,67® | 2|5
AEaFBgAf 7
4 10127,0745, 2365 1%} a 010
18 1103450725670127436 62, 52 016,074,276, 34* 2|4
AEafcFbE | 4 [0523,1654 1%} %] 01016
6 (147632 1%} a 010
181103452305416321476 1%} 034,16%,14%4,235,45* | 0 |5
AEafcGAf | 4 |0127,2567 1%} a 01015
6 074365 1%} %] 010
18 1103452305416507436 1%} 034,16%,05%,34%,45* | 0|5
AEafcGbf | 4 |0127,2567 1%} %] 01015
6 (147632 1%} %] 010
Rya618 2 12 a2 72 6 124 244
18 1103452305670127436 |24,5%,6-,7 01°,03%,34 413
AEafcebE | 4 |0725,1654 1%} %] 007
6 (147632 I} I} 010
18 [103672507416321456 |22, 52,02, 72 166,368, 144 413
AFEagCfBf | 4 |0127,0543 I} a 0|07
6 (234765 1%} %] 00
R1/103214507234163056 I} 14%,05%,03%,16%,23%5 | 0 |5
AEbEDbgBF |4, 42765, 3674 I} a 01015
6 012547 1%} %] 00

Continua na préxima pégina
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Tabela 5.10.4 — Continuagao da pagina anterior
Classe | Rotacao | a | Sequéncia orbital w o wrlor
18 [103214701254167236 72 164,016,124, 145,234 1 | 5
AEDbFcEag| 4 |0765, 3456 %) %) 0/0
6 (052743 %] %) 0|0
18 [012567234507632147| 42, 52 076,124,236, 67 | 2 | 4
AEbgcFbg | 4 1036, 1654 %] %) 0|0
6 (052743 %] %) 0|0
18 [012507234527430567| 03, 73 059,256 274 344 | 4 |2
Ry46.15] AEbgcebE | 4 1036, 1654 %) %) 0|0
6 147632 %) %) 0|0
18 [103416521472305436(62, 52,22, 13|  016,074,276,34% | 4 | 2
AEcfafbe | 4 (0127, 4567 %) %) 0|0
6 076325 %) %) 00
18 [012305432507416527| 23,12 076,054, 234,526 | 4 |2
AEAeCfbf | 4 [1036, 3476 %) %) 0/0
6 (145672 %) %) 0|0
16 [0741652763472145 52, 62 144,274 474 3|2
AEAeCgbG| 4 |1036, 2543 %) %) 00
8 01230567 02 %) 110
16 [1036527450721476 |12, 52,62, 02 274, 476 412
AEAeagAE| 4 [2543,1634 %) %) 00
8 01230567 02 %) 110
16 [1034167456325436 %) 164,344, 364,45 | 4|0
AEAfaEae | 4 0765, 1472 %) %) 00
8 01230527 02, 22 %) 210
a6 16 [0123416325074567  [12,52, 62, 42 074, 234 4|2
AEAgafAG| 4 |0543,1472 %) %) 0|0
10365276 %) 62 110
16 [1032701234521436 %] 014,124,234,34* | 4|0
AEBEAeae| 4 [0563, 1674 %) %) 0|0
8 07654725 52, 72 %) 210
Ri|1032701236743056 52, 72 014,034, 234 213
AEBFbeBe |4, 41452, 1634 %) %) 0|0
8 07654725 52, 72 %) 210

Continua na préxima pagina
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Tabela 5.10.4 — Continuagao da pagina anterior
Classe Rotacao R, | Sequéncia orbital w o wWr|OR | €n
Ry | 012365074167 |12,72,62,02| o |4 |0
AEAFCCcG | Ry | 1452763472 42 o7t | 1] 1|6
R4/ R | 0543/103256 2 g oo
Ria | 103472143256 12,22 34 [ 2 |1
AEAGBFcG| Ry, |0123654167 12,62 g 205
Ra/Re | 0745/052763 2 g oo
Rag1012 Ris | 012367214527 %) 214724 0 | 2
12 )
AEACbeCf | Ry | 1034165476 42 16t | 1|14
R4/ R | 0563/074325 2 g oo
Ria | 012345072547 92 074,454 1 | 2
AEBEAgCF | Ry, |1436741652 62 414 | 1|15
R4/ R | 0563/103276 2 g oo
Rip | 143674165472 62 740 144 1| 2
Ry | 10325076 02 g | 1]o0
ABAEAeCe | b | 11934507 92 s |1]0]”
R, |0563 2 g oo
Ria | 012365416347 12, 42 360 | 2 |1
Ry | 10325076 02 g |[1]o0
AEAFBeAg | p | 05672143 2 s |o|ol?
R, | 2745 2 g oo
Rip | 054163472143 2 144,344 0 | 2
Ry | 10325076 02 g | 1]o0
Ragsnz | ABAFBIAe | p 1 1006507 92 g |1lol?
R, |4567 2 g oo
Riz | 103650763456 02,526 | 36* | 3|1
Ry | 01230527 02,22 g | 210
ABAeAEce | b 14395479 42,92 g | 200]%
R, |1674 2 g oo
Rip | 072145674325 |22.42.52. 72| @ | 4 |0
Ry | 10365276 62 g |[1]o0
ABACDIAE | b 1 01930547 02 s | 1]0]®
R, |1634 2 g oo

Continua na pégina seguinte
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Tabela 5.10.4 — Continuacao da pagina anterior

Classe Rotacao | a | Sequéncia orbital w o wr|OR|€R
16[0123654163052147| 52,02 12414436 | 2 | 3

AEBGcFAg| 4 2743, 2567 @ @ 006
8 (10345076 02 %] 110
16 [1036543270123056 @ 014,034,234,564| 0 | 4

AEBeCecf 1452, 3476 %] %] 00]|5
8 |07416725 72 %) 110
16[1036507634167256| 72,02 164,36, 56* | 1 | 3

AEBebGeg | 4 |1452,2743 %] %] 00]|5
8 101230547 02 %) 110
16[1034725074163276 | 73, 02, 32, 22 164, 474 412

AEBfCeAG | 4 | 1452, 3654 %] %] 0[0|7
8 101230567 02 @ 110
16|1032701254721436 | 32, 42, 13, 23 014, 276 412

Riss1s | AECEAEae| 4 [0765, 1674 %] %] 008
8 05234563 32,52 @ 210
16[1034167214763056|  13,6° 03%,14%,67* | 2 | 3

AECGagcf | 4 |0745,2365 %] %] 006
8 01254327 22 %) 110

16 |0763472145674165 %] 144,748 56%, 67| 0 | 4 | 5
AEAeCEbe | 4 {1036, 2543 %] %] 010

8 101230527 22 %) 1101
16[1034163254365276| 63,33 164,524,346 | 2 | 3

AEAfagAG | 4 [0745, 1472 @ @ 0[0]|6
8 101230567 02 @ 110
16|0547650721452743| 73,43 054,456, 72¢ | 2| 3

AEAghGaE| 4 [1036, 2563 @ @ 0[0]|6
8 [01234167 12 % 110
14]01234167430547 04,14 434, 744 212

AEAgbGaF 100721452765 54 724 026
41036, 2563 %] %] 010
41014 14]01234167214527 76 126,414 1|2

AEAgbGaf |10]0547650743 0 054,474 025
411036, 2563 @ @ 010

Continua na pagina seguinte
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Tabela 5.10.4 — Continuagao da pagina anterior
Classe Rotacao « | Sequéncia orbital w o wr|OR | €r
14 | 01234167214527 76 126,414 1|2
AEAgbeaf |10 | 0563250743 3 05* 1 [1]5
4 11036,4765 %] @ 010
14 | 01234167430547 14,04 344 474 | 2 | 2
AEAgbfaF |10 0721456325 5% 24 @ 2 1016
4 11036, 2765 %] %] 010
14 | 01234567430527 | 22,02, 52, 72 344 411
AEAgcEbe | 10| 0763254165 52,62 %] 21017
411036, 1472 %] %] 010
14 | 01234507430527 22 076,344 50*| 1 | 3
AEAgcFCf |10 | 1036721476 12 674 1[1]6
4 11654, 2563 %] %] 010
HRaa1014 14 | 01234507430527 22 076,054,344 1 | 3
AEAgcFaf |10 | 1476541672 @ 674, 144 0216
4 |2563,1036 %] %] 010
14 | 10367012345276 22 32 014,674 | 2 | 2
AEAgcGCG | 10 | 0541650743 44 054 1[1]6
4 |1472,2563 %] %] 010
14 | 01234527632567 %] 52,674,236 0 | 3
AEAgcGbHG | 10 | 0541650743 42 05 1 [1]5
4 11036,1472 %] %] 010
14 | 05472563452143 %] 254,344 45| 0 | 3
AEBFAGae | 10 | 1032701236 %] 014,23 | 0| 2|5
410765, 1674 %] %] 010
12 | 103250721436 12,0222, 32 %] 410
AEAEAeaF |12 | 012345276547 22 72 45 21117
410563, 1674 %] %] 010
12 | 103256305436 52 064, 634 1|2
Rysi212 | AEAEaGag | 12| 012341672147 72 124, 14* 11216
410765, 2745 %] %] 010
12 | 103254701236 %] 014,234 | 0 | 2
AEAFAEaF | 12| 052765072143 @ 054,27 | 0 | 2|4
4 1674, 3456 @ %] 010

Continua na pégina seguinte
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Tabela 5.10.4 — Continuagao da pagina anterior

Classe | Rotagao |a|Sequéncia orbital w o O RIORIER
12(103256701236 62 014,234 1|2
AEAFBGbE[12054165072143 %] 05%14* 0|25
412745, 3476 %] %] 01]0
12(103416701236 34 014,614 1|2
AEAGaeaE [12(072147654325 74,24 44 54 41017
410563, 2745 %] %] 01]0
11210 12103650745276 52,02,62, 72 @ 410
AEAgaGAG(12012341632567 12,62 323 1|16
410543, 1472 %] %] 010
121103270125076 22 10%, 70* 1|2
AECEaeAe |12056745234163 52,32, 62, 42 @ 4107
41472, 3654 %] %] 010
16(1032547236701276 73 01%,23*67* | 13
AECFAECG| 6052143, 074165 %] %] 01]0|4
413456 @ %] 01]0
16(1032541634701276/ 22,32, 72,42 014,165 |42
AECFBEAF| 6 (052143, 072365 %] %] 006
44567 %] %] 01]0
16(1032541670127456 72,22 016,166,456 | 2|3
AEcFBECE | 6052143, 072365 %] %] 005
413476 %] %] 01]0
16(0127654163472367 12,42 366,276 674 | 2|3
Rug6.16| AECFBFBG| 6 103256, 052143 %] %] 005
410745 %] %] 01]0
16(0765416347236745 %] 364,474,454 674 4 | 4
AEcFBFBe | 6103256, 052143 %] %] 0]0|4
410127 %] %] 01]0
16(012741630543256712,22,32 42 52 62,72,0? @ 01]0
AEcGCGAE] 6103476, 072365 @ @ 0/0(8
41452 %] %] 01]0
16(1034163052145076 %] 16%,03%,054,14% 0 | 4
AEcGbFAe | 6236547, 256743 @ %] 0104
410127 %] %] 01]0

Continua na pégina seguinte
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Tabela 5.10.4 — Continuagao da pagina anterior

Classe Rotacao a | Sequéncia orbital w o wr|OR|€n
16 | 1034167012743256 72, 22 164,016,43%| 2 | 3
AEcGbGcE | 6 |054763,072365 1% %) 010]|5>b
4 11452 %} (%} 010
Rags0 16 | 1034567416325076 | 32,4%,52,0%| 165,676 | 4 | 2
AEcfAfAe 6 |054723,143652 %} (%} 0]]0]|6
4 (0127 %} (%} 010
14 |{10365472145076 12,62, 72,02 544 4 (1
AEAebFAe | 8 01230527 %} (%} 0105
4,6(1634, 256743 1% 1) 010
14 {01230527432567 0%, 72 524,236 2 | 2
AEAebFbE | 8 16547634 42 62 1%} 21016
4,6(1036,072145 16} 1%} 010
14 | 05274167214563 52, 62 274144 | 2 | 2
AEAECEag | 8 |10325436 32 1%} 11015
4,6(0765,012347 %} (%} 010
Ri6514 14 {01234165274367 12,62, 72,22 346 4 11
AEAEbgCE | 8 10325476 16} 1%} 010]|5b
4,6(0563,072145 %} (%} 010
14 {01236741630547 02,12 476 364 2 |2
AEAGAIBF | 8 07214325 22 1%} 11015
4,6(2765, 103456 %} (%} 010
14 1 05416507432563 32, 42 569, 05* 2 |2
AEAGcGCG| 8 [10345276 1% 1) 01014
4,6(1472,012367 % % 010
12 1012347214367 72 124, 344 1] 2
AEAEBFBG | 10 | 0527654163 52, 62 (%} 21015
4,6(0745,103256 1% %) 010
12 1103250765436 32,52, 62,02 (%} 410
Rigs1012| AEAECeag | 10 | 1452741672 %) 14427 | 0|26
4,6|0563,012347 1% %) 010
12 1103250763056 62 304,504 1] 2
AEAECecg | 10 | 1452741672 1%} 144,274 025
4,6|3654,012347 1% %) 010

Continua na pégina seguinte
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Tabela 5.10.4 — Continuacao da pagina anterior
Classe Rotacao R, Sequéncia orbital w o wr|or|er
Ri»  |163456743254 62 | 344,45% |1 |2
Rs  [10365076 02, 62 %] 210
Ragsaz| ABcecBAe | p 0o 4793 92 o 1 0]"
Ry |0127 %) @ 010
Ry |0123476527 22, 72 @ 210
Ry |0741672145 72 144 11
ABAECgal | b 110325436 32 2 K
Ry  |0563 %) @ 010
Ry |0123674527 22, 72 @ 210
Ry |0563416543 o | 34456 | 0|2
ABAFaeCe | b 110395076 02 2 K
Ry |1472 %) @ 010
Ry |1034701236 32 014 11
Ry |1452741672 o | 14427 | 0|2
Rasoa0] ABAGCeag | p - r6s 005 52 2 K
Ry  |0563 %) @ 010
Rio  |1036721456 12, 62 @ 210
Ry |0741634765 62 474 11
ABACEBE T b 101930527 02,22 @ 2ol
Ry |2543 %) @ 010
Ry 0123052147 02 124 11
Ry |1674327654 42 67 11
AEBeckal | p 07956345 52 2 K
Ry  |1036 %) @ 010
Ris  |05274507654163 62,72| 05%,45% |2 |2
AEAEBFBg R/ Re/Re|103256/012347/143672| @ @ olol?
He.6.6.14 Ris  |05416507452143 @ |05%,455,14% 0 | 3
AEBFBGCG R/ Re/R|103276/012367/256347| @ %] 0lo|?
Ri»  |012563214527 o | 12452¢ | 0|2
Ryssi2| AEBICGCE Rs  |05436723 32 %] 1|03
Rs/Re [103476/074165 @ @ 010

Continua na pégina seguinte




5.10. CLASSIFICACAO DOS EMARANHADOS DE Ky4 211
Tabela 5.10.4 — Continuacao da pagina anterior
Classe Rotacao R, Sequéncia orbital w o wWr|OR|€R
Ris 054163214723 %} 414,234 0 | 2
AEDbfcGAGT Ry 10345276 1%} 1%} 01012
Rs/Rg |012567/074365 1%} 1%} 010
Rio 103250723456 02, 52 324 2 |1
AEcEAfcE Ry 01274167 12 %} 1104
R¢/Rg |054763/143652 1%} 1%} 010
Rio 012741634567 12,42, 62,77 1%} 410
AEcFAEAE Ry 10325476 1%} 1%} 0014
Rs/Rg |052143/072365 1%} 1%} 010
Rio 103652143056 12 304,564 1 | 2
He68.12 AEcgAgcE Rs  |01274167 12 %] 1104
Re¢/Rg |072345/254763 1%} 1%} 010
Rio 103254167456 12,62 544 2 |1
AEAEBEcF Ry 07214365 1%} 1%} 01013
Rs/Rg |012347/052763 1%} 1%} 010
Rio 103472145276 12,42 724 2 |1
AEAGCGCG Ry 05432563 32,52 1%} 21015
R¢/Rg |012367/074165 1%} 1%} 010
Rio 147632541672 22 414674 1 | 2
AEAfcEcf Ry 01230527 32,52 1%} 21015
Rs/Rg |103456/074365 1%} 1%} 010
10 0123054167 0%,12 1%} 210
AEAfcfcE 10 0721476325 22 72 1%} 21014
6/6 274365/103456 1%} 1%} 010
10 1032701236 1%} 014,23*| 0 | 2
AEBFBEaf 10 0745634765 1%} 564,474 0 | 2 | 4
6/6 052143/167254 1%} 1%} 010
R s.10.10 10 1032743056 2 03* | 0|1
AEBFcgceg 10 0123652147 1%} 214 0112
6/6 076345/167254 1%} 1%} 010
10 1034523056 52 03% 111
AECfAeBg 10 0125076547 52 074 11114
6/6 143672/163274 1%} 1%} 01010
Rs 5310 1%} 10/8/8/6 1%} 1%} 01010

Continua na pégina seguinte
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Tabela 5.10.4 — Continuagao da pagina anterior
Classe Rotacao R, Sequéncia orbital w o | wr|or| €er
Rg/Rg | 10321436/01274167 | 3%,12/12,7* | @ [ 2/2| 0
AEaEAEaE 9 19 /m2 =2 8
Rs/Rg | 05234563/07254765 | 32,5%/7%,5% | @ | 2/2| 0O
Rs/Rg | 10327436/01254167 32/12 g|1/1] 0
AEAFBfAe 9 9 /o 5
R Rs/Rs | 05234563/07214765 | 3%,5%/7 gl2/1| 0
5,8,8,8 AEBECELE Rs/Rs | 10327436/01234567 32/ @|1/0] 0 )
¢ Rs/Rg | 05214763/07254165 & /5% g |0/1] 0
Rs/Rg | 10365476/01230567 62 /02 g|1/1] 0
AEAeAeAE 9142 4
Rs/Rs | 07214325/16345274 2°/4 g|1/1| 0

Continua na pégina seguinte

Podemos comprovar, nos emaranhados identificados da Tabela 5.10.4, que a familia
dos mergulhos de K4 4 sobre o 31" possui um niimero razodvel de emaranhados distintos.
Outra particularidade obervada é que as distancias de Lee dos emaranhados assumem
valores 4, 6 e 8, enquanto na familia do bitoro, as distancias de Lee sao constantes iguais
a 4. Como 4 é o menor valor que a distancia de Lee pode assumir, entao os mergulhos
de K44 sobre 21" s6 produzem emaranhados de distdncia minima.

A Tabela 5.10.5 contém o nimero de emaranhados distintos identificados em cada
classe de mergulho de K44 sobre o tritoro com as seus respectivas distancias de Lee
minima e mdaxima, indicada por dmin max-

Classe R4,4,4,20 R4,4,6,18 R4,4,8,16 R4,4,10,14 R4,4,12,12 R4,6,6,16 R4,6,8,14 R4,6,10,12
Distintas 18 11 15 10 7 9 6 7
Awinmax | 4—8 4—-8 |4-8 4—-6 4—6 4—4 4—-6 4—-6
Classe Rygg12 | Rag 1010 | Re66,14 | Rees12 | Fee1010 | Fegg 10| Fsssg
Distintas 6 5) 2 8 4 %) 4
Aminmax | 4—4 4—-4 |4—-6 4—4 4—-4 16} 4—-14

Tabela 5.10.5: Numero e distancia de Lee de emaranhados distintos das classes de mer-
gulhos de K44 sobre o tritoro

Observamos ainda na Tabela 5.10.5, que os emaranhados de distdncia méxima de
K44 das classes do tritoro, isto ¢, aqueles com dree = 8, ocorrem somente nas regioes
que tem pelo menos 16 lados, neste caso, as regioes de 16 e 18 lados. Ja os emaranhados
com dre. = 6, somente sao encontrados nas regioes com pelo menos 12 lados. Note que
sao 112 emaranhados distintos identificados na familia de mergulhos do toro. Como sao
14 classe distintas, entao foi identificado 98 novos modelos de modulagoes com desem-
penhos diferentes, o que representa um nimero 7 vezes maior em relagao aos 14 modelos
esperados. Lembramos que este nimero deverd ter um aumento considerdvel, quando
forem acrescentadas as modulacoes associadas a canais com grafos nao isomorfos.
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5.10.4 Emaranhados de K, 4 sobre o 4-toro

A familia de mergulhos de K4 4 sobre o 4-toro é composta de 7 classes de mergulhos,
todos formados por duas regioes. Estas sao as classes de mergulhos maximos de K44,
e com a identificacdo de seus emaranhados, conclui-se o processo de identificacao de
emaranhados distintos.

Antes de apresentarmos, na Tabela 5.10.6, a relagao de emaranhados distintos iden-
tificados, gostarfamos de observar que os emaranhado de K44 sobre 47 sao os que
apresentam os maiores graus de emaranhados dentre os emaranhados de Ky 4. Isto se
deve ao fato de que os mergulhos de 47 possuem regioes de 4 até 28 lados e regiao
de maior lado do mergulho pode ter, no minimo, 16 lados. Por estas particularidades,
os emaranhados de K44 sobre o 4-toro sao os que apresentam a maior quantidade de
emaranhados distintos, mas também sao os mais trabalhosos de serem identificados.

Iremos observar ainda nos emaranhados de K, 4a existéncia de emaranhados com
distancia de Lee maiores do as demais familias de mergulhos de K44. O fato desta
familia representar as classes de mergulhos méximos de K44, muitas das propriedades
sobre méximos sao tipicas dos mergulhos méaximos.

Por exemplo, quando se trata da familia de mergulhos méximos de K, 4, nos de-
paramos com vérias propriedades maximais. E sobre 4T que encontramos: o maior
nimero de mergulhos de K44, 0 maior nimero de emaranhados distintos quando com-
parado com o nimero de classes, os emaranhados com as maiores distancias de Lee,
regioes com os maiores nimeros de lados, e os emaranhados pontuais e lineares com os
maiores nimeros de graus. Sem falar ainda que o 4-toro é a superficie com maior nimero
de género na qual K44 possui um mergulho de 2-células.

Os mergulhos méaximais s6 nao maximizam o nimero de classes de mergulhos de
uma superficie (esta ¢ realizadas por 37") e o nimero de regioes (realizada pelo mergulho
minimo sobre 7T"). Quanto ao nimero de classes de mergulhos do grafo completo bipartido
K, 1, este € minimo, quando o mergulho é formado por uma tnica regiao e nem é méximo
nem minimo quando K,,, possui duas regioes, como ¢ o caso de Ky4. J4 o nimero
de regides de um mergulho maximo de um grafo é sempre minimo. Em termos de
modulagoes, Lima e Palazzo [21] apresentaram fortes justificativas de que o desempenho
de um sistema de transmissao de dados é melhor & medida que a modulagao encontra-
se sobre um superficie de género maior. Com isso, as modulacao do 4-toro, vindas
de mergulhos de K4 4, sao as que apresentam os melhores desempenhos, dentre todas as
modulagoes de K4 4. Daf a grande importancia das identificagdes dos mergulhos méximos
de um grafo.

Todas as identificacoes realizadas neste trabalho sao extremamente importantes. Dos
mergulhos minimos até os maximos, encontramos projetos de modulagoes das mais vari-
adas espécies. A quantidade de sinais da constelagao é fixada pela escolha da superficie,
o mergulho minimo contém as constelagoes com o maior nimero de sinais e este niimero
caf de 2 em 2 unidades, até chegar ao mergulho méximo, cujas modulagoes atingem o
nimero minimo de regides. A particao depende da classe de mergulhos e a eficiéncia da
modulagao dependem do tipo de emarnhanado linear e das classes de isomorfismos dos
canais. Isto é o resumo das conclusoes localizadas por todo o trabalho, enfatizé-lo jus-
tifica plenamente o esforco despreendido no processo de identificacao dos emaranhados.
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Tabela 5.10.6: Classificagao dos emaranhados de K44 — 4T
Classe| Rotagao |R,|Sequéncia orbital|w o WRr|OR|€R
10325472143674 | |016,0312, 1212, 2512 1612 144
AEAEAEBe 28 16305270123456 @ 236, 2712 476 455 3412 36* 012 12
4 10765 1%} 1%} 010
10325074163054 214,36, 05°, 346, 168, 308
AEAECIBG 28 36701234721456 @ 109,709,410 3210 7412 4512 0112 12
4 12765 1%} 1%} 010
10325076543672 034,164, 124,67%, 056, 146
AEAEaeBg 28 14701234163056 @ 65%,10%0,70%0,3410 3210 3612 012 12
4 12745 I} %} 10
10325072145274 104,414, 324, 564, 274, 526
AEAFCebE 28 16543056701236 @ 54%,03%0,07%°,21%0 052,162 012 12
4 13476 (%} 1%} |0
10325072147654 103,, 344,324 561,616, 368
AEAFaeaE 28 30563416701236 @ 05%0,0710,2110 4119 3610 0112 0112 12
4 12745 1%} 1%} 010
10325076541674 104,344, 324,674, 568, 36°
R4Ros| AEAFceae 28 30563452701236 @ 05%0,0710,1610,2519 4510 (312 0112 12
4 1472 1%} 1%} 010
10341630567214 30%, 164,124,324, 148, 348
AEAGaeAg 28 70123654325076 @ 050,071,650 6719,0112,3612 0112 12
4 12745 1%} 1%} 010
10345074325670 43,634,706, 03¢, 16%, 235
AEAGCcFAG 28 12365416305276 @ 65%,508,0112,2512 4512 6712 0112 12
4 11472 1%} 1%} 010
10367214701230 124,254 344, 674,018, 3010
AEAeceCg 28 56345274325076 @ 7019 5010,3210 7212 3612 7412 012 12
4 11654 1%} 1%} 010
10365274507214 03%,14%,274,65%, 674,618
AEAeagcE 28 76341670123056 @ 106,709 5019,1210 476 6312 012 12
4 12543 1%} 1%} 010
01230567432507 274,454 145 506,126 236
AEAebebe 28 63416547214527 @ 349,676, 0712 2512 4712 6512 012 12
4 11036 1%} 1%} 010

Continua na préxima pégina
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Tabela 5.10.6 — Continuacao da pagina anterior
Classe| Rotagao |R, y w o WR|OR|€R
10341674325630 104,164,274, 434, 454, 478
AEAGDbGae 28 54721452701236 @ 125,030, 2310 2510 1412 6312 012 12
4 0765 1%} 1%} 010
Raltas 10367450721432 344, 674,035,500, 018, 238
AEAeBFCF 28 56347012305276 @ 7010, 1210 7210 5210 4712 6312 0112 12
4 1654 %} 1%} 010
1032547650741 744,106,059, 326, 546
AEAEAEBf 26 6305270123456 @ 708,658, 3012, 1612, 2512 0110 10
6 143672 1%} 1%} 010
1032547652701 03%,16%, 25%,07°, 056
AEAEAgBf 26 2345074163056 @ 568,010,230 4510 4712 0110 10
6 143672 1%} 1%} 010
1032567452701 124,524, 434, 725 676
AEAEBGAe 26 2347214365076 @ 568,478, 0119, 2319 (712 0110 10
6 054163 1%} 1%} 010
1032507456721 6710,10°, 275, 325, 65°
AEAEBfAf 26 4365270123476 @ 128,348,748 2512 0712 0110 10
6 054163 1%} 1%} 010
1032543652741 034,254,478, 76°, 658
RgRo| AEAECgcE 26 6701234763056 @ 1612,10%0, 3210 3610, 3412 0110 10
6 072145 1%} 1%} 010
0123450763052 054,124, 14,076, 365
AEAEcFcg 26 7436541672147 @ 7284310 7410 4512 6712 0110 10
6 103256 1%} 1%} 010
0123674527650 414,724, 76, 345, 365
AEAFBGBF 26 7214305416347 @ 05%,616, 7210 3412 5612 0110 10
6 103256 1%} 1%} 010
0123674527650 414,035,255, 746 546
AEAFCFCG 26 7214305416347 @ 058,618, 7210 3412 56'2 0110 10
6 143672 1%} 1%} 010
0123654721450 05%, 674, 45%,126, 746
AEAFbFcG 26 7430527634167 @ 349,368, 2710 1412 07'2 0110 10
6 103256 1%} 1%} 010

Continua na préxima péagina
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Tabela 5.10.6 — Continuacao da pagina anterior
Classe| Rotacao |R, Sequéncia orbital w o wWr|ORlER
104,324,274, 474
2 b ) b
ARAFbChe 241103256743054721452701236| 6 455, 306, 126, 2510 1181,
8 07634165 62 1% 110
798 328 528 368
2 b ) b
ABAGATAG 241012365472143256741630527| 0 745, 568, 216, 41 1181,
8 10345076 02 1% 110
30%, 564,475, 676
22 118
AEACB(E 241103476305416701236527456 1010, 3610, 5410, 1610 10
8 07214325 22 1% 110
104, 254 43 616
4167012 2 SRR 118
ABAGCGAE 241103452743256305416701236| 7 3010, 3910 3610 5410 0
8 07214765 72 1% 110
504,014, 306, 768
2 ) ) )
ABAGAGEE 241103670123054765072143256| 4 56°, 2310 2110 (710 18 0
8 16345274 42 1% 110
144,724 346 654
2 ) ) )
Reltor| AEAcAfce 241103652741672143250763456| 0 765, 168, 2510, 368 118 10
8 01230547 02 1% 110
414,434 564 474
2 2 ) ) ) 1
AEAFbGhe 241103256743054721452701236|02, 2 61106310, G710 5410 8 10
8 01230527 02 1% 110
414,254 674, 654
2 b ) b
AEAcb{Ce 241103672145634165274325076| 0 635, 430, 2710, 1610 118 0
8 01230547 02 1% 110
24103476527012305436721456 45°,65°, 01, 217 018
ABAfCIBE 91768, 0310, 72103410
8 07416325 1% 1% 110
524 654 456 368
2 b ) b 1
AEAgaECE 24(103650721476325430527456 1 0310, 5010 7910, 7410 811
8 01234167 12 1% 110
304,614,124, 434
2 b ) b
AEBESFbF 24/103276305214701234165436 0* |, 16636, 3210 1010 1181,
8 07256745 02 1% 110

Continua na préxima pdgina
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Tabela 5.10.6 — Continuagao da pagina anterior
Classe| Rotagao |R, Sequéncia orbital w o WO RIER
014,234, 50%, 364, 70°
AEBEaC A | 22/1032701234163054365076) @ 030, 163, 34° 08|,
101472567452 % 254, 474 012
2[1032701234163054725076| 42 | P25 TONET
AEBEDfAe 163,039 10
101456743652 42 564 11
22(1032745072543056701236 62 10%,72%, 37", 05%, 70° 1|7
RioRss| AEBFaghE 545,039 10
101476341652 62 144 11
22(1032743054165214701236 52 10%,14%, 30%, 124, 32° 1|7
AEBFcfbg 4710 1610 10
10/0763456725 52 674 11
22(1034725674521432701236 62 10%,52%, 25%, 74, 127 1|7
AEBGaGcE 3410 2710 10
101472567452 62 054 11
20(10341630521456725476 | @ |30%,16%,54%,76%,145 255 0 | 6
AEBGBEAL 0|1 0365074327 % 704, 324 0l2|®
20(10345670123650743276 | @ |01°,076,326,345 656,675 0 | 6
AEBGCEAG 5 159147954163 %) 254 414 028
20(10367416345076547256 | 02 |36%,54%564,16%,748.678| 1 | 6
AEBeAFBe | 1ol 10505014327 02 214,234 1|2 [
20(10365214327416345076 | 02 414,616,345 367 | 1|4
AEBeAgAg 52,02 9
12|012305672547 72 92 % 410
Ri2Rao 20[10367012305214507256 | 62 |01%,50*,21%,25%,306,707| 1 | 6
AEBeCFBE ) o 10
12(163476543274 6 47443 12
20(10347254165074563276 |02, 3% 564,726,456 168,748 | 2 | 5
AEBIBECG 119305214367 32, 02 214 2 (1 [
20(10347254365074163276 02,57 61%,726,636,434, 748 | 2 | 5
AEBICEAGH, 012305214567 52,02 214 2|1 [
20(10325472143674163056 (22,52 032,614, 414,634,476 | 2 | 5
AEAEAgBe |15 19345076527 52, 92 70?4 2|11
20(10325630541650745276 | 72 |03%,45%,256,50%,61%,65%| 1 | 6
ABAEBGCG) 515347914367 42 72 214 2|11

Continua na préxima pagina
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Tabela 5.10.6 — Continuagao da pagina anterior

Classe| Rotagao |R,| Sequéncia orbital w o wWR|ORIER
18]103256305416721436| 22,52 | 20%, 144,615,636 | 2 | 4

ABAEBGat || 01 934765074507 92 52 704, 7446 2 |2 10
18[103256305436745276] @ |30, 364, 454,674,255 0 | 5

ABABaGCF 1934165072147 1z 700214145 |o3|®
Fuafs 18{103254701234165076| 42,52 614,074,016,23% | 2 |4

ABAEDECe | ) 1 l05974367214563 52,42 974, 356 2 |2 10
18[103254701234163056] 42,52 | 03%,614,016,236 | 2|4

AEAEDeBe || 1| 07650743672145 52,42 724 766 2|2 10
16[1032543056701236 | 52,62 104,324 30 |23

ABAFagbE | ol ro1a76341652745 | 22,32 pt 79t a8 | 2|3 [10
16[1034701236745276 | 22,32 014,764,745 | 2|3

ABAGBGCE, ¢\ 1650721430563 | 22,32 501,146,565 | 2 | 310
16]1034701236721456 |42, 32, 62, 72 014,214 42

ABAGCIBe | )05 13950765274163 142, 32, 62, 72 504, 524 4|2

02,12, 22, 32

16[1036507214325476. |1, ' 2 80

AEAcAEAE 012 2 3 16
16{0123052741634567 |3 15 2 2 8|0
16(1036741654325076 |42, 32, 02, 52 674, 16° 42

R Frs| ABEACCeCe | o\ 0056347214527 |42, 32, 02, 5 974 126 4|2
16]1034765416721436 2 144,344, 674,616 | 0 |4

ABAIBeal 1, 6l195056325074527 2 051,324 074,524 | 0 |4|°
16(1036507456721476 | 02,12 564,764,475 | 2|4

ABAGEAL | ¢\)1903416325430527 | 12,0 95t 304 435 | 2|4 |2
16(1032701234165076 %) 014,234, 61%,50° | 0 |4

AEBEaECe | 001 479543674563 1z 954,634, 454476 | 0|4
16(1034765432701236 | 62,72 104,234,43* | 2[4

AEBGCFa | closotas07a1672563 | 62,72 50t 414 520 | 2|42
16[1036745634165076 | 02,4 | 614,634 654,67 | 2|4

AEBealiCe | o\)1o3050147254307 | 02,42 | 214234 25097 | 2 | 4|7
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Nos emaranhados relacionados na Tabela 5.10.6, constatamos que a familia de 47
contém os maiores graus de emaranhados de mergulhos de K,4. A razao é porque os
mergulhos méximos de K44 possuem as regioes com o maior nimero de lados. Veja, por
exemplo, que todos os mergulhos da Tabela 5.10.6 da forma K, 4 — 47 = R4Rsg sao
emaranhados linares de grau 12, o valor méximo assumido diante dos demais emaranha-
dos lineares de K4 4.

Observamos ainda que as duas regices R4 do mergulho

K14 (AEAeAEAE) — 4T = 2Ry (5.36)

sao emaranhados pontuais, ambos de grau 8, o méximo de valor atingido por um ema-
ranhado pontual de K, 4. Como consequéncia, o mergulho maximal (5.36) ¢ um ema-
ranhado pontual de grau 16, o maximo valor atingido por um emaranhado pontual, e
também maior do que os graus méximos dos emaranhados misto, cujo maximo é de grau
10, e do emaranhado linear, cujo maximo é de grau 12.

A Tabela 5.10.7 mostra os graus dos emaranhados dos mergulhos maximos de K44
e as distancias de Lee minima e méxima encontradas em cada classe de emaranhado.

Classe R4,28 R6,26 R8,24 R10,22 R12,20 R14,18 R16,16
Distintas 13 9 11 5 9 4 10
dmin,max 4—-1214-12(4-1014—-10|4—-8 | 4—-6|4—-6

Tabela 5.10.7: Numero e distancia de Lee de emaranhados distintos das classes de mer-
gulhos de K44 sobre o tritoro

Notamos que os emaranhados distintos das classes de mergulhos de K, 4 sobre 47T
identificados na Tabela 5.10.7, foram 61 em 7 classes. Portanto, o nimero de emara-
nhados distintos de 47 sao 8, 714 maior que o nimero de classes, o que vem confirmar
a nossa afirmacao anterior de que a classe de 47" é a que contem o maior nimero de
incidéncia de emaranhados distintos. (Lembramos que a incidéncia da classe de 37" ¢ de
7 vezes maior).

Observamos que todas as distdncias de Lee minima e maxima, dminmax = @min-Tmax,
nao sé6 da Tabela 5.10.7, como também da Tabela 5.10.5, é uma estimativa das distancias
de Lee dos emaranhados lineares. Se fosse realizada sobre os emaranhados pontuais a
distancia minima d,,;, seria sempre 4, mas a distancia médxima poderia ultrapassar o dpay
dos emaranhados lineares. Esta é apenas uma hipétese que pode ser confirmada pos-
terioremente, entretanto, nao temos certeza da existéncia de emaranhado pontual com
dmax superior ao dy.x do emaranhado linear, uma vez que as estimativas das distancias
de Lee dos emaranhados pontuais nao foram realizadas nas Tabelas 5.10.1 - 5.10.6.

5.10.5 Comentarios Finais

Para termos uma idéia mais precisa da variacao do nimero de emaranhados distintas
das classes de modulacoes, nas familias de superficies de mergulhos de K44, unificare-
mos os dados das Tabelas 5.10.1, 5.10.3, 5.10.5 e 5.10.7, acrescentando os indices de
incidéncias, para compor a Tabela 5.10.8.
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Utilizamos a seguinte simbologia na Tabela 5.10.8: o simbolo # indica o nidmero de
emaranhados existente em cada classe Z; T representa quantas vezes mais emaranhados
existem na familia de superficie g7, g = 1,2, 3,4, em relacao ao nimero de classes de
gT'; as letras maitisculas F e N indicam o nimero total de emraranhados identificados
na famfilia g7" e o nimero de novos emaranhados encontrados, respectivamente. Mais
exatamente, N = T — |Z,r|, onde |E,r| é igual ao nimero de classes da superficie g7
Com esta notagao, o indice I & obtido através da relacao F = ITN.

Emaranhados da classe do toro E|[N|IT

= R
4,4,4.4,44.4.4 Lol 1

# 1

Emaranhados da classe do bitoro E|N|IT
=(5R4R12|4R4Re R1o 3R42Rg 3R42ReRs 2R44Rg 17 l1ol3 4
+# 5 4 4 3 1 ’

Emaranhados da classe do tritoro E|[N|IT
H|3R4Roo| Raaens |Raagie|Raa1014|Raa1212|Ra6616| 46814 Ra61012
#| 18 11 15 10 7 9 6 7
- 112|98(8,0
Z|Raggi2| Rag1010 66,614 66812 | 126,6,10,10| 68,810 Rggss
+# 6 5 2 8 4 1%} 4

Emaranhados da classe do 4-toro E|N|IT
=l R R R R R R R

4,28 6,26 8,24 10,22 12,20 14,18 16,16 61 [54]8.7

#| 13 9 11 5 9 4 10

Tabela 5.10.8: Numero e distancia de Lee de emaranhados distintos das classes de mer-
gulhos de K44 sobre o tritoro

Para termos uma idéia mais aproximada da distribuicao de classes de emaranhados
obtidos nesta se¢ao, o gréafico em barras da Figura 5.10.1, ilustra o niimero de emara-
nhados de cada classe (barra mais larga a esquerda) da familia de modulagGes sobre a
superficie gT' e a distancia de Lee méxima alcangada pelos emaranhados lineares desta
classe (barra mais estreita em cor escura).

Observamos que as barras mais largas em cada classe representam o total de emara-
nhados distintos e a barra mais estreita logo a direita indica a distancia de Lee méxima
desta classe. Veja que a classe [ 8310 de 371" é representada por dois tragos sobre linha
inferior do grafico, situada no marco zero, para representar que esta classe nao contém
emaranhados, pois este mergulho nao existe, e portanto nao existe dre max.

Caso haja alguma dificuldade para vizualizar os dados de uma classe, indicamos, na
parte superior do grafo, a particao correspondente a cada classe. Esta se encontra exata-
mente no alinhamento superior das divisérias das duas barras que fornecem o nimero
de emaranhados e a dj max.
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Figura 5.10.1: Gréfico em barras do nimero de emaranhados distintos de cada classe de
mergulho da superficie g7 e seu respectivo dj.. max .

A classificacao dos emaranhados realizada na Secao 5.10 corresponde somente aos
mergulhos orientdveis de K4 4. A principio nao sabemos se estes resultados sao os mes-
mos para os mergulhos nao orientdveis de K4 4. Vimos que as parti¢oes dos mergulhos
orientdveis e nao orientéveis de K44 sdo parcialmente idénticas, (lembre que g7 e gK
tém os mesmos tipos de partigoes). Acreditamos que, de um modo geral, nao ha muita
diferenca de graus e distancias de Lee entre os emaranhados dos mergulhos orientéveis
e nao orientdveis de Ky 4.

Este mesmo tipo de classificacao foi realizado para o grafo completo K5 (veja [24]).
A diferenca é que na classificacdo de emaranhados distintos de Ky 4 foi utilizado um
elemento a mais para distinguir um emaranhado do outro: as distdncias de Lee entre
os emaranhados. Para que fique mais claro o critério de classificagao, iremos formalizar,
em seguida, as suas condigoes que distinguem um emaranhado do outro.

Definicao 5.10.1 Suponhamos que ©1 e Oy sejam dois sistemas de rotacoes distintos
de G e que

21 =G(0) = Q=U_ R, =Q—G(0,) =5

sejam dois merqgulhos distintos de G sobre ) com o mesmo tipo particao. Diremos que as
modulacoes ki1-QAMS e ky-QAMS associadas aos merqguhos =, e =5 sdo equivalentes,
ou que pertencem a uma mesma classe de modulacdo se, e somente se, 0s graus e 0s
conjuntos de distancias de Lee dos emaranhados pontuais e lineares de =, e =5 sa0 1guais
€ escrevemos:
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e se existe uma bijecao b : I'y — T'y que leva uma sequéncia orbital vg em uma Sequéncia
orbital ¥} de Ty, tal que:

i) ‘%‘ = }'Yk} '
i) @) =w () eolr]) =0 (1)
i)  {dreew(7])} = {dLeew(yi)} e {dpeeo( % {dLee (7H) }

onde {dpe.w(v))} e {dLeea(fyf )} s@o os conjuntos de distancias de Lee dos emaranhados
pontuais e lineares de 7).

Nao iremos prolongar muito a discussao sobre o efeito da Defini¢ao 5.10.1 em relacao
aos desempenhos das modulacoes =; e Z,. Terfamos que verificar se os canais equiva-
lentes probabilisticos associados a =; e Z tém conjuntos de probabilidades diferentes.
Como esta andlise passa pela questao de identificar a existéncia ou nao de isomorfismos
entre os grafos correspondentes aos respectivos canais equivalentes, e este é um processo
que nao foi explorado neste trabalho, deixamos a Definicao 5.10.1 para ser discutida com
mais profundidade em um trabalho futuro.

Por enquanto é apenas uma especulacao, mas acreditamos que modulacoes de par-
ticoes idénticas que nao satisfazem as condicoes da Defini¢ao 5.10.1, pertencem a classes
distintas de modulagoes, ou seja, possuem conjuntos de probabilidades de acertos dife-
rentes, ou matrizes de probabilidades de acertos diferentes.

O motivo de introduzirmos a defini¢ao depois da apresentacao das tabelas de clas-
sificacao é por que a idéia de modulagoes equivalentes s6 ficou bem definida apds a
conclusao e inspegao das Tabelas Tabelas 5.10.1, 5.10.2, 5.10.4 e 5.10.5. Antes disso,
nao tinhamos seguranca em relacao as condicoes necessdrias para definir precisamente
modulagoes equivalentes. Apds a andlises das tabelas é que chegamos a conclusao que
duas modulacoes para serem equivalentes teriam que satisfazer, no minimo, todas as
condicoes da Definicao 5.10.1.

As conclusoes apresentadas antes e depois de cada tabela de classificagao da Secao
5.10, vém de uma rigorosa inspecao, porém parcial do conjunto de mergulhos de K44
que fixam as rotagdes A e E, subconjunto que contém somente 1/36 dos elementos do
conjunto dos mergulhos de K,4. Acreditamos que irfamos obter resultados andlogos,
caso tivéssemos utilizados outro qualquer dos 36 subconjuntos. Além disso o método da
inspecao direta falha de vez em quando, pois é exigido um nivel de concentragao muito
elevado. Apesar de nao ser o método apropriado para obter resultados mais precisos,
achamos que os mesmos estao coerentes com o que esperdvamos. Isto mostra que os
resultados da Secao 5.10 foram suficientes e de extrema relevancia para as conclusoes
apresentadas.

E claro que o uso de um algoritmo identificador de classes de modulacdes ira fornecer
informacoes bem mais precisas, mas nao tira o mérito das conclusces obtidas neste
trabalho. A nossa sugestao é que comegemos a etapa de classificacao trabalhando nas
construcgoes de algoritmos de identificacbes de emaranhados e de isormorfismos entre
canais, pois nao hd como garantir que dois emaranhados que satifazem a Definicao
5.10.1 possuam grafos isomorfos. Esta é outra tarefa que precisa ser desenvolvida na
continuacao deste trabalho.
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Voltamos a ressaltar que os resultados obtidos neste capitulo tornam os mergulhos
dos grafos completos biparticionados componentes muito importantes para serem trans-
formados em projetos de modulagoes. Além dos algoritmos sugeridos acima, apontamos
os projetos de modulacoes QAMS vinda de mergulhos de K, ,, como fonte promissora
de novas tecnologias para tornar os sistemas de telecomunicacoes mais eficientes. Além
da variedade incrivelmente grande de projetos de modulagoes existentes nesta familia de
grafo, contamos ainda com um grande nimero de casos de regularidades, nunca antes
imaginado, a maioria deles nem sequer foram identificados. Sem falar ainda do suporte
matemdtico que dispomos para realizar este tipo de projeto, a nivel de implementagao,
provenientes da Geometrias Diferencial, Geometria de Riemann e Geometria Algébrica.
Enfim, hd uma grande drea de pesquisa a ser explorada nesta direcao, a qual foi iniciada
através do trabalho inicial introduzido por Lima e Palazzo [21], seguido de Lima e Luana
[24] e, finalmente, dos resultados deste trabalho.
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CAPITULO 6

Conclusoes

Com o propdsito de apresentar as conclusoes deste trabalho de monografia recodemos
que o objetivo inicial deste trabalho é:

Desenvolver um projeto de modulacao sobre uma variedade riemannian, as-
sociada a um canal discreto sem memoria, vinda de um mergulho do grafo
completo biparticionado K,,,, no contexto das modulagoes QAMS estabele-
cidadas por Lima e Luana [24].

A estratégia inicial era seguir toda trajetoria do desenvolvimento do problema equi-
valente do grafo completo K, realizado por Lima e Luana em [24], no entanto, as
caracteristicas diferentes do grafo completo bipartido K,,, fez com que este trabalho
de monografia, apesar de atingir a maioria dos objetivos em [24], seguiu um percurso
diferentes em algumas de suas partes.

Algumas vezes foram introduzidas estratégias bem diferentes das que foram utilizadas
em [24], como foi o caso da abordagem da partigao homogénea utilizada no conjunto dos
sistemas de rotacoes de K, ,,, a qual nos premiou com uma parti¢ao composta somente
por uma fracao de % dos elementos dos mergulhos de K44, que continham todas as
classes de merguhos e preservava todos os tipos de emaranhados. A reducao do espago
amostral foi um procedimento que nos deixou bastante motivados para prosseguir no
problema da identificacao de casos mais complexos.

Uma outra estratégia que se mostrou muito eficiente foi o processo utilizado para
mostrar a nao existéncia da tunica classe de meruglhos orientdveis Rggg 10 de /{44 sobre
o tri-toro. As andlises sobre os possiveis caminhos gerados pelo grafo de drvore mostrou-
se muito eficiente, simplificando o processo de identificacao o qual s6 era possivel com o
auxilio de um equipamento robusto que realizasse uma pesquisa em todos as sequéncias
orbitais do mergulhos de K} 4, obtidos pelo Algoritmo 2.8.1. Provavelmente este método
possa auxiliar no processo de identificacdo de emaranhados e elucidar a questao da nao
existéncia de mergulhos de casos mais complexos.

A identificacao e estudo dos mergulhos nao orientdveis introduzidos no Capitulo 3
também nao fazia parte do objetivos inciais deste trabalho. Durante o processo de
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identificacao dos mergulhos orientdveis de K, ,, percebemos que as identificagoes das
particoes dos mergulhos nao orientdveis nao seria muito diferente e que metade dos
modelos de mergulhs ja teriam sido identificados uma vez que as superficies da forma
gT apresentavam os mesmos tipos partigoes das superficies nao orientédveis da forma g K.
Este ¢ um estudo que néo foi realizado em [24] o qual, para a nossa surpresa, mostrou
que o processo de identificacao também podera ser aplicado no caso nao orientdvel.
Evidentemente que o processo ¢ bem mais complexo e requer novas estratégias para
resolver o problema e de um novo algoritmo identificador de mergulhos nao orientédveis.

O importante é que ao identificarmos os mergulhos nao orientdveis constatamos que
estes contém o dobro do niimero de projetos de modulagoes do que nos mergulhos orien-
taveis, supera também o nimero de modulagoes regulares, de modulacoes com bordos e
também nos tipos de emaranhados. Mostramos ainda que é possivel construir os mode-
los topolégicos planar e espacial de meruglhos nao orientdveis, o que nos deixou muito
motivados para trabalhar neste tipo de modulacoes, uma prioridade para os préximos
trabalhos de monografia.

Foi muito gratificante ainda confirmar que os mergulhos de K44 poderiam ser iden-
tificados e de termos obtidos inumeros resultados gerais sobre propriedades inerentes &
familia do grafo completo biparticionado K, ,,, principalmente aquelas relacionadas com
os mergulhos regulares.

O Capitulo 4 também foi uma outra grata surpresa deste trabalho, porque mostrou a
importancia dos meruglhos com bordos, incluindo uma importante classe de superficies
no contexto de espacos métricos para projetos de modulagoes.

Finalmente, nos agradou muito os resultados obtidos no Capitulo 5, pois, além de
resolver o problema definitivo da definicao de uma modulagao compativel com o canal,
mostrou ainda que o processo de associacao apresentava ferramentas que identificavam
um nimero muito grande de novas classes de modulagoes, resultado este que realmente
nos surpreende, e que nos deixou muito animados para identificar estes novos tipos de
modulagoes e saber o valor exato de seus elementos em um trabalho futuro.

Ficamos realmente muito satisfeitos com o desempenho da férmula de eficiéncia in-
troduzida no Capitulo 5, e muito supresos por a mesma dar informgoes coerentes sobre
modulagoes em classes de superficies com bordos distintas e de género constante. Nos
contetdvamos somente com uma férmula que avaliasse o desempenho de modulacoes de
uma mesma classe de superficies. Uma anédlise desta medida de eficiéncia serd o obje-
tivo de um préximo trabalho, vizando aprimorar a férmula de eficiéncia da modulagao,
de modo que esta possa quantizar, de maneira coerente, ndo somente as eficiéncias de
classes de modulagoes distintas de familias de superficies com bordos de mesmo género,
mas também das famfilias de superficies de géneros diferentes.

As conclusoes e sugestoes para futuros trabalhos relacionadas acima, sao as de
maiores pesos deste trabalhos, porém sugestoes de problemas localizados podem ser
encontrados em todos os capitulos desta monografia.
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APENDICE A

Final da Prova do Lema 3.9.1

Devido a grande quantidade de casos a serem analisados e por serem todas semelhan-
tes, tornando a demonstracao enfadonha, resolvemos colocar neste apéndice o resto da
demonstracao do Lema 3.9.1.

Demonstracao. (Continuag¢do da Demonstragio do Lema 3.9.1) Na demonstra-
¢ao do Lema 3.9.4 foi provado que as escolhas das regides Rg = (10325436) e Ry =
(0123476527) , na formagao de sistemas de rotagoes parciais de merqulhos de Ky 4, ou
gera um mergulho da forma Ky (0©1) — 3T = Ryg1010, ou um da forma K44 (02) —
3T = Ryag16- Veja que ambas as particoes dos mergulhos diferem de Rggs10. Neste caso
combinamos um emaranhado pontual Rg de grau 1 com um emaranhado pontual Ry de
grau 2. Consideremos agora, os emaranhados RL = (07652745) e R}, = (1032543056) .
Note que w (R}) € de grau 2 e @ (R},) =1 = o (R],). Portanto, Ri é um emaranhado
pontual de grau 1 e Rj, é um emaranhado mixto de grau 2. Estamos assim em um caso
diferente dos emaranhados Rg e Rig. Construindo os sistemas de rotagoes parciais a
partir de Ry e R}, obtemos:

0|5 7 0[5 713
1 1 16 0
2 |5 7 2 |5 7 3
1 3 1 3 0 2 4
@8_4 75 ’ @8’10_4 75 3 ’
5 |6 2 40 5 |6 2 40
6 |7 5 6 [ 7 5 1
7106 24 7106 2 4]
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portanto resulta necessariamente na rotacao de K44 da forma

SO N TN O

N— WO R

Consequentemente, hd duas possibilidades para o sistema de rotagoes:

B WO o W W

Aplicando o Algoritmo 2.8.1, obtemos os respectivos conjuntos de sequéncias orbitais dos
mergulhos K44(0) e K44(0):

I's
I's

{(50765274) , (7012367214) , (1032543056) , (4163)} e
{(50765274) , (7014) , (1032543056) , (4123672163)}

logo, ambos sao mergulhos da forma K474(é) — 3T = Ryg1010 = 3T < K474(@), com
particoes diferentes de R g g 10-

Observe ainda que R3 = (01236527) e R}, = (1032543056) sdo sequéncias que sat-
isfazem a Proposi¢io 3.2.3. Como w (R2) =1, w (R%) =1 e o (R%,) = 1, entdo R3 ¢
um emaranhado pontual de grau 1 e R%, é um emaranhado mizto de grau 2; logo, ema-
ranhados diferentes dos dois casos analisados anteriormente. Construindo os sistemas
de rotagdes parciais a partir de R2 e R2,, obtemos:

0 71 0 71 3 5
1 0 2 1 0 2 6
2 1 3 2 1 3 5 7
3 2 6 3 2 6 40
@g = 4 € 93710 = 4 5 3

5! 6 2 5) 6 2 40
6 3 5 6 3 51
7120 | 7120 |

Consequentemente, os sistemas de rotagoes possiveis de Kya, cujos mergulhos contém
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R% e R, sio dados por:

(713 5] (713 5] (71 3 5] (71 3 5]

0246 0246 0246 0246
1357 1357 1357 1357
o |26 40| 5 [2640] » |2640| . [2640
O ls 317 53179 5371 % 53071
6 2 40 6 2 40 6 240 6 240
3517 3517 3517 3517

(204 6 (206 4 (204 6 12 0 6 4|

Aplicando o Algoritmo 2.8.1, obtemos os respectivos conjuntos de sequéncias orbitais:

Po: = {(70123652),(1032543056), (5074), (2147634167)} ,
Po; = {(70123652),(1032543056), (5076341674) , (2147)},
Te: = {(70123652),(1032543056), (5074167214) , (2365)} ,
Te: = {(70123652),(1032543056) , (5076347214) , (7416)}

cujos merqgulhos correspondentes sao todos da mesma forma, ou seja:
2 _
K44(07) — 3T = Rag 10,10,

para todo 1 = 1,2,3,4. Portanto, um mergulho com particao diferente de R4 g10,10. Como
s existem as trés combinacgoes de tipos de regioes Rg e R4 distintas possiveis de compor
mergulhos de K, 4, estd provado a afirmagao do Lema 3.9.1. [

Apesar da demonstracao do Lema 3.9.1 ser feita usando somente um par de repre-
sentantes de regioes Rg e Ry para cada tipo de combinagao possivel, verificamos outros
casos, e como nao poderia ser diferente, foi obtido resultados andlogos.

Na verdade, d4 para concluir da demonstracao do Lema 3.9.1 que: todo mergulho de
K44 que contém as regioes Rg e Ry, s6 pode ser um mergulho da forma K, 4 — 37 =

R4810,10-
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APENDICE B

Final da Prova do Teorema 3.9.2

Usando as mesmas técnicas aplicadas na demonstracao do Teorema 3.9.2, serao apre-
sentadas as conclusoes das andlises dos trés casos RiR3,, RiR{, e R3R],, no sentido de
mostrar que estes emaranhados existem simultaneamente em mergulhos orientados do
grafo K, 4. Para isso, iremos dividir a anélise em trés afirmagoes.

Proposicao B.0.2 Nao eziste mergulhos orientados de K44 contendo emaranhados si-
multdneos dos tipos Ry de R3,

Demonstragao. Suponha que exista um mergulho de K44 com um emaranhado R,
mizto de grau 2. Sem perda de generalidade podemos supor que R3, = (1032543056)
(veja que @ (R3,) = 1 =0 (R3,)). Entdo, o sistema de rotagdo parcial de K4 contendo
R3, € da forma

0 1 35
1 6 0
2 3 5
O, =3 |02 | (ap1)
5 12 40 6
6 | 5 1
7 L -

Preenchendo a matriz © R3, €M (3.25), com todas as possibilidades possiveis de rotagoes
de K44 munido do rotulamento fizado na Figura 3.6.1, concluimos que as subsequéncias
da rotagao de cada vértice v; de Ky 4 que podem contribuirem para a formagao de um
emaranhado Ry de grau zero, deve ter necessariamente uma das formas de subsequéncias
de vértices sequintes

57,71,
02,24, 46, 04, 42, 26,
51,17,73,57,71,13,
26, 64,

w NN = O

235
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31,17,75,37, 71, 15,

40, 62,

13,37,75, 17,73, 35,

02,24, 46, 60, 26, 64, 40, 04, 42, 20, 06, 62

g O Ot

Observe que ao escrevermos 0 : 57,71, pelo Algoritmo 2.8.1, implicam que existem se-
quéncias orbitais de mergulhos de K44, que passam pelo vértice vy e que contém as
subsequéncias (507) e (701). As listas de pares sequintes tém os mesmo significado para
0s demais vértices do grafo completo Ky4. Suponha, entao, que o emaranhado seja da
forma RL = (507---); logo, todas as possibilidades para regides do tipo (507---), dado
que R3, seja uma regiao de um mergulho de K4, sio dadas pelo diagrama de drvore

=~

5——0——7——4—[? 6 —

D
W W JW U
D e~

O diagrama acima resulta nas sequintes sequéncias

vy (5072365 -+ ) 1y (5072367 - -+ ) 1y4 (507214 - - ) v, (50721634) 15 (5072167 - - ) 1y (50745 - ),
7 (50741634) ,vg (5074167 - - - ) 1y, (50741236) 1710 (5074127 - ) /vy, (507634 -+ ) vy, (50765 - - ) .

Todas as sequéncias actma sao de regioes de mergulhos de K44, g € 0 tinico emaranhado
de grau zero e as demais sao todas emaranhados do primeiro grau. Logo vy é o emara-
nhado do tipo procurado. No entanto, podemos verificar que, se Ry = (50741236---) é a
regido definida por 7y, entdo, o sistema parcial de rotagdo de K44 contendo a regiio R3,
e Ry nao existe. De fato, se existisse, a matriz de rotagdo implicaria em duas rotagoes
de K44 distintas da forma

5
4

_ 1 2
Ors, r, = = Og10 = e O =

B = A W N OO W
-1 o
W D~ B = N~

B =R W N OO W
CIEN BN e PN NGNS
D WD~ B~ N ]
B = A W N OO W
W D M o = R~

OOt OtO WO
DO O ke ot

O ot OtO WO

N O Ol W N~ O

OOt OtO WO

Pelo Algoritmo 2.8.1, a regiago Ry = (50741236 - - - ) nao seria um outro lado. De fato,
sdo regioes da forma Ray = (5074123652763472167014) em Og o e Ri4 = (50741236527014)
em ©2,,.
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Analisemos a existéncia Rg = (701---) de modo andlogo ao caso Rg = (507---).
Construindo do diagrama de drvore de todas as subsequéncias orbitais, geradas a par-
tir da subsequéncia (701---), contendo regides com pelo menos oito lados, obtemos o
sequinte diagrama

6—[5_2

0 qual s6 produz somente emaranhados de grau pelo menos iguais a um. Logo nao existe
um emaranhado Ry = (701---) de grau zero em mergulhos de Ky, contendo R3,.
Outro caso analisado, a existéncia de Rg = (012---), resulta no diagrama de drvore

5—2
3—6~|:
0—1—2{

o qual produz um tnico emaranhado de grau zero Ry = (01236745). Na constru¢do da
rotagdo parcial de Ky4 a partir de Rg e R3,, chegamos as mesmas conclusoes do caso
incial Ry = (50741236 --): de que R] = (01236745---) trata-se de uma sequéncia
de comprimento maior do que 8. De fato, se (01236745 --) fosse uma sequéncia de
comprimento 8, teriamos necessariamente o sequinte sistema de rotagoes parciais e suas
implicacoes

Oriory =

SO OO WO

B =R W N OO W

ENTEREN TN

1 _
= Og 19 =

SO OO WO

A=A W N OO W

O WO = O b ot

N~ O =1 = =]

ou @;10 =

SO OO WO

= R W NN OO W

N WO = O Db Ut

=JEN IoNIPN RINQES NN

Assim, as regides de O ,, e O2,, contendo a subsegiencia 012 seriam de comprimento
14, respectivamente dadas por

Ry4 = (01236745072147) e Ry4 = (01236745076527) .

O problema é encontrar uma sequéncia v de comprimento 8 que seja um emaranhado
de grau zero e que componha um sistema de rotagdo parcial com R3,. Como é um ema-
ranhado de grau zero, vy tem que passar obrigatoriamente por todos os vértices de K4
uma Unica vez; logo passa pelo vértice vi de Ky4. Pelo sistema de rotagoes parciais © R3,
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em (apl), v = (507---) é uma sequéncia de comprimento 8, o que é um absurdo supor
que existe um emaranhado Rg de grau zero. Logo, esta provado que nao hd mergulho de
Ky 4 contendo emaranhados simultdneos dos tipos Ry e R3,,. ]

A andlises um pouco prolongada na demonstracao da Proposicao B.0.2 deve-se ao
de ser uma primeira abordagem do problema da nao existéncia. Foi necessaria para
assimilarmos as conclusoes e adquirirmos a confianga para o desfecho da demonstracao.
Tal aprendizagem ird tornar as demonstracoes dos casos seguintes mais enxutas.

Observamos que os diagramas de drvores existentes neste apéndice sao construidos
vizando analisar a existéncia de emaranhado Rg. Por isso, a profundidade da &rvore
atingem, no maximo, comprimento 8. Além disso, o emaranhado precisa ser de grau
zero, entao a ramificagdo da drvore é truncada quando gera um elemento da sequéncia
aparece repetido pela primeira vez, pois, a subsequéncia proveniente nao poderia ser de
um emaranhado de grau zero.

Proposicao B.0.3 Nao existe mergulhos orientados de K44 contendo emaranhados si-
multdneos dos tipos R de Ri,.

Demonstracao. Suponhamos que existe um meruglho de K44 com um emaranhado
de grau zero, R}, e um emaranhado linear de grau 2, R},. A menos de rotulamento e
rotagoes ciclicas, podemos supor que Ri, = (0765416745). (Observe que (7,6) e (5,4)
sao lados duplos' de R}y, dai, o (R})) = 2). O sistema de rotagées parcial de Ky,
contendo Ri, é da forma

0[5 7
1|46
2
3

Ort, = 4 | 5 1 7
516 40
6 |75 1
7106 4 |

Preenchendo a matriz ©ps em (3.25), com todas as possibilidades possiveis de rotagoes
de K44 munido do rotulamento fizado na Figura 3.6.1, concluimos que as subsequéncias
da rotagao de cada vértice v; de Ky4 que podem contribuirem para a formagao de um
emaranhado RE de grau zero, deve ter necessariamente uma das formas de subsequéncias
de vértices dada por

71,13,35,73,31, 15

60,02, 24, 62, 20, 04
13,35,57,71,37,75,51, 15,53, 31, 17, 73,
02,24, 46, 60, 26, 64, 40, 04, 42, 20, 06, 62,
13,37,

B oW N~ O

'Um lado e = (i,5) de um emaranhado R, se diz um lado duplo quando dois lados da fronteira de R,
se interceptam totalmente, neste caso, a sequéncia orbital de R, é da forma~y = (,--- 4,5, , 4,4, ,)
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5 : 02,26,
6 : 53,31,
7 . 42.20.

Poderiamos analisar, como foi feito na conclusao da Proposi¢cdo B.0.2, somente um
caso, para concluir que nao existe merqulho de K, 4 com emaranhados simultdneos dos
tipos R e Ry, porém, com o intuito de verificar a validade do método do absurdo usado
na proposi¢ao anterior, analisaremos todas as subsequéncias que passam pelos vértices
V4, Vs, Vg € 7. E obvio que faltam verificar os 24 casos das subsequéncia dos vértices vy
e v3 € 08 12 casos dos vértices vy e vi. Ao todo sao 44 casos. Analisaremos somente 8
casos, que ja representa uma significante redugcao dos casos que teriamos que analisar.

1a) (143 --- 1 1 2a) (052 ... 0 0
U ) 0{5—2{3 A ) 1_[4—3 ~E2
1 7— 0 0 6 — 1
1—4—3 2{5—6—3 0—5—2 3{4—7—2
1 0
7T— 0 6 —1 —
6 — 1 3 T—0 ’
2
1b) (347 - 3 2b) (256 ---) 1
) (347 ) e B S
3— 4 —T7—2 3 2—5—6—3{2
5— 6 — 3 4—7—9
3 2
3a) (563 ---) 9 5 4a) (472 ---) 3 { 1
01 7— 0 1_[0{ 6— 1
5 4—??; — 4 5 — 2
2
T oL 1L
5— 6 —3 2 5 4—3 ollg—7—9 1 31 4 5 2 3
7—0—[}3{4 6—1—[8{5
0 1
1 0—
4—7—2{3{4 L5—6—3 2 5
5 4
3b) (361 ---) O{g—Q{é 4b) (270 -+-) _1{2_3 g
3—6—1{ 5— 6 7T—0||2—7—0— 2 6 — 1
2 3 1 —3~E4—7 0
T— 03} 6 — 1L

Figura B.0.1: Diagrama de arvores geradores de sequéncias orbitais de mergulhos de
K, 4 que fixam os trés primeiros elementos da sequéncia

Novamente, a estratégia se justifica porque, em um emaranhado Rg de grau zero,
este tem que passar obrigatériamente por todos os vértices, logo, pelos vértices vy, vs, Vg,
e vy. Se isto mao ocorre, a conclusdo é que nao existem mergulhos com este tipo de
emaranhados.

Na Figura B.0.1, relacionamos todos os diagramas de drvores geradores de sequéncias
que passam pelos vértices vy, Vs, Vg, € V7 da rotagao de Ky e que contém a sequéncia
R}, = (0765416745). Analisando todos as sequéncias orbitais que passam pelos vér-
tices v1, V2,3, € Vg da rotacao de Kaa dos diagramas da Figura B.0.1, verificamos que
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somente as sequéncias v, (56327014) e v, (56347210), vindas do diagrama 3a), e as
sequéncias 75 (47236105) e v, (47256301), vindas do diagrama 4a), poderiam ser ema-
ranhados de grau zero. Porém, os sistemas de rotagdes parciais de K44 contendo Ri,
estas sequéncias sao dados pelos sequintes sistemas (nos espagos em branco das matrizes
50 podem assumir valores que atendam os sitemas de rotagoes fixos de K44 adotados na
Subsegao 3.7.1):

5 71 57 1 057 1 0[5 7 3 1
46 0 46 2 0 11460 1146 0
3 7 71 217 3 217 5
6 2 6 4 3126 3160
Pl g [ s 137 Wy ls 1 7 |®y 5137
6 4 0 6 4 0 2 516 40 2 516 40 2
75 3 1 75 3 1 6 |75 31 6 |75 3 1
(06 4 2| (06 4 2| 7106 4 2| 7106 4 2|

mostram que estas sequéncias seriam da forma
v, (563270143 - - ), v, (5634721052 - - - ) , 4 (472361052 - - ) e 7, (4725630143 - - - ),

todas sequéncias de comprimentos maiores que 9, emranhados com graus diferentes de
zero, e portanto, nao poderiam ser emaranhados de 8 lados de grau zero, isto é, do tipo
RE; consequentemente, nao existe mergulho de Ky4 com emaranhados simultdneos dos
tipos RL e Riy, o que prova a nossa afirmagao. n

Verificado, na demonstracao da Proposicao B.0.3, que o método do absurdo aplicado
na demonstracao da Proposicao B.0.2 funciona, usaremos este método para simplificar
a demonstracao do tltimo caso de combinagoes de emaranhados.

Fica aqui a sugestao de realizar uma demonstragao computacional para este tipo de
problema. Para isto, evidentemente que temos que implementar uma algoritmo para
exaurir todas as possibilidades.

Proposicao B.0.4 Nao eziste mergulhos orientados de K44 contendo emaranhados si-
multdneos dos tipos RS e Ri,.

Demonstracao. Suponhamos que existe um meruglho de K44 com um emaranhado
pontual de grau 2, R3, e um emaranhado linear de grau 1, R},. A menos de rotulamento
e rotagdes ciclicas, podemos supor que Ri, = (0567214763). (Observe que (6,7) é um
lado duplo de R}y, dat, o (R},) = 1). O sistema de rotacdes parcial de K4 contendo
R}, é da forma

035 ]

1|2 4

2 171

3160
Om,= 4 |1 7

5106

6 |5 7 3

7162 4
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Preenchendo a matriz © Ri, €M (3.25), com todas as possibilidades possiveis de rotagoes
de K44 munido do rotulamento fizado na Figura 3.6.1, concluimos que as subsequénicias
da rotagao de cada vértice v; de Ky 4 que podem contribuirem para a formagao de um
emaranhado Ry de grau zero, deve ter necessariamente uma das formas de subsequéncias
de vértices dada pelos sequintes pares de sequéncias

51,17,73,57,71,13,
40, 06, 62, 46, 60, 02,
13,35,57, 15, 53, 37,
02,24, 46, 04, 42, 26,
73,35,51, 75,53, 31,
62, 24, 40, 64, 42, 20,
31,15,

20, 04.

N O Ot s W NN = O

Se existe um emaranhado RS que passa pelo vértice vg ele deve assumir necessariamante
uma das formas dada pelo diagrama de drvore da Figura B.0.2. Analisando todas as
sequéncias, é

3
|
6
|
1
[ : 1
0 2
[ I 1 [ I 1
3 7 3 5
2 4 4 4 6 0
L I L 1 l_l_l l_l_l | l_l_l
1

T 1
5 7 1 5 3 ) 1
| ] ] ] ] ]
T 1 T 1 T 1 T 1 T 1
04 0 0602 2602060202 26 0 6 2 6
~~ — — TN TN N TN N N N TN N N N TN N /N — TN TN N TN
W W w W W W w0 W [0 W W w
S O (@) (@) (@) (@) (@) S O
= = = S e S e S e S e S e S e S e S S G T o T~ S = O = = oS~ S~ G
(an i an) ] O O O O O O O O NN DN DN N DD DN [\) N N DN DN
X X XD W R W P 9 99 J W WwWwW W ww awm [N [SL NS SIS G
N DN N O T R I~ S S S O S o) o) e R ) S N
(S 3 = = Ot ot W R 1 S e S S S 5 B s — N | W W
S N (== (=] (=] DO N O
S~— N— N— S— N N N N N S N N N~— S— N— N N N

Figura B.0.2: Diagrama de drvore de seqliencias que passam pelo vértice vg de /44

facil concluir que as tunicas que podem ser um emaranhado pontual de grau 2 sdo as
sequéncias
v, = (36123410) e v, = (36123610) . (ap2)
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Veja, por exemplo, que: (36125432) é um emaranhado pontual de grau 2, mas ndao atende
a condi¢io da Proposicao 3.2.3; (36125012) também é um emaranhado pontual de grau
2, mas de um mergulho nao orientdvel. As demais sequéncias da Figura B.0.2, ou nao
sao emranhados pontuais de grau 2, ou pertencem a um mergulo nao orientdvel. Bem,
determinemos, entdo, as rotagoes parciais de Ky, contendo R}, = (0567214763) e uma
das sequéncias em (ap2):

035 1 03 5
112406 1124 6
21713 2 171 3
3160 2 4 3160 2
Omen =4 |17 3| ©O%%m= 4|1 7
5106 510 6
6 |57 31 6 |5 7 31
7162 4 7162 4

Neste caso, as sequéncias 7y, € v, Seriam necessariamente das formas
v, = (36123410325 --) e v, = (361236170)

onde vy, € uma sequéncia de comprimento maior que e Y, nao pode, SEQUET, COMPOT UM
sistema de rotagoes de K,4 juntamente com R},. Em ambos os casos, conclimos que
ndo existem mergulhos de Ky, contendo emaranhados simultdneos dos tipos RS e R},.
|



APENDICE C

Modulacoes com Duas Componentes de Bordos

Na Subsegao 5.7.3 foram apresentadas trés modulacoes distintas com duas componentes
de bordos provenientes do mergulho K44 (aEAEcRCe) — 2T = 5R4Ry2. Existiriam
outras? Mostraremos neste apéndice que sim.

Faltou investigar na Subsecao 5.7.3 os dois 1iltimos casos, além destes, iremos analisar
mais dois casos:

4%) v3 e vy, pois degv; = degvys = 4 e ambos apresentam 2 muiltiplas ligagoes;
5%) v3 e vs, pois degvs = deg vs e ambos apresentam muiltiplas ligagdes diatintas;
6%) vy e vy, pois deg vy = degvs, vy apresenta dupla ligagao e vy, nao;

7*) vy € vz, pois deg v3 = deg vs e ambos apresentam duplas ligagoes;

Para sermos mais precisos, as quatro opgoes correspondem as seguintes modulacoes
de K, 4 sobre o bitoro com duas componentes de bordos

4° 4—QAMS . K44 G,EAECRCQ

)

) ( — 2Ty = 3Ry R12 = 5R4 R0\ { R}, Ry},
5%) 4-QAMS : Ky4(aEAEcRCe

) (

) (

— 215 = 4Ry = 5RyRix\ { R}, RY, }
— 215 = 3Ry Ri» = 5R4R15\ { R}, Ry},
— 2T2 = 3R4R12 = 5R4R12\ {R27 RZ} ’

6%) 4-QAMS : Ky4u(aEAEcRCe
7) 4-QAMS : Kyy(aEAEcRCe

— N N

)
)

De imediato vemos que somente a 5%) modulagao é regular, as demais sao irregulares,
e portanto espera-se que a 5%) modulagao apresente o melhor desempenho dentre as
quatros.

Analisando a probabilidade de transi¢oes dos canais equiprovaveis, esperamos ainda
as eficiéncias das quatro modulagoes satisfacam a seguinte relagao de desigualdades

o1 < €34 = €35 < €03- (Ap41)

Se estas relagoes foram satisfeitas diremos que a férmula utilizada para calcular a eficién-
cia estd coerente com o nosso prognostico prévio. Com o intuito de verificar a relacao
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(a) Dual K}j(aEAECFCe)

'
Vo
70
27 ,
.
76 !
V '
\/'
1
Vo

1
(d) Dual K_fi(aEAECFCe)

(j) Dual KEZ(aEAEcFCe) (k) Canal associado Cg% (1) Canal equiprovavel Cgfg

Figura C.0.1: Grafos correspondentes aos duais, canais associados e canais equiprovaveis
de modulagoes em superficies com duas componentes de bordo
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de desigualdades Ap4.1, calculemos as matrizes de probabilidades dos respectivos
canais equiprovaveis da Figura C.0.1. Estas sao dadas por

Tl o1 1 29 Tl 1 1 17
20 20 20 20 12 12 12
1 1 g L 1 1 g 1
M _ 20 20 20 Mar = 12 12 12
34 — 1 0 1 1 ) 35 — 1 0 1 1 )
20 20 20 12 12 12
2 1 1 5 o L L1 1
L 20 20 20 20 A L 12 12 12 4
rl 1 1 19 Tl g L1 117
22 22 22 22 20 20 20
1L 1 9 2 0 L L1 1
M. _ 22 22 22 Moa = 20 20 20
o= 1L g L 2 [ =11 1 1 2
22 22 22 20 20 20 20
1 2 2 5 1 1 2 5
L 22 22 22 22 A L 20 20 20 20 -

Aplicando a férmula da probabilidade média (4.8a) resulta que

n(p(s;]si)=0)
D icj Mij + pn(ij\si) _ 14

1,2
% 36 0.0825,

m3s = k
> h 10
Py + M0 g 1
Mgy = Jzk h< ls) 110 16 = 0.091667,
h=1
>y =0 5 4o
Moy = <J jZk h( j1si) _ 2120 16 _ 0080682,
h=1
oo Zik™i T TGk Mmoo
03 — Zk‘ h o 10 o '
h=1

Finalmente, pela férmula (4.2), as medidas das eficiénica das modulagao 4-QAMS’s
da Figura C.0.1 sao dadas por
1
€34 = ma3€qy = 0.0825 - 5 (3log 4 + log 12) = 0.274 06,
e35 = masqs = 0.091667 - 41og4 = 0.508 31,

1
e = Moo = 0.080682- 5 (3log4 + log 12) = 0.268 02,
1
o3 — m03§03 = 0.0825 - 5 (3 log4 + lOg 12) =0.274 06,

consequentemente, temos a seguinte relagao de desigualdades
€01 < €34 < €35 = €03,

e portanto, a mesma relacado de ordem esperada (Ap4.1) prognosticada anteriormente.
Concluimos entao que as trés modulagoes €¢1, €34 € €35 apresentam desempenhos dife-
rentes. Para saber se exite alguma destas modulagoes cujos desempenhos sao diferentes
das trés modulagoes distintas identificadas na Subesecao 5.7.3, devemos calcular as efi-
ciencias de 4-QAMS,,, 4-QAMS,; e 4-QAMS,; aplicando as mesmas férmulas usadas
nos calculos das modulagoes 4-QAMS,;, 4-QAMS,, e 4-QAMS;; .
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Utilizando as matrizes de probabilidades dos canais equiprovaveis das modulacoes 4-
QAMS,,, 4-QAMS,; e 4-QAMS,;, estabelecidas na Subse¢ao 5.7.3, obtemos as seguintes
probabilidades médias dos canais equiprovaveis das modulagoes 4-QAMS,,, 4-QAMS,;
e 4-QAMS,;:

14542
= — 2016 _ (1075
mi2 10 )
155+ 2
mi3 = —2—16 —(.080682,
10
7.1 + 6
= —10_16 _(1075.
mMo1 10

Aplicando agora a férmula (4.2) , as medidas das eficiénica das modulagao 4-QAMS’s da
Figura 5.7.3 sao dadas por

1
12 = m12€12 =0.1075 - 5 (3 10g4 + log 12) = 0, 332 19,

1
eis = miabiy = 0080682 o (3log4 + log 12) = 0,23728,
15 = muséys = 0.1075 (4log4) = 0.596 110.

Comparando as eficiéncias das modulagoes da Figura 5.7.3 com as modulagoes da Figura
C.0.1, concluimos que as mesmas estao relacionadas através da seguinte relacao de ordem

€13 < €p1 < €34 = €p3 < €12 < €35 < €12,

consequentemente, foi identificado 6 modulagoes distintas para constelacoes de 4 sinais,
vindas de mergulhos do grafo completo K44, sobre o bitoro com duas componentes de
bordo, a saber:

4- QAMS 5, 4- QAMS,,, 4- QAMS,,, 4- QAMS,, 4&- QAMS,; e 4- QAMS;; .

Existiriam outras modulagoes? S6 saberfamos responder esta questao com absoluta
seguranga, caso nos aprofundemos nas andlises dos isomorfismos dos grafos dos canais
equiprovaveis, questao nao explorada neste trabalho. Fica aqui entao mais uma sugestao
para os futuros trabalhos.
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