UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO SEMIARIDO
UNIVERSIDADE DO ESTADO DO RIO GRANDE DO NORTE
MESTRADO EM CIENCIA DA COMPUTACAO

FRANCISCO LEONARDO COSTA

PROJETO E ANALISE DE MODULACOES QAMS
SOBRE O TORO VIA GEOMETRIA DIFERENCIAL.

MOSSORO - RN
2011



FRANCISCO LEONARDO COSTA

PROJETO E ANALISE DE MODULACOES QAMS
SOBRE O TORO VIA GEOMETRIA DIFERENCIAL.

Dissertagdo apresentada ao Mestrado de Ciéncia da
Computagdo — associacdo ampla entre a Universidade do
Estado do Rio Grande do Norte e a Universidade Federal
Rural do Semidrido, para a obten¢ao do titulo de Mestre
em Ciéncia da Computacao.

Orientador: Prof. Dr. Jodo de Deus Lima — UERN.

MOSSORO - RN
2011



Catalogacéo da Publicacéo na Fonte.

Costa, Francisco Lebnardo.
Projeto e andlise de modulagcbes QAMS sobre o toro via geometria
diferencial. / Francisco Le6nardo Costa - Mossor6, RN, 2011

132f.
Orientador(a): Prof . Dr. Jodo de Deus Lima

Dissertagdo (Mestre) -.Universidade Estadual do Rio Grande do Norte./
Universidade Federal Rural do Semiarido. Departamento de Engenharia da
computacéo.

1. Sistema - Modula¢&o- Monografia. 2. Modulagéo toroidal - Monografia.
3. Mergulho de grafo - Monografia. I. Lima, Jodo de Deus.ll. Universidade
Estadual do Rio Grande do Norte. Ill. Universidade Federal Rural do
Semiarido. IV. Titulo

UERN/BC CDD 004.6

Bibliotecario: Sebastido Lopes Galvao Neto CRB 15/ 486




Projeto e Analise de Modulagoes QAMS
Sobre o Toro Via Geometria Diferencial

Francisco Letnardo Costa

Dissertacao de Mestrado apresentada em 20 de Junho de 2011

x)ﬂ ’\/f\n /\) é/n/\/\

Prof. Dr. Jan de Deus lea (Orlentador) .............................. DME/UERN

%\l@\ﬁ L’*M)m\b\n Locot&u_To
Prof. Dr. Rodrlgo Gusmao Cavalcante .............cooviiiiiiniinninn..., DEE/IFBA

Prof. Dr. Walter Martins Rodrigues ..........................elL DME/UFERSA

/P///////

Prof. Dr. \Har d Tvan A4{gulo Bustos........coooiiiiiii DI/UERN




DEDICATORIA

Aos meus queridos sobrinhos Juvéncio Neto,
Alison Kawai, Aylla Kawanny, Rhyanderson
Felipe e Avila Kaylanny.



AGRADECIMENTOS

Grandes foram as lutas, maiores as vitdrias. Sempre estiveste comigo. Muitas
vezes pensei que este momento nunca chegaria, queria recuar, no entanto, Tu sempre
estavas presente, fazendo da derrota uma vitoria, da fraqueza uma for¢a. Com a Tua
ajuda venci. A emocao é forte. Nao cheguei ao fim, mas ao inicio de outra caminhada.
Por isso gostaria de dizer muito obrigado Meu Deus.

A vocés que devemos tudo o que somos hoje. Nos ensinamentos da vida, foram
mestres. Na minha caminhada, ensinaram a agir com dignidade, honestidade e
respeito. Como licao, aprendi ainda a ser responsavel e humano. Com seus exemplos,
aprendi a ser perseverante e justo. Com carinho, dedicag¢do e amor, cresci e amadureci.
Dificuldades foram ultrapassadas, vitérias foram ultrapassadas e alegrias divididas.
Acreditaram em mim e hoje sou fruto dessa confianca. Uma etapa foi cumprida e uma
nova fase se inicia. Futuras realizagdes estdo por vir. Neste instante gostaria de parar e
agradecer aos meus pais Josa Costa e Francisca Maria “Dona Néga”, aos meus irmaos
José Luciano, José Lucinaldo, Ana Kaliane e Ana Juciane. Em especial, gostaria de
agradecer também a minha noiva e futura esposa Alciene Pereira pela compreensao
que tem tido comigo e, principalmente, pela ajuda que tem dado a mim sem questionar
as situacoes, por ter sofrido comigo nos momentos de angustia e por me dar forcas
para superar as dificuldades, “esse longo caminho percorrido lado a lado, nos bons e
maus momentos, faz de nds dois um ser unificado pelos mais profundos e eternos
sentimentos”. A José Lopes “Zé Neto” e Rita Rivonete “Dona Teté” somente Deus €
capaz de recompensar o que fizeram por mim. Todos voc€s me fazem sentir especial e
me ddo coragem para continuar enfrentando os obstaculos da vida.

Virios foram os momentos em que passamos juntos. Muitas vezes estava
apreensivo para ir embora, outrora louco para ouvir um pouco mais de suas sdbias
palavras. Houve momentos em que deixavam de ser professores e passavam a ser
amigos e até mesmo pais. A vocés agradecemos ndo s6 a aprendizagem tedrica, mas o
prazer de té-los comigo. Nada do que possamos dizer traduzird a importancia de vocés
nessa vitdria, muito obrigado meus professores por tudo. Em especial gostaria de
agradecer a Dr. Jodo de Deus Lima pelo apoio incondicional dado em minha carreira
académica e por tornar possivel o0 meu sonho de mestre, muito obrigado.

Gostaria de agradecer aos membros da banca Rodrigo, Walter, Harold e a
todos que compdem a coordenacido do Mestrado Ciéncia da Computagdo da UERN e
UFERSA pelas orientacdes direcionadas ao mestrado.

A CAPES, pelo respaldo financeiro e apoio irrestrito durante todo o periodo
do mestrado.

Aos colegas da segunda turma do Mestrado de Ciéncia da Computacdo -
UERN/UFERSA.



RESUMO

Um sistema de transmissd@o de dados, denominado de sistema integrado foi sugerido por
Lima-Palazzo [17]. Neste, a codificacdo, modulacdo e canal sdo projetados de forma
dependentes sobre uma variedade Riemanniana bidimensional. Posteriormente, este sistema
foi aperfeicoado por Lima-Lima-Matias ([23], [25]), onde chegou-se a conclusdo de que
coddigos e modulacdes podem ser associadas a canais discretos sem memoria e estes
construidos em variedades Riemannianas topoldgicas, utilizando a técnica de mergulho de
grafos. Apesar do problema da modulacdo ter sido resolvido do ponto de vista algébrico, as
construgdes geométricas encontram-se ainda no plano topoldgico. Neste trabalho
mostraremos que € possivel realizar o projeto via geometria diferencial ou de Riemann.
Usando um exemplo de modulacdo toroidal uniforme identificado por Lima-Lima [23],
provaremos que este modelo pode ser realizado sobre o toro como uma modulagdo do tipo
geometricamente uniforme ou ndo, utilizando a geometria diferencial. Neste trabalho serdo
analisados varios projetos de modulagdes toroidais. Um dos objetivos € verificar se é possivel
construir o modelo de modulagdo geometricamente uniforme sobre essa superficie. Além
disso, iremos verificar se uma modulacio de um sistema integrado precisa ser
necessariamente uniforme para ter um bom desempenho. Caso seja comprovada a
possibilidade da constru¢do da modulagdo ndo uniformemente geométrica, e o bom
desempenho dessa, qualquer mergulho de grafo poderd ser utilizado para projetos de duas
modulagdes de um sistema integrado.

Palavras-Chave: modulagdo toroidal, mergulho de grafo, superficie parametrizada, modulagdo
toroidal sobre geodésica maxima, modulacdo toroidal por curvas paralelas.



ABSTRACT

A data transmission system named as integrated system has been suggested by Lima-Palazzo
[17]. At this, the coding, modulation and channel are designed on dependent forms over a
two-dimensional Riemannian manifold. Thereafter, this system has been improved by Lima-
Lima-Matias ([23], [25]), which has been concluded that codes and modulations can be
associated to discrete channels without memory, and these were constructed in topological
Riemannian's manifold using the technique of graph embeddings. In spite of the modulation
problem have been solved from the algebraical point of view, geometric constructions are still
in the topological plan. In this work, we will show that it is possible to carry out the project by
means of differential geometry or Riemann. Using an example of uniform toroidal modulation
identified by Lima-Lima [23], we will prove that this model can be performed on the torus as
a modulation of the geometrically uniform type or not, using the differential geometry. In this
work, it will be analyzed too many toroidal modulation projects. One of the goals is to verify
if the modulation geometrically uniform does exist over that surface. In addition, we will
verify if the modulation of an integrated system needs to be necessarily uniform to have a
good performance. In case of be proved the possibility construction of the non uniformly
geometric modulation, and its good performance, any embedding of graph could be used for
projects of two modulations in an integrated system.

Keywords: toroidal modulations, embedding graph, parametric surface, toroidal modulations
on max geodesic, toroidal modulations by parallel curves.
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Capitulo

Introducao

Este capitulo apresenta o histérico do problema que deu origem a este trabalho, a

definicao da proposta, as contribuicoes e a organizacao.

1.1 Contextualizacao

Com o objetivo de obter um sistema de transmissao de dados mais eficiente do que
os usuais, Lima-Palazzo [17] propuseram um sistema no qual os principais blocos codifi-
cagao, modulacao e canal fossem projetados de forma dependente de modo que haja um
casamento entre eles. Posteriormente, Lima-Lima [23] o aperfeicoaram e o denominaram
de sistema integrado. O diagrama de blocos tipico de sistema de comunicacao digital

integrado é apresentado na Figura 1.1.1.

Sistema Integrado

:
u ! . v s(t) P
Fonte —> Codificador : »  Modulador o
5 | ‘ .
! i n(t)— Canal b
i ! AWGN P
i i Demodulacao r(t) E i
: : B
R a | - L Quantizador | "\ Detector de | i
Destinatédrio | i Decodificador [« i de nivel Q /— Filtro i i
| | ||
i

Figura 1.1.1: Diagrama de blocos de um sistema integrado.
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As ideias bésicas para estabelecer as defini¢oes do sistema integrado foram intro-
duzidas por Lima-Lima [23]. Neste trabalho, serd proposta, uma modulagdo QAMS
(do inglés Quadrature Amplitude Modulations on Surface - Modulagdo em Amplitude e
Quadratura sobre a Superficie), um cédigo linear corretor de erros C' definido a partir do
grupo de homologia da superficie e definido um canal associado as estruturas de QAMS
e C. No entanto, os componentes do sistema integrado, codificacao, modulagao e canal,
s6 foram definidos definitivamente por Lima em ([15], [16]), o qual apresentou exemplos
de projetos geométricos de modulagao com padroes do sistema integrado, mostrando que
este tipo de modulacao pode ser realizado sobre qualquer tipo de variedade Riemanniana:
orientdvel, nao-orientavel, com ou sem bordos.

Apesar do projeto de modulacao para o sistema integrado ja ter sido estabelecido
por Lima ([15], [16]), devemos saber que estes ainda encontram-se a nivel de projetos
topoldgicos e de identificacao algébrica. O projeto final, aquele que ird ser aplicado, de
fato, em um sistema de transmissao de dados, tem que ser realizado a nivel de geometria

diferencial ou da geometria de Riemann, problema este que serd abordado neste trabalho.

1.2 Proposta da Pesquisa

O objetivo deste trabalho é verificar a possibilidade de projetar um modulagao 5-
QAMS sobre o toro, independente desta ser uniforme ou nao. Apesar do modelo utilizado
ser geometricamente uniforme do ponto de vista da topologia, pois trata-se de um projeto
de mergulho sobre o toro com 5 regioes, todas de 4 lados, a realizacao desse projeto
sobre os modelos planar e espacial nao se apresenta na forma uniforme. Como modificar
estes modelos de maneira que os mesmos sejam uniformes, seja no modelo planar ou
espacial, é o principal objetivo deste trabalho. Se conseguirmos este objetivo, este é
o caso 6timo. Porém a realizagdo de um projeto de uma modulacao QAMS vinda de
um mergulho qualquer de um grafo GG sobre um superficie {2 trata-se de uma grande
contribuicao, porque ampliaria o universo dos espacos de modulacoes para as variedades
Riemannianas. Com isto, todo projeto de modulacao seria visto como um projeto sobre
uma variedade Riemanniana, e poderfamos usufruir de todo o manancial matemético
disponibilizado por esta drea do conhecimento.

Se existir uma modulacao mais eficiente do que as utilizadas na atualidade, provavel-
mente esta deverd se encontrar sobre um espago métrico ainda nao devidamente utilizado,
como por exemplo, uma variedade Riemanniana, ji que este é o espago mais geral que
contém todos os espacos métricos conhecidos, pelo menos do ponto de vista topoldgico.

Sob o ponto de vista do exposto acima, o propdsito deste trabalho serd projetar

uma modulacao sobre a superficie de um toro, utilizando as ferramentas da geometria
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diferencial, conforme as condigoes estabelecidas pelo seguinte problema.

Problema 1.2.1 Dado um mergulho topolégico de um grafo G sobre uma superficie €2,
G—Q=U R, (1.1)

onde Uf;lRfli é a particao sobre Q) em k regides de 2-células e R., ¢ a i-ésima regido com
a;-lados. Se 11, e II. sao os modelos planar e espacial, respectivamente dos mergulhos
topoldgicos de G sobre ) correspondente a (1.1), entao projetar, utilizando a equa¢do
paramétrica da superficie 2, uma modulacao k-QAMS para uma constelacao de k sinais
sobre ). Caso (1.1) seja uniforme, projetar a modulagdo para uma constela¢io de sinais

do tipo geometricamente uniforme.

No projeto de uma modulacao que atenda as condi¢oes do Problema 1.2.1, é essencial
que se disponha dos modelos topoldgicos planar e espacial de mergulho. Construir um
modelo de modulacao sobre o toro de nada adiantaria, para o processo de calculo de area
e regioes de decisoes de sinais, se nao conhecéssemos precisamente as curvas que definem
as fronteiras da regiao de decisao de cada sinal da constelacao. Portanto, é impossivel
realizar o projeto da modulagao que estamos propondo sem o conhecimento do mergulho
topolégico planar. Por essa razao, serd utilizado para neste trabalho, um raro exemplo

de mergulho minimo do grafo completo K5 encontrado por Lima-Lima [23].

1.3 Contribuicoes da Proposta

Foram realizados vérios projetos de modulagao utilizando um mesmo mergulho de

grafo. Apds andlises dos projetos esperamos contribuir com as seguintes propostas:

e Eistabelecer critérios de distribuicao de vértices e lados do grafo GG sobre o modelo
planar do mergulho de modo a obter o projeto de modulacao QAMS que mais
se adequa as caracteristicas da particao do mergulho, no sentido de distribuir as
regioes em &dreas proporcionais ao nimero de lados da regiao. Por exemplo, se o
mergulho é da forma G — Q = RyRsR10, entao devemos particionar {2 em trés
regioes de forma que as dreas de Ry, Rg € Ryg sobre €2 corresponda a 20%, 30% e

50%, respectivamente.

e Desenvolvimento de algoritmos que simulam os projetos de modulacoes propostas
fornecendo informagoes precisas sobre os seus desempenhos em relagao ao célculo
da probabilidade de erro.
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e Propostas de modulagoes uniformes sobre o toro e ferramentas matematicas de

andlises de eficiéncia do célculo da probabilidade de erro.

e Fornecer um exemplo de espago de sinais geometricamente uniforme sobre uma

superficie vindo do mergulho de 2-células de um grafo.

1.4 Organizacao da Proposta

A organizacao deste trabalho e as atividades desenvolvidas sao descritas a seguir.

Na Introdugao, o Capitulo 1, apresentamos uma descrigao do sistema integrado, no
qual estd inserido o contexto deste trabalho, definimos a proposta da pesquisa na forma
do Problema 1.2.1, e enumeramos as principais contribuicoes.

No Capitulo 2 é apresentado uma descricao breve de um sistema de transmissao de
dados focando os blocos modulador e demodulador e inserimos as principais defini¢oes,
conceitos e resultados usados neste trabalho, sobre teoria dos grafos, mergulho de grafos,
modulagao QAMS e superficie parametrizada.

Projetos de modulagoes QAMS’s sobre o toro sao introduzidos no Capitulo 3, uti-
lizando uma parametrizacao regular do todo, onde sao estimadas as dreas das regioes
de decisao de QAMS nos modelos planar e espacial, no sentido de analisar a existéncia
de modulagoes 5-QAMS do toro para constelagoes de sinais do tipo geometricamente
uniforme.

As simulacoes das modulagoes QAMS’s construidas no capitulo anterior sao imple-
mentadas no Capitulo 4 e analisadas os seus desempenhos.

No Capitulo 5 sao propostos projetos de modulagoes QAMS’s sobre o toro, para
constelagoes de sinais do tipo geometricamente uniforme, analisadas os seus desempenhos
visando estabelecer os limitantes nos quais uma das modulacoes é mais eficiente do que a
outra, quando estas sao comparadas em termos de probabilidades de erros de transmissao
de sinais.

As conclusoes e propostas para trabalhos futuros sao estabelecidas no Capitulo 6.

No Apéndice A, apresentamos os calculos de drea das regioes de decisao de duas
modulagoes 5-QAMS, sendo uma delas formada por regioes de dreas diferentes e a outra
com regioes de dreas iguais.

As coordenadas dos sinais e raio das esferas as quais constituem as regices de decisao
das modulagoes do Apéndice A, sao apresentadas no Apéndice B.

O Apéndice C contém as coordenadas e raios das regioes de decisao de um projeto

de modulacao de decisao suave.



Capitulo

Fundamentos/Conceitos Bésicos

O projeto topoldgico de uma modulagao QAMS é obtido através de mergulhos de grafos
sobre uma superficie {2. Neste capitulo, relacionaremos os principais conceitos, definicoes
e resultados utilizados neste trabalho, sobre geometria diferencial, sistema de comuni-

cagoes, grafos, superficies, mergulho de grafos e modulacao QAMS.

2.1 Sistemas de Comunicacao

As principais defini¢goes do sistema de transmissao de dados inclusas nesta secao
podem ser encontradas em [7].

Um sistema de transmissao de dados conecta uma fonte discreta que, pode ser uma
pessoa ou uma méquina a um destinatdrio por meio de um canal, como por exemplo,
uma fibra 6ptica, dispositivos de armazenamento, um cabo coaxial, o espaco, etc.

Visto que este é formado por uma sequéncia u = (uy, ug, ..., uy) de simbolos da fonte
s = {80,581, ** ,Sm_1}, de forma que u; é escolhido aleatoriamente dentre os possiveis
elementos do conjunto s.

Um modelo de um sistema de transmissao de dados é formado pelos seguintes blocos:
fonte de dados, o codificador de fonte e canal, modulador e demodulador, o decodificador
de fonte e canal e o receptor de dados.

A fonte de dados pode ser continua ou discreta, no nosso caso a fonte é discreta, ou
seja, uma fonte digital, composta por informagoes ou dados, cuja saida é uma sequéncia
de simbolos.

Os dados emitidos por este sistema de comunicacao a partir da fonte sao, a principio,
processados pelo bloco codificador de fonte, que tem a funcao de representé-los de forma
mais compacta, excluindo a redundéncia, transformando-a em uma sequéncia de simbo-

los chamada de sequéncia de informagao u. A sequéncia u é enviada para o codificador
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de canal o qual introduz redundéancia, transformando-a em uma sequéncia de nimero
de bits denominado palavra-cddigo v. O simbolo v é exibido através de digitos bindrios,
quando h&d uma sinalizacao bindria e por digitos do alfabeto ¢-drio, para q > 2.

O bloco modulador tem a fungao de selecionar, para cada simbolo da palavra-cddigo,
uma forma de onda de duragao T'-segundos, ou seja, transformar cada simbolo em um
sinal analdgico.

No canal é introduzido ruido, sendo que o ruido Gaussiano branco aditivo (AWGN
- do inglés Additive White Gaussian Noise) ¢ a forma mais comum.

O bloco demodulador deve produzir a melhor estimativa na saida correspondente ao
sinal recebido, e este deve ser um dos nimeros reais ou simbolos anteriormente sele-
cionados. Para otimizar a funcao do demodulador faz-se necessério a introducao de um
filtro ou detector de correlagdo, acompanhado por um dispositivo que auxilia a tomada
de decisao.

Na saida do demodulador existe um quantizador que tem a funcao de transformar
um sinal analégico em um sinal digital, de modo que este procedimento melhore o
desempenho do sistema de transmissao de dados.

O decodificador &€ composto pelo decodificador de canal, que tem o objetivo de trans-
formar a sequéncia recebida r em uma sequéncia 4, chamada de sequéncia estimada,
uma vez que u é a estimativa da sequénca de informacao de u, composto também pelo
decodificador de fonte, cuja funcao é transformar a sequéncia 4 em uma sequéncia esti-
mada do mesmo tipo da saida da fonte, e por fim, enviar a informacao ao seu receptor
de dados, ou seja, ao seu destinatdrio. A Figura 2.1.1 mostra o diagrama de blocos do

sistema de transmissao de dados.

Canal Discreto sem Memdria - (DMCO)

u _ 'y s(t) |

Fonte »  (Codificador : »  Modulador !

i ‘ |

i nt)—> Canal i

i AWGN |

i Demodulagio r(t)

Destinatazio -« u Docodificador |« i‘Af Quantizador | "\ ﬁ_ Detector de i
HHATO 12 o i de nivel () Filtro i

_____________________________________________________

Figura 2.1.1: Diagrama de blocos de um sistema de comunicagao.
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H& dois modos de transmissao de dados através do sistema: cada digito da fonte
de saida é enviando um apds o outro, ou N-digitos na saida da fonte sao agrupados
formando uma sequéncia de u para ser enviada, de maneira que nenhum digito enviando
dependa de outro enviado anteriormente. Estes dois modos, juntamente com o sistema

de filtro e o quantizador de ()-niveis constituem o DMC.

2.2 Geometria Diferencial

O projeto de modulacao proposto neste trabalho sera realizado a nivel de geometria
diferencial [2]. A seguir apresentamos as principais defini¢oes e propriedade que serao
utilizadas neste trabalho .

Definicao 2.2.1 Um subconjunto S C R3 é uma superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacio x : U — V N S de um aberto U
de R? sobre VNS C R3 tal que

1. x é diferencidvel. Isto significa que se escrevermos

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U (2.1)

as fungoes x(u,v),y(u,v), z(u,v) tém derivadas parciais de todas as ordens de U.

2. x é um homeomorfismo. Como x é continua pela condicao 1, isto significa que x tem

inversa X"t : VNS — U que é continua.
3. (condigdo de regularidade) Para todo q € U, a diferencial dx,, : R? — R3 ¢ injetiva.

A aplicac@o y é chamada de parametrizacdo ou um sistema de coordenadas (locais)
em (uma vizinhanga de) p. A vizinhanca V' NS de p em S é chamada de vizinhan¢a

coordenada.

Definicao 2.2.2 Uma superficie parametrizada y : U C R? — R?® é uma aplicagdo

diferencidvel x de um conjunto aberto U C R? em R3. O conjunto x (U) C R3? ¢é

z z

chamado o trago de x. A aplicagdo x ¢é regular se a diferencidvel dx, : R? — R3 ¢

injetiva para todo ¢ € U (i. e. os vetores 9x X G0 linearmente independentes para

du’ dv
todo q € U ).

A equacao de uma superficie parametrizada é dada como mostrada na igualdade
(2.1).
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Seja x(u,v) a parametrizacgao de uma superficie S. A primeira forma fundamental
de S é dada por

E:Xu'X'uJF:Xu'XveG:XU'Xv? (22)
onde

) )
Xu = @X(u, v)ex, = %X(% v)

sao as derivadas parciais de y nas diregoes dos vetores u e v, respectivamente, e - denota
o produto escalar usual.

A primeira forma fundamental da superficie permite calcular a drea de uma superficie
parametrizada. Para isso, seja x(u,v) uma superficie parametrizada. A drea de x(u,v)

é dada por

AX(U) = // vV EG — F2dvdu. (23)
U

Outra aplicagao de interesse da primeira forma fundamental nesse trabalho é o célculo

da drea de uma regiao R contida em uma superficie S.

Proposigao 2.2.3 Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie reqular, contida
em uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacao x : U C R? — S. O nimero

positivo

[ b ol dudo = A(R), 2.4)
Q
onde, Q@ = x"*(R) e |x, X X,| = VEG — F? é chamado drea de R.

As equagoes (2.3) e (2.4) permitird verificar a distribuigdo das dreas das regioes de
decisao da modulagao QAMS.

2.2.1 Swuperficie toro

Todas as modulagoes introduzidas e analisadas neste trabalho serao construidas sobre
a superficie toro. Neste caso, as andlises de eficiéncia destas modulacoes utilizara a
geometria diferencial. Apresentaremos as principais relacoes da geometria diferencial
que serao utilizadas.

O toro T' é uma superficie de género 1, de revolucao, compacta, regular e sem bordo
gerada pela rotacao de uma circunferéncia de raio a > 0 em torno de uma reta perten-
cente ao plano da circunferéncia. Em particular, consideraremos o eixo de rotacao como

sendo o eixo z do espaco Euclidiano tridimensional, R3.
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Seja C, (P) uma circunferéncia de raio a pertencente a um semiplano ortogonal a
R? limitado pelo eixo z centrada no ponto P € R? conforme ilustrado na Figura 2.2.1
a). Através da rotacdo de 27 graus da circunferéncia C, (P) em torno do eixo z, veja a

Figura 2.2.1 b), obtemos um toro centrado na origem 0 = (0,0, 0) de R3.

Figura 2.2.1: Método de construcao da superficie toro.

Na Figura 2.2.1 a), o centro de C, (P) estd a uma distancia b, 0 < a < b, da origem.
Observe que ao rotacionarmos C, (P), o ponto P descreve uma circunferéncia de raio b
pertencente a R? centrada em 0. Sendo assim, a construcao do toro pode ser vista como
a rotacao da circunferéncia de raio a, C, (P), centrada no ponto P que pertencente a
outra circunferéncia de raio b pertencente a R? centrada em 0. Por essa razao, quando
for necessério, usaremos a notagao T (a,b) para indicar um toro de raios a e b centrado
na origem de R3.

Nestas condigoes, se Py = (z,y,z) € T (a,b), as equacoes paramétricas de z,y e z
que se obtém sao:

z (u,v) = (b+ acosv)cosu
y (u,v) = (b+ acosv)sinu

z (u,v) = sinu,

portanto, a equagao paramétrica do toro 7' (a,b) é dada por

U(u,v) = ((b+ acosv)cosu, (b+ acosv)sinu,asinv). (2.5)

De acordo com a Definicao 2.2.2, o conjunto U, dominio da parametrizacao ¥, é um
aberto do plano Euclidiano R? o qual serd tomado como a regiao quadrada de lado 27
dada por

U:{(u,v)GRQ; 0<u,v<27r}, (2.6)
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ou seja, a aplicacao da parametrizagdo ¥, dada na equagao (2.5), no dominio U corres-

ponde a superficie toro, veja a Figura 2.2.2.

AV U ¥(U)
27

Figura 2.2.2: Dominio U e imagem da parametrizacao V.

Na Figura 2.2.2 b) o toro foi obtido através da aplicacdo de ¥ no dominio U, visto

em 2.2.2 a). Em outras palavras, o trago ¥ (U) ¢ a superficie toro.

2.3 Grafos

Esta secao contém as definicoes e os resultados sobre grafos utilizados neste trabalho.

De um modo geral, um grafo G(V, F) é uma estrutura formada por um conjunto de
pontos V' = {vy,v9,- -+ ,v,}, do plano, chamados de vértices e um conjunto de segmentos
E denominado de lados (ou arco) sendo que cada lado estd ligado por dois vértices. Um
lado de E ¢é denotado por e = (v;,v;) e os vértices v; e v; sao chamados adjacentes a e.
O grau (ou valéncia) de um vértice v é igual ao seu nimero de lados incidentes. O grau
de v é k seré denotado por degv = k.

Uma orientagdo de um arco e = (v,w) é o par (v,w) onde v é o vértice inicial e
w o final. Um grafo G diz-se orientado quando cada um de seus lados contém uma

orientacao. A orientacao de e = (v, w) é indicada com uma seta sobre o arco no sentido

de v para w e, obrigatoriamente, o lado oposto de e é considerado como ™! = (w,v).
Um digrafo é um grafo orientado.
Seja P = {vy,v2, -+ ,v,} o conjunto dos vértices do grafo G'(P,Q), chamamos de

sistema de rotagoes de GG, e o indicamos por

@ - {O(i()o:"' 77;0‘70)71(@.107"' 7i1j1)7'“k(ik07ik17"' 7Zk.7k>’ 7p(ip07"' 7,L.pjp)}7 (27)
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o conjunto dos sistemas de rotagoes dos vértices de G, no qual k (ixo, ig1, - - - ,ixj, ) indica
os indices dos vértices adjacentes a v, interceptados ordenadamente quando percorremos,
no sentido horario, um pequeno circulo contendo v, em seu interior.

Indicaremos o sistema de rotagoes do vértice v, por 0, ou seja,
Or = (ikos Tkt - -+ Tkj,) - (2.8)

Seja G (P,Q) um grafo com vértices em P = {wvp, vy, -+ ,v,}, lados no conjunto
Q = {eo, €1, - ,¢e,} e sistema de rotacoes ©. Se G (©) — Q esta orientado no sentido
anti-hordrio e R, = (v%,v%, e ,vt,l,v%) ¢ uma regiao de G (©) — (2, chamamos de

sequéncia orbital associada a R; a sequéncia v = (70, Vst s Ve1s 70).

2.3.1 Mergulho de grafos

Nesta secao estao as principais férmulas e teoremas utilizados neste trabalho rela-
cionados com mergulho de grafos.

Um grafo G estd mergulhado em uma superficie €2, se os seus lados encontra-se sobre
Q) e satisfazem as condigoes: dois lados de GG nunca se interceptam e quando o fazem, a
intersecao ocorre em um tunico vértice ou totalmente.

A identificacao de um mergulho de um grafo G é realizado através do sistema de
rotacgoes. Dois mergulhos de um grafo G sao ditos idénticos quando existe uma bijecao
entre suas regioes tal que as fronteiras orientadas de regides correspondentes sao idén-
ticas. Um sistema de rotacao de um grafo G é a descri¢ao, para cada vértice de v, da
ordem dos vértices de GG que estao conectados a v. Para isto, basta percorrer um pe-
queno circulo que contém apenas v, e anotar ordenadamente os vértices de G que estao
conectados a v de G. A retirada dos lados de G divide 2 em partes denominadas de
Tegioes.

Se toda regiao do mergulho pode ser contraida em um ponto (ou é homotépica a um
ponto) entao diz-se que é um merqulho de 2-células (ou, simplesmente, um 2-células).
O mergulho de G sobre © é indicado por G — Q = UY_ R, , onde R,, é um a;-lados
(ou regiao de «; lados).

As regioes R} e R? de um mergulho de G sao ditas regides semelhantes se, e somente
se, as suas respectivas sequéncias orbitais 7, e 75, sao tais que v, = vgi).

Os mergulhos G (0;) — Q2 e G(O3) — (2 sao ditos mergulhos semelhantes se, e
somente se, possuem regioes iguais, isto ¢, se Iy = {71, ,7i} e To = {4%,--- |72}
sdo os respectivos conjunto de sequéncias orbitais de G (©1) — Q e G (O3) — €, entdo
k=he~?=(y)") paratodor € {1, - k}.
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2.4 Modulacao QAMS

Modulagao é um termo frequentemente usado para designar o processo de translacao
ou deslocamento do espectro de um sinal. Além de vérias técnicas usadas neste processo,
o modo de distribuicao dos sinais nos espacos de modulagoes e a escolha apropriada
deste, sao fatores preponderantes na performance do sistema de transmissao de dados.
Pesquisas apontam as variedades Riemannianas bidimensionais (ou superficies) como
0s espacos sobre os quais é possivel projetar modulagoes com desempenho superior aos
sistemas de modulagoes equivalentes em uso atualmente [6].

Além das modulagoes, as variedades Riemannianas bidimensionais também possuem
estruturas algébricas intrinsecas que podem ser usadas para gerar sistemas de codificacao
que atuam de forma integrada com as modulagoes, eliminando possiveis dispositivos e
rotinas de programacao adicionais, no sistema de transmissao, para correcao de dis-
torgoes proporcionadas pela escolha inadequada destes dois elementos [21].

Uma constelagio de sinais ¢ um conjunto de m simbolos A = {s1,82,- - ,Sn}
chamado de alfabeto m-drio, usada na transmissao de dados através de um canal de
comunicacao, o qual pode ser, uma fibra 6tica, uma rede elétrica ou ondas eletromag-
néticas. Os dados transmitidos sao chamados de mensagens, as quais sao constituidas
por sequéncias dos elementos do alfabeto. No processo de transmissao da mensagem,
conhecido como modulacao, cada simbolo s; é associado a um ponto ou vetor de um
espaco €2, definido uma regiao R; de §2 sobre a qual s; é alocado no seu interior chamada
de regido de decisio do sinal s; [7]. O tipo mais comum de regido de decisao ¢ a esfera
de dimensao n, conforme a definicao apresentada seguir .

Seja A um conjunto de sinais de uma constelagao do R” e p; € R™ o ponto associado
ao sinal s;. A regiao de Voronot do sinal s;, denotada por V; é o conjunto de todos os

pontos de R”™ tais que
Vi={z e R": ||z — p;|| = min ||z — p'||}.
p'eS

A regiao de Voronoi V; é formada pelo conjunto de pontos do R™ pertencentes ao
interior de uma esfera de raio r = minycgs ||z —p/||. Quando as regides de Voronoi
de uma constelagao de sinais sao todas congruentes, dizemos que o espago de sinais é
do tipo espaco de sinais geometricamente uniforme (e.s.g.u.) e {s1,S2, -+, Sy} € uma

constelagao de sinais geometricamente uniforme [9].

Defini¢ao 2.4.1 [23/Seja G — Q = U, R,, um mergulho de 2-células do grafo G
sobre uma superficie orientada ). Chamaremos de modulacao QAM sobre a superficie

) para um projeto de m-sinais sy, S2, - , S, € denotaremos por m-QAMS (quadrature
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amplitude modulation on surface), a modulac¢io que associa cada sinal s; ao vértice v;
de G e que tem por regiao de decisao, a regiao R, de ). Com essa estrutura €1 serd
chamado de espago de sinais sobre uma superficie e o conjunto de sinais {s1,- -+ ,Sm},
serd chamado de constelacao de sinais sobre uma superficie. Se todas as regioes R,,’s
forem do mesmo tipo diremos que €1 é um espago de sinais geometricamente uniforme

(e.s.gu.), e que {s1,52, -+, Sm} € um conjunto de sinais geometricamente uniforme.

Observamos que o conceito de modulagao m-QAMS introduzido na Definicao 2.4.1, é
um projeto de constelacao de m sinais sy, - - , S,,, 0S quais estao associados a m pontos
vy, -, Uy de £, de tal maneira que a regiao de decisao de s; corresponde a regiao R;
do mergulho G — ). Sendo assim, todo modelo de mergulho do grafo G sobre uma
superficie €} corresponde a um projeto de modulacao m-QAMS sobre €2, onde m é o
ntimero de regioes obtidas de G — (). Sabe-se que os m sinais da modulagao m-QAMS
nao tem nenhuma relagao com os vértices de G. Uma modulagao em que o conjunto de
sinais estd associado aos vértices de GG pode ser construida a partir do mergulho de G,

usando o conceito de dual.

Definicao 2.4.2 Seja G (p,q) — Q = U™ | R,, um mergulho orientado de G, chama-se
mergulho dual de G, o mergulho G'(p',q') — Q2 = U Ry, tal que, cada regido R,, de
G contém um tnico vértice v de G' em seu interior e, para cada lado I, = (vy,vy) de
G com Ry, N R,, = (v, vy), existe um tnico lado ), = (v}, vy,) de G' tal que v, € R,,,

vy, € Ry, , e N1, = {px} com py # vi e px # vp.

Teorema 2.4.3 [23]Se n = 4 + 4k (n =5+ 4k) entio existe K,, — (4k* +3k)T =
nR, 1 (K, — (4k> + 3k +1)T = nR,,_,), tais que, as modulagoes associadas QAMS e
QAMS’ sao idénticas.

O Teorema 2.4.3 estabelece as condi¢oes para que as modulacoes QAMS e QAMS’

vindas de K, sejam idénticas.

2.5 Modelos Planar e Espacial da Superficie

Utilizando a topologia combinatorial, Seiffert-Therlffall [34], mostrou que toda su-
perficie compacta é o espaco quociente de um poligono por uma relagao de equivaléncia
segundo o qual os lados que constituem o bordo de um poligono sao identificados dois a

dois segundo mostra a Figura 2.5.1 para as superficies bésicas fundamentais.
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0.0,

) Esfera S ) Plano Projeivo P c¢) Toro T d) Garrafa de Klein K

Figura 2.5.1: Superficies topolégicas bésicas.

Na Topologia Algébrica os modelos planar e espacial de uma superficie, apesar de
distintos, representam a mesma classe de superficie [24]. Por exemplo, o modelo espacial
da superficie toro pode ser construido a partir do poligono de quatro lados, modelo
planar mostrado na Figura 2.5.1 ¢), conforme a sequéncia de construgoes ilustradas na
Figura 2.5.2. Da mesma forma realizando o processo inverso, ilustrado na Figura 2.5.2,

obtem-se o modelo planar.

Vi b V2
/e b [v
V4 \ a—l
Forma normal do a1 \ %

toro: abalbl

a

o
Curvas de homologia: a e b
(O ponto v corresponde aos
vértices vi,va,v3 e Vy)

Corte sobre as curvas de

Forma natural do toro: abalb! )
homologia do toro

Figura 2.5.2: Realizacao geométrica do toro e sua operacao inversa ([23]).

Veja na Figura 2.5.2, que o toro, modelo espacial, foi obtido a partir do modelo
planar. De modo geral, dada a equagao paramétrica x (u,v) de uma superficie S, o
aberto U C R?, dominio da parametrizagao x (u,v), serd chamado de modelo planar e
x (U), trago da parametrizagao x, serd chamado de modelo espacial II..

No caso do toro, o modelo planar 11, corresponde a uma regiao quadrada de lado 27

de comprimento e o modelo espacial I, corresponde a prépria superficie toro conforme
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ilustra a Figura 2.2.2 a) e 2.2.2 b). Utilizaremos esse recurso proporcionado pela para-
metrizacao da superficie para construir a modulagao QAMS sobre o modelo planar do
toro e depois, através da equagao paramétrica, transferi-la para a superficie.

Portanto, para se construir um projeto de modulagao QAMS sobre o toro, é suficiente
conhecer o mergulho topoldgico sobre o modelo planar e sua equacao paramétrica. Com
isso, o objetivo da utilizacao da equagao paramétrica é possibilitar e facilitar a construcao

de uma modulagao QAMS sobre o toro.



Capitulo

Modulacao Sobre Variedades Riemannianas

Neste capitulo, serd implementado um sistema de modulagao sobre uma variedade Rie-
manniana, ambiente que disponibiliza diversos tipos de elementos matematicos que per-
mite a construcao precisa do modelo espacial e a andlise da eficiéncia da modulacao.
Antes da abordagem direta do problema serd dada a justificativa do por que e do como
se chegou & conclusao da importancia de se projetar modelos de modulacoes em varie-

dades Riemannianas.

3.1 Historico do Problema

O problema da comunicagao consiste basicamente em transmitir informagao através
de um canal de um local para outro. O processo do tratamento do sinal para que este
assuma uma forma adequada que possibilite a transitacao através do canal e a sua re-
cuperagao pelo receptor costuma ser chamado de modulagao. Esta etapa é composta
por um modulador que tem a funcao de receber um simbolo s da saida do decodificador
e transformé-los em onda w (ou sinal) possivel de ser transmitida pelo canal de comu-
nicacao. O outro componente, o demodulador, tem como func¢ao, recuperar o sfmbolo
(onda ou sinal) transmitido pelo canal. Este ¢ o momento crucial do sistema de trans-
missao onde surge o problema da comunicacao: recuperar o sinal transmitido w uma
vez que o canal introduz um ruido e o transforma em outro sinal w’, bem diferente do
enviado w. O demodulador, entao, terd que decidir qual o sinal enviado w, ji que a
natureza do sinal recebido w’ é totalmente imprevisivel e nao se tem certeza do simbolo
enviado w. Portanto, estamos diante de um sinal w’ de natureza aleatério e o problema
passa a ser um processo estocdstico ou probabilistico.

Se A= {s1,82, -+ ,Sm} € o alfabeto m-ario usado no sistema, o procedimento usual,

/

usado na solucao do processo de decisao do sinal recebido w’, consiste em associar,

16
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primeiro um sinal w; a s; e, depois, associar w; a um ponto p; de um espago métrico
(Q,d), para cada i € {s1, 52, -, S} . Em seguida, o espago 2 é dividido em m-regiGes,
Ru,, Ra,, -, Ra,,, denominadas de regioes de decisao ou regioes de Voronot, tais que,
pi € Int R, (interior de R,,). Na verdade, p; ¢ tomado arbitrariamente na regiao R,,.
O espaco €2 com esta estrutura de particao em regioes de decisao de sinais passou a
ser chamado de espaco de sinais, o conjunto de sinais sobre €2, C = {p1,p2, - ,pm}, de
constelacoes de sinais, e 0s espacos métricos em que todas as regioes R,,, 7 = 1,2,--- ,m,
sdo congruentes, é denominado de espaco de sinais geometricamente uniforme (e.s.g.u.).

No inicio, o espago métrico (€2, d) tomado é a reta real com a métrica usual, isto é,
Q=Red(pq) =|p—q|. Este é o caso da modulagao linear para uma constelacao de
m-sinais denominada de modula¢io de amplitude (m-AM) (Amplitude Modulation). A
medida que um nimero maior de sinais passou a ser utilizado, observou-se que, ou o
custo do sistema, em termo de energia, era maior, ou a probabilidade de erro aumentava
com a evolugao do mimero de sinais. A Figura 3.1.1 mostra um projeto de modulagao
6-AM sobre (R, d) para um canal com ruido Gaussiano branco aditivo. Observe que o
custo de energia cresce com o afastamento dos sinais do centro de energia localizado na

origem zero da reta real.

Custo de energia Custo de energia

Figura 3.1.1: Modulagao 6-AM sobre o espaco métrico (R, d) para um canal AWGN.

As modulagoes passaram entao a ser projetadas sobre o espago métrico da esfera
unidimensional S! (cfrculo unitdrio), onde os m sinais sao distribuidos uniformemente,
assumindo a forma tao desejada do e.s.g.u., devido a diminuicao da complexidade de
célculo envolvida no processo de modulacao e a diminuicao do custo de energia, pois
este € o mesmo para cada sinal transmitido da constelacao. Esse conceito de modulacao
foi evoluindo para esferas de dimensao maiores, as conhecidas constelacdes de Slepian.
Esperava-se que a concentragao de um nimero maior de sinais num mesmo espago tem
como efeito o aumento da probabilidade de erro no sistema de decisao do demodulador.
Os seguintes exemplos de modulagoes por chave de mudanga de fase (PSK - do inglés

Phase Shift Key) e de Slepian, do tipo e.s.g.u., sao mostrados na Figura 3.1.2: a)
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constelagao com 8-sinais, 8-PSK, sobre (S',d), onde S! ¢ a esfera unidimensional; b)
constelagao com 3-sinais, 3-PSK, sobre o (52,d), onde S? ¢é a esfera bidimensional; e c)
constelagao 4-PSK sobre o (5%, d).

¢) 4-PSK na
a esfera S?

Figura 3.1.2: Modulagoes PSK sobre e.s.g.u. (S*,d) e (S%,d).

As constelagoes PSK’s (e de Slepian) sao, reconhecidamente, constelagdes de grande
eficiéncia, mas diante da situacao em que se prever a demanda por sistemas mais efi-
cientes, pois circula cada vez mais um nimero maior de informacao no mundo das tele-
comunicagoes, é natural que se pensasse em explorar outros tipos de modulacoes nestes
espagos. Surgiu entdo a modulacdo em amplitude e quadratura m-QAM (Quadrature
Amplitude Modulation). Nesta, a distribuigao de sinais ocorre sobre o plano Euclidiano,

na forma de reticulados, como mostram os casos ilustrados na Figura 3.1.3.

3 B 0RO g"g
B oh %ol o 6

w2 8® MK

a) 16-QAM b) 19-QAM c) 20-QAM d) 25-QAM

Figura 3.1.3: Modulagoes QAM com vérios tipos de regioes de decisao.

Diferente das modulagoes PSK, as regioes de Voronoi das modulagoes QAM assumem
formas bem definidas através de poligonos regulares, ou nao, como sao os casos de c)
e d) da Figura 3.1.3. Também vemos nestes dois casos que nao é proibido combinar
formas poligonais diferentes para obter modulacoes, as quais sao utilizadas para protecao

diferenciada para cada sfmbolo. De acordo com o tipo de regiao R,, a modulacao
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QAM foi denominada de reticulados A,, para indicar que as suas regioes de decisoes
sao formadas por poligonos de « lados. Usando esta notacao, pode-se dizer que as
modulagoes a) - d) da Figura 3.1.3 sdo reticulados do tipo Ay, Ag, A5 U Ay e Ag U Ay,
respectivamente.

Sabe-se que o desempenho da modulagao depende do seu reticulado: quanto maior for
o valor de «, isto é, quanto maior for a densidade de empacotamento das esferas, maior
¢ 0 desempenho da modulacao. No caso do plano, ha somente dois casos de constelacoes
de sinais do tipo geometricamente uniforme, os reticulados Z5 e A,. J4 os reticulados
A3z e Ag sao duais um do outro e sao considerados como um mesmo tipo de reticulado.
Obviamente que A, é considerado o reticulado mais denso do plano, ou o de melhor
desempenho. Apesar das modulagoes c) e d) nao serem do tipo e.s.g.u. nao podemos
descartar a hipétese de que o seu desempenho deve ser considerdvel em relagao aos casos
uniformes a) e b). Observe que ¢) é formado por regides do tipo Ry e Rj, e, portanto
regioes maiores ou iguais a Ry. Veja ainda que c) e d) sao formados por dois reticulados,
ou seja, o plano é coberto por dois conjuntos do tipo e.s.g.u. Teria este menor ou maior
desempenho do que A,? Como d) contém um Ag, o seu desempenho como modulagao
seria muito diferente de Ag? As respostas sao dadas através de simulacoes. Mas a
questao levantada aqui diz respeito & natureza das modulagoes QAM de serem estas
formadas por tipos de regioes diferentes. Esta propriedade é importante para mostrar
que o uso de regioes poligonais como regioes de decisao de sinais nao é novo. Entao por
que nao considerarmos uma regiao poligonal sobre uma superficie?

O conceito de regiao poligonal foi expandido naturalmente para o ambiente das su-
perficies ([17], [23]) e passou a ser chamado simplesmente de regido de « lados, indicado
por R,. Entao, do mesmo modo que o recobrimento do espago métrico (R?,d) por um
reticulado A,,, ou um recobrimento qualquer de m regioes poligonais, é considerado uma
modulagao m-QAM = (R? d, A,,), podemos dizer o mesmo de (2, d, U™, R,,), onde
¢ uma variedade Riemanniana, d ¢ uma métrica sobre 2 e U, RR,,, ¢ recobrimento de 2
por m regioes de R,,. Os modelos de particoes sobre superficies construidos e identifi-
cados em [17] e [23] através de mergulhos de grafos s@o, portanto, modelos topolégicos
e algébricos de modulagoes QAM sobre superficies (variedades Riemannianas bidimen-
sionais), os quais foram denominados por modulagoes QAMS, devido ao ambiente em
que se encontram.

Modelos topolégicos de modulagoes QAMS e QAMS' sobre o bitoro, vindo de mer-
gulhos do grafo completo K5 sao mostrados na Figura 3.1.4. Os poligonos orientados de
8 lados da Figura 3.1.4 sao os modelos planares da superficie 27" correspondentes a mer-
gulhos de Kj e seus duais. Cada mergulho geram duas modulagoes distintas, a QAMS e

a modulacao dual QAMS', conforme os novos conceitos de modulacoes introduzidos em
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123].
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6a) K; < 2T = R;RsRyg 6b) K4(3,20) < 2T = 5R,

Figura 3.1.4: Modelos planares de modulacoes QAMS e duais QAMS’ sobre 2T vindos
de mergulhos de K ([23)]).

O uso das modulagoes AM, PSK e QAM, em projetos convencionais de sistemas de
transmissao de dados, tem mostrado que, sob condigoes iguais de energia média usada na
transmissao de sinais, as modulagoes QAM’s sao mais eficientes do que as PSK’s, e estas
sao mais eficientes do que as modulacoes AM’s. No inicio, todas as justificativas para os
desempenhos desses componentes eram provenientes, ou da observacao direta sobre os
desempenhos dos sistemas de transmissao, ou dos dados comparativos obtidos através
de simuladores. Nao existia uma demonstracao quantitativa comprovando a eficiéncia
das modulagoes. Foi entdo que Lima e Palazzo [17] introduziram os primeiros projetos
de modulagoes em superficies e comprovaram, usando conceitos da Topologia algébrica,
que a eficiéncia ¢ de uma modulacao depende do género da superficie em que esta se
encontra. A conclusao foi que, quanto maior for o género da superficie, maior serd a
eficiéncia da modulacao.
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Observando que AM, PSK (ou Slepian) e QAM sdo modulagoes dos respectivos
espagos: reta real R, da esfera S (ou da esfera S™) e do R?, e como a esfera S tem género
0, menor do que o do toro, o qual tem género 1, o género da superficie é um invariante
topolégico que da informacao sobre o desempenho da modulagao. A conclusao de Lima
e Palazzo [17] passou a ser, entao, referéncia na procura por modulagoes mais eficientes.
Podemos entao afirmar que esta procura por modulacao estd apenas no comego, uma
vez que, no universo da geometria de Riemann, somente as superficies de género zero
foram exploradas satisfatoriamente. Portanto, no ambiente das superficies orientadas
compactas, o toro é a préxima superficie onde provavelmente, deverao existir projetos
de modulacoes mais eficiente do que a esfera. Como é uma superficie bem comportada,
no sentido de sua forma nao muito complexa, e a nivel de Geometria Diferencial ja
se tem todas as ferramentas necessdrias para desenvolver um projeto de modulacao, o
estudo e andlise de desempenho das modulacoes toroidais ficarao restritos a esta drea da
matemaética.

Antes da abordagem direta do problema da construgao da modulacao QAMS sobre
o toro, a nivel de geometria diferencial, iremos passar mais informagcoes sobre este tipo

de modulagao, quanto as definigoes e algumas particularidades introduzidas em [23].

3.2 Consideracoes sobre QAMS

Topologicamente, uma modulacao QAMS é uma partigao sobre uma superficie to-
polégica ). No ambiente da geometria diferencial, este conceito equivale a um projeto
geométrico de modulagao sobre um espago de Hausdorff (€2, d) , onde € é uma variedade
Riemanniana bidimensional e d é uma métrica de 2. Sob o aspecto da geometria dife-
rencial os elementos da topologia sao os abertos formados pelas regioes de um mergulho
(regides de Voronoi) de 2-células de um DMC, visto como um grafo. Mais precisamente,
o projeto de uma modulagao para uma constelacao de m sinais, vem de uma particao
dual do mergulho do grafo associado a DMC, sobre €2, em m regices, tal que, cada uma
delas ¢ a regido de decisao de um sinal da constelacao [23].

A tnica restrigao para que um mergulho seja um projeto de uma QAMS sobre €2 é
que este seja de 2-células. Caso contrario, QAMS nao estaria definida de forma tinica.

Uma consequéncia imediata da Definicao 2.4.1 é que todo mergulho de 2-células,
G (p,q) — Q = UL | R, resulta em dois projetos distintos de modulagoes QAMS’s: a
prépria QAMS e a dual QAMS'. A QAMS ¢é uma modulacao para uma constelacao de p
sinais com regioes de Voronoi definidas pelas regides R,,’s do mergulho dual, G’ (k,q) —
Q= U?ZlRaJ,. A modulacao dual QAMS' ¢ uma modulacao para uma constelacao de

k sinais, com regices de Voronoi definidas pelas regides R,,’s do mergulho G (p,q) —
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Q = U R,.. Na Figura 3.1.4, 1a) representa o projeto topolégico (ou modelo planar
I1,) de uma modulacao QAMS, e 1b) o modelo planar correspondente & modulagao dual
QAMS’, ambas obtidas de um mergulho particular do grafo completo K5 sobre o bitoro.
Os demais modelos 2a) e 2b) até 6a) e 6b) representam outros exemplos dos pares de
modulacoes e duais. Observe que sao projetos de modulagoes distintas uma vez que as
correspondentes constelagoes de sinais e regices de decisao sao completamente diferentes.

As modulacoes QAMS e QAMS’' nem sempre sao diferentes. Estas sao idénti-
cas quando os mergulhos do grafo e seu dual coincidem. O Teorema 2.4.3 estabelece
condi¢oes em que modulacoes vindas de QAMS = QAMS' sdo idénticas. No caso de mo-
dulacoes QAMS vindas de mergulhos do grafo completo, a condicao QAMS = QAMS'
resulta sempre em uma modulacao uniforme, isto é, todas as regioes possuem a mesma
quantidade de lados. Nao temos dois projetos distintos neste caso, mas ganhamos uma
modulacao para uma constelacao e.s.g.u., uma classe de modulacao reconhecida pela sua
eficiéncia no processo de transmissao digital de sinais.

Modulagoes uniformes vindas de mergulhos do grafo completo existem em abundan-
cia, quando os projetos s@o realizados em superficies com bordos (veja [17], [23], [20],
[21] e [22]). Nas superficies sem bordos, destacam-se dois casos de uniformidade, as
modulacoes que vém de triangulacoes e de relacoes do tipo QAMS = QAMS'. Estas
iltimas sao bem mais eficientes porque nunca se encontram em triangulacoes, as suas
regices de decisao sao definidas sobre regioes com nimero de lados superior a 4. Sabe-
mos que as triangulagoes existem [28], até com certa frequéncia, mas, pelos resultados
apresentados no Teorema 2.4.3 e o caso dos mergulhos K5 [23], as modulagoes uniformes
vindas da relagio QAMS = QAMS' sdo rarfssimas (no caso de mergulhos de K5, foram
encontradas apenas 12 num universo de 7776) e dificeis de serem identificadas. A tnica,
nao trivial, que se tem conhecimento que ja foi identificada é a que vem do mergulho

K5 — T = 5R,, modulacao representada pelos modelos topolégicos da Figura 3.2.1.

a) Ky T = 5Ry b) Ky T = 5R, ¢) Ks<»T = 5Ry

Figura 3.2.1: Modelos planar e espacial da modulagao 5-QAMS uniforme sobre T'.
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Os modelos relacionados na Figura 3.2.1 representam: a) o modelo planar da modu-
lagao 5-QAMS; b) o modelo planar da modulagao dual 5-QAMS'; e ¢) o modelo espacial
da modulagao 5-QAMS. Esses, representam projetos topoldgicos de modulagoes para
constelagoes com 5 sinais, todas as regioes de decisao sao quadrangulares, portanto uni-
formes. Dizemos entao que o toro 7', com uma métrica d e a particao bRy, € um espaco
de sinais (7', d,5R,) do tipo e.s.g.u. Além da condi¢do e.s.g.u., o que mais se destaca
nesta modulacao é o fato da uniformidade ocorrer em regioes com mais de trés lados.

A identificacao algébrica da modulagao 5-QAMS representada pelo mergulho planar

da Figura 3.2.1 a) consiste em identificar trés elementos: o sistema de rotagoes de K3
O (K5) ={0(1,2,3,4),1(0,3,2,4),2(0,4,3,1),3(0,1,4,2),4(0,2,1,3)},  (3.1)
o conjunto das sequéncias orbitais

I'= {’71 (07 17 374) D) (07 47 27 3) 7’73 (07 37 17 2) » Ya (07 2747 1) 775 (1747 37 2)} (32)

e a forma simplificada do mergulho contendo a particao

da forma 5Ry. A identificacdo sobre o modelo espacial ¢) é idéntica ao processo acima.
Pode-se verificar facilmente que a modula¢ao dual 5-QAMS’ em b) também ¢ idéntica,
isto &, composta por 5 regioes quadrangulares. Logo 5-QAMS e 5-QAMS’ sao iguais.
As identificagbes algébrica (rotagao, sequéncias orbitais e descrigdo simplificada do
mergulho) e geométrica (modelos planares e espacial do mergulho e dual) estabelecidas
na Figura 3.2.1 d4 a certeza de que nao é somente possivel identificar como construir pro-
jetos topoldgicos de modulagoes e.s.g.u. sobre variedades Riemannianas orientadas. O
objetivo principal deste trabalho é mostrar que a modulacao 5-QAMS pode ser constru-
ida sobre a superficie do toro, quando este é dado por uma parametrizagao. A descoberta
da modulacao uniforme 5-QAMS’ sobre T' com 5 regioes quadrangulares, e a construgao
de seus modelos topolégicos em [23], despertou imediatamente um grande interesse em
realizar este projeto a nivel de Geometria Diferencial e Geometria Riemanniana. A mo-
tivagao para este problema é muito grande, pois hd todo um universo a ser explorado,
quando se trata de identificar e construir modulacoes uniformes no ambiente dessas

geometrias.

3.3 Modulacao QAMS Uniforme sobre o Toro

Projetos topoldgicos de modulagoes uniformes, além da 5-QAMS da Figura 3.2.1,
também foram identificados em [23]. As modulagoes uniformes identificadas sobre su-

perficies orientadas estao relacionadas na Tabela 3.3.1.
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DMC | K, |m-QAMS | Particdo | m-QAMS’ | Particao | §2
Cs || K3|2-QAMS | 2R3 |3-QAMS'| 3Ry |S
Cy || K4|4-QAMS | 4Rs; |[4-QAMS’'| 4R3 |S
Cs || Ks|8QAMS| 8Rs; |[5-QAMS’| 5Ry |S
Cs || Ks|5QAMS | 5Ry |[5-QAMS’| 5Ry |T

Tabela 3.3.1: Modulagoes regulares com duais idénticas.

Observe que os trés primeiros casos de modulacées m-QAMS relacionados nas duas
primeiras linhas da Tabela 3.3.1 coincidem com as modulacoes 2-PSK, 3-PSK e 4-PSK
ilustradas na Figura 3.1.2, isto porque as construgoes mostram que as regioes de Voronoi
dessas modulacoes sobre a esfera sao todas congruentes. Nestes casos, as modulacoes
m-QAMS confundem-se com as m-PSK, mas s6 nesse caso. Porém, no caso das modu-
lagoes 8-QAMS e 5-QAMS’ da esfera relacionadas na terceira linha da Tabela 3.3.1 nao
podemos afirmar que sao modulagoes do tipo m-PSK, pois nao sao conhecidas partigoes
da esfera em oito regides triangulares congruentes e nem em cinco regioes quadrangu-
lares. Neste caso nao podemos confundir uma modulacao m-PSK com uma m-QAMS.
Sendo assim a diferenca entre estes dois tipos de modulagoes encontra-se na possibilidade
da particao uniforme existir ou nao.

Quanto & modulacao 5-QAMS relacionada na quarta linha da Tabela 3.3.1, essa
¢é diferente de uma m-PSK, j4 que a mesma encontra-se sobre o toro, uma classe de
superficie distinta da esfera. Também nao podemos confundir esta modulacao com uma
5-QAM uma vez que se desconhece uma particao sobre o toro, vinda de um mergulho
de K5, em que todas as cinco regioes quadrangulares sao congruentes. Entao, se o
objetivo é projetar uma modulacao m-QAMS diferente, devemos comecar por uma na
qual é impossivel particionar o espaco em regioes congruentes. Caso contrério, trata-se
de uma modulacao m-QAM. Sendo assim, ja podemos escolher, para iniciarmos o nosso
trabalho, uma das modulagoes relacionadas nas duas ultimas linhas da Tabela 3.3.1. A
razao, como foi visto antes, é porque as particoes em regioes de Voronoi congruentes sao
desconhecidas para estes casos. Devido a menor quantidade de sinal e por se encontrar
em uma superficie diferente da esfera, comecaremos o nosso estudo com a modulagao
5-QAMS sobre o toro. Sem falar que este é um raro exemplo de modulagao uniforme
encontrada, ap6s uma exaustiva busca, usando o Algoritmo identificador de mergulhos
orientados de grafos, desenvolvido por Lima-Lima [23].

Espera-se que a escolha pela geometria do toro, um pouco mais complexa do que a da
esfera, dé os suportes necessarios para concretizar os projetos de modulagoes m-QAMS

em outros tipos de superficies, inclusive as m-QAMS da esfera.
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3.3.1 Evolucao e escolha de elementos da modulacao m-QAMS

Uma modulagao m-QAMS para uma constelagao de m sinais ¢ uma partigao dual
sobre uma superficie vindo do mergulho de um grafo G associado a um DMC C,,, ,, (veja
Defini¢ao 2.4.1). Iremos considerar partigoes de superficies do tipo espago de Hausdorff.
Estas particoes vém de mergulhos de grafos com orientagoes iguais em todos os vértices de
G. Todo mergulho de 2-células de um grafo particiona a superficie em regioes, tais que a
intersegao de duas delas é sempre vazia. Entao os mergulho de 2-células G — 2 = UR,,
¢ um espago de Hausdorff, pois cada R,, ¢ um aberto de Q2 e R, N R,; = &, para i # j.
Sendo assim, a escolha de 5-QAMS vinda do um mergulho uniforme de K5, da Figura
3.2.1 atende as condigoes acima.

O problema a resolver neste capitulo, entao, consiste em realizar o projeto de modu-
lacao 5-QAMS, a nivel de Geometria Diferencial, vindo do mergulho K5 (0) — T = 5Ry,
onde O ¢é a rotagao em (3.1) cujos esquemas gréaficos do processo completo contendo os
elementos associados e mergulhos topolégicos, sao ilustrados na Figura 3.3.1.

d) K5(®)<=» Cilindro
(etapa intermedidria)

X
X0 p(yolxo) Yo 9 3
PP\,
1 S Y1
X2 Y2
X3 €770 y3 1 4
X4 Y4 0

e) K5(@) <> T = 5R,

Figura 3.3.1: Associacao e projeto topolégico da 5 QAMS : K5 (©) — T = 5R;.

Na Figura 3.3.1, o esquema grafico a) corresponde & representagdo do modelo tradi-
cional do canal DMC, ou canal 5-drio C5. No esquema b), a notagdo C5 «—— K5 (0),
indica que o canal Cj5 estd associado ao grafo completo K5 munido do sistema de rotagoes
©, pelo processo de associagao introduzido em [23]. Em ¢), é representado o mergulho de
K5 (©) sobre o modelo planar de T. Em d), tem-se o mergulho sobre o modelo espacial
do cilindro, etapa essencial para se obter o mergulho sobre o modelo espacial do toro,
indicado em e). Do ponto de vista topoldgico, os modelos em c¢), d) e e) representam o
mesmo mergulho de K (©) sobre 7.

Observamos que o grafo completo K5 é o grafo associado a C5, contudo, o modelo
da modulagao depende do mergulho do grafo, e K5 possui 7776 sistemas de rotacoes

distintos. Somente 12 rotacoes de K5 produzem mergulhos uniformes sobre o toro e todos
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sdo compostos por 5 regioes quadrangulares (veja [23]), da forma indicada na equagao
(3.3). Um deles, o sistema © da igualdade (3.1), foi o escolhido como aquele sobre o
qual serd projetado uma modulagao 5-QAMS, através das ferramentas da Geometria

Diferencial, objetivo que sera sintetizado na forma do seguinte Problema.

Problema 3.3.1 Seja G (©) — Q = UR, um merqulho de 2-células de G. Usando o
modelo planar 11, do mergulho sobre Q, projetar, usando a parametrizagio ¥ : U — R3,

uma modulacdo m-QAMS compativel com o canal m-drio C,,.

Em particular, para o mergulho K5 (©) — T = 5R4 da equacio (3.3), a parame-
trizacao ¥ é da forma

U(u,v) = ((b+ acosv)cosu, (b+ acosv)sinu,asinv). (3.4)
Neste trabalho serd utilizada e seguinte parametrizacao particular do toro
U(u,v) = ((b+ acosv)cosu, (b+ acosv)sinu,asinv), a=1eb=3. (3.5)

Como U ¢é uma regiao poligonal de 4-lados, e o modelo planar do mergulho do toro
encontra-se sobre um 4-lados também, podemos construir um projeto geométrico sobre
U, o modelo planar II,, do mergulho K5 (0) — T topologicamente idéntico ao mergulho

planar ¢) da Figura 3.3.1, como mostram os mergulhos construido na Figura 3.3.2.

- —T————— >
0 xm/2 = 3m/2 2n 0 =m/2 =n 3m/2 2x
a) 5-QAMS: K5(®) = T = 5R4 b) Grafo dual e sinais de 5-QAMS  ¢) Modelo completo da 5-QAMS

n/2 m 3m/2 2m

Figura 3.3.2: Modelos planares basicos da modulagao 5-QAMS, K (0) — T = 5Ry.

O mergulho a) da Figura 3.3.2 representa um modelo planar da modulagao 5-QAMS
fixado sobre o toro, sobre o qual, o projeto serd descrito e analisado em termos de
desempenho. Neste modelo, para todo 0 <, <4, v; é um vértice de K5, D; indica as
regioes de Voronoi do sinal s; e v;, 1 < k < 16, sao os subcaminhos de K5 que definem as

fronteiras das regioes de decisao de 5-QAMS. Em relacao ao mergulho, toda a regiao de
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decisao D; corresponde a uma regiao quadrangular definida por uma sequéncia orbital

v;, Mmals precisamente, temos
71 - (07 1’374)772 = (0747273) 773 = (0737 172)774 = (1747372)7

onde v; = (i1,12,13,14) significa uma regido de 4 lados sobre o mergulho do toro, cuja
fronteira passa pelos vértices vy, v;,, vi, € vy, de K5. A Figura 3.3.2 b) contém a cons-
telagao de sinais A = {sq, 1, S2, S3, 84} € o grafo dual (grafo associado ao canal C5). A

Figura 3.3.2 ¢) ilustra o projeto com todos os elementos da modulagao 5-QAMS.

3.4 Construcao da QAMS Via Parametrizacao

Na Figura 3.3.2, 0 modelo planar a) foi construido visando uma uniformidade na
distribuicao das dreas. Como esta é a primeira tentativa de construgao, nao dispomos de
informacgoes que conduzam a alguma tipo de uniformidade. Entao, usando de intuicao,
comecamos a distribuir os sinais da forma que pareceu mais adequada para obter a
uniformidade desejada.

No modelo planar a) da Figura 3.3.2, cada curva -, corresponde a um lado completo
ou parte do lado do grafo Kj. Por exemplo, a curva 7, forma um lado completo do
grafo K35, une os vértices vy e v4, enquanto 7, e y; correspondem juntas a outro lado de
K5, unem vy a vy. Podemos escolher qualquer tipo de curva para v, desde que esta seja
uma curva simples, sem autointersegoes. O processo de construcao facilita quando v, é
uma curva planar definida por uma fun¢ao da reta 7, : I — R. No modelo planar a) da
Figura 3.3.2, a opcao foi utilizar dois tipos de curvas, a linear e a circunferéncia. Para
sermos mais precisos, na Tabela 3.4.1, relacionamos todas as equagoes das curvas 7, do
modelo planar da Figura 3.3.2 a).

O modelo espacial e) da Figura 3.3.1 é idéntico ao modelo planar ¢), somente do ponto
de vista topolégico. Para obtermos o modelo espacial do mergulho correspondente ao
modelo planar a) da Figura 3.3.2, cujas equagoes das curvas 7, sdo tomadas como na
Tabela 3.4.1, utilizamos a parametrizagao particular do toro definida em (3.5).

Por exemplo, as curvas 7, e 75 unem os vértice v; e vy, sao fungoes lineares definidas

no eixo v dadas por
Yy [0, %} cU—R

3

U|—>’Y4(U):?,

750 [Z,2r] cU—R
_37r

u»—>fy5(u)— 5



CAPITULO 3. MODULACAO SOBRE VARIEDADES RIEMANNIANAS 28

Note que 7,, 75 correspondem ao lado (v, v4) de K5. No modelo planar II,, do mer-
gulho de K5 (dominio da ¥), o lado (vy, v4) € definido por dois segmentos de retas. Apesar
desses segmentos serem distintos e desconexos, a imagem de v, e 75, pela aplicacao ¥,
¢ o caminho conexo sobre o toro dado pela curva ¥(v,) ¥ (7;), u € [0,2] U [2£, 2],
unindo os pontos V¥ (v;) e ¥ (vy). Lembramos que vy, vy sdo pontos do plano e V¥ (vy),

U (vy) sdo seus correspondentes na superficie toro ou modelo espacial II..

Curva v, Equagao da curva v,
o u=1Z, seve[%ﬁﬂﬂ
Yy v =—v—u?+3ru — 2r? + 2, se u € [m, 3]
| u=% seve B
o v:‘%”, seuE[O,g]
Vs v=3 seue [, 2n]
Ve v:—\/”{—u?—%%’r,seue[o,%}
¥y v = —u+ 2T, Seue[g,ﬂ
Yo v =u, seue[ﬂ,%’r}
Yo v =u, seue[%,ﬂ
Y10 v=—u+2m, seuc [W,%”]
Y11 v:\/—u2+4ﬂu—%+%, se u € [, 27
V12 v=13%, seuc [0,F]
e | v=3 seue [$.24]
Yia u=35, seve 0]
Vi v = v—u?+ Tu, se u €[5,
716 u=", sev e [0,5]

Tabela 3.4.1: Equagoes das curvas 7y, do modelo planar da Figura 3.3.2 a).

Usando a parametrizacao particular do toro definida em (3.5), para encontrar a
imagem das curvas 7,, 75 devemos primeiro encontrar suas equagoes. Conhecida a
equagao isolamos uma das varidveis u ou v, feito isso substituimos o valor da varidvel

correspondente na equagao paramétrica W(u,v) (3.5), obtendo assim, a curva associada
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sobre o modelo espacial II.. No caso das curvas supracitadas, cujas equagoes sao v,(u) =
3r/2seu € [0,7/2] e y5(u) = 37/2 se u € [37/2, 27| respectivamente, as curvas sobre o

toro sao dadas por
U(u,v) = ((3+ coswv) cosu, (34 cosv)sinu, sinv),

em particular, temos que

U(y,) = W(u,v4(u)) = ((3 + cos 377) cosu, (3 + cos 37%) sin u, sin 3;), u € [0, g]

U(vs) = W(u,v5(u)) = ((3 + cos 37#) cosu, (3 + cos 3;) sin u, sin 3;), u € {%,2%} :

Na Figura 3.4.1, a) representa o modelo planar II, com as curvas definidas pelos
segmentos de retas e arcos de circunferéncias definidos na Tabela 3.4.1, b) ilustra a
curva ¥(v,) | JU(v5) e c) contém todas as curvas correspondentes ao mergulho do grafo
K5 sobre o toro vindo do modelo planar II, cujos lados possuem equagoes definidas
na Tabela 3.4.1. Observe que as tnicas curvas do toro que nao sao obtidas através de
seguimentos de retas sao as imagens de 75, Vg, V11 € V15, POIS as mesmas sao arcos de

circunferéncia.

V4

esd

V4

i

a) Modelo planar 5-QAMS b) Curva W(y,)U¥(Ys) ¢) K5(®) = T=5Ry

Figura 3.4.1: Método de construgao de curvas sobre o toro.

O método aplicado as curvas 7, e 75 para obter a curvas correspondentes no toro é
andlogo para as demais curvas do modelo planar II,, devemos apenas tomar cuidado ao
substituir a varidvel dependente. Apds aplicarmos a equacao paramétrica ¥ em todas
as curvas 7, do modelo planar, obtemos o mergulho do grafo K5 do modelo planar sobre
o toro. O principal propésito das construcoes do mergulho de Ky na Figura 3.3.2 é

obter uma particao sobre uma superficie vinda de um mergulho de um grafo através da
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Geometria Diferencial. A obtengao deste mergulho sobre o toro mostra que qualquer
outro mergulho topoldgico sobre esta superficie pode ser realizado através da Geometria
Diferencial, desde que se conheca o modelo planar II, do mergulho topoldgico. Neste
primeiro protétipo, nao estdvamos ainda preocupados com o aspecto da uniformidade do
mergulho, os sinais foram distribuidos do modo mais conveniente possivel de acordo com
os nossos conhecimentos prévios sobre a topologia do toro. Temos até como propdésito
construir um modelo uniforme e verificar se a uniformidade em mimero de lados, formato
das regioes ou até mesmo a drea no modelo planar, melhora o desempenho da modulagao
QAMS.

O processo de construir o mergulho de K5 no modelo espacial a partir da equagao
paramétrica aplicada ao modelo planar, possibilita construir o mergulho equivalente de
K5 sobre o toro, esse método restringe o problema de construir a modulacao utilizando
somente o modelo planar e, através da equacao paramétrica, transferir a modulacao para
a superficie.

As curvas v,k = 1,...,16 do mergulho de K5 no modelo planar na Figura 3.3.2 a)
particiona o toro em 5 regioes, definindo uma modulacao nao uniforme para 5 sinais,
5-QAMS, cujas regices de Voronoi Dy, Dy, --- , D, estao representadas na Figura 3.4.2:
a) mostra as regioes obtidas pelo mergulho de K5 sobre o modelo planar; e b) mostra as

regides equivalentes sobre o modelo espacial do toro.

AV U

27

>
a) Modelo planar 5-QAMS b) Ks(®) =T = 5R,4

0

Figura 3.4.2: Modelo planar e espacial do mergulho de K5 sobre o toro.

Como o mergulho planar formado por arcos de circunferéncia e segmentos de retas
e o seu mergulho espacial equivalente sobre 7', na Figura 3.4.2, serao utilizados poste-
riormente para andlises e simulacao da modulacao 5-QAMS, este serd denominado de

Projeto 1.
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E importante ressaltar aqui, que a modulacio 5-QAMS sobre o toro ilustrada na
Figura 3.4.2 b) ndo é mais topoldgica, esta foi obtida diretamente da parametrizagao
(3.5) aplicada em cada curva v, relacionadas na Tabela 3.4.1. As regides sobre o toro
e as suas respectivas regioes sobre o modelo planar sao equivalentes, no sentido de
preservarem o nimero de lados, porém, estas sofrem as deformacoes naturais do toro.
No entanto, cada regido de Voronoi D} = ¥ (D;) do Toro passa a ser um recobrimento

da sua correspondente regiao D; do modelo planar. A Figura 3.4.3 d4 uma ideia precisa

dessas aplicacoes.

Figura 3.4.3: Modulagao 5-QAMS e suas respectivas regioes de Voronoi.

Uma vez que a parametrizacao ¥ em (3.5) é uma aplicacao bijetora iremos considerar
que cada regiao de Voronoi D} sobre o modelo espacial e a sua correspondente D; sobre

modelo planar sao regioes correspondes.

3.5 Area das Regides de Voronoi de QAMS

Em um sistema de transmissao de dados, o projeto de modulagao tem por objetivo
tratar da questao do ruido do canal ocorrido durante a transmissao. Os procedimentos
gerais utilizados em um projeto de modulacao consiste em distribuir os sinais através
de um espaco topoldgico (€2,d) e definir precisamente as regides de decisdo de cada
sinal. Neste trabalho o espago topoldgico (T, d) é formado pelo toro e a métrica d é
dada pela distancia toroidal. Como o sistema de transmissao de dados é de natureza

estocéastica, a estimativa do sinal transmitido s6 pode ser determinado através de regras
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probabilisticas. Com isso, o espago topoldgico (€2, d) deve ser escolhido de modo que seja
possivel estabelecer medidas sobre este espaco, tais como comprimento de curvas, dreas
ou volumes das regioes de decisao dos sinais, possibilitando assim, estabelecer regras
probabilisticas de decisao do sinal transmitido. Mostraremos entao que se a escolha
for o espago topolégico (T, d), todos estes calculos sao possiveis e, consequentemente, o
projeto de modulacao QAMS pode ser realizado sobre o toro.

Como mencionado na Segao 3.4, a constru¢ao do mergulho sobre a superficie é feito
utilizando o modelo planar. Inicialmente, dispomos de um mergulho topolégico G — T
este é reconstruido sobre o modelo planar adotando-se determinadas curvas especificas
visando facilitar os cdlculos das dreas das regioes de decisao da modulagao, em seguida,
utilizamos a equagao paramétrica do toro (3.5) para obter o mesmo tipo de mergulho
sobre o toro. Utilizando as equagdes (2.3) e (2.4) para o cdlculo da &rea total e de uma
regiao sobre uma superficie respectivamente, é possivel verificar o comportamento da
drea de uma regiao R/ de T, quando a sua regido correspondente R, do modelo planar
I1,, sofre pequenas variagoes. Isto permite construir modelos uniformes de modulagoes
sobre T'. E através deste procedimento que obtemos informacdes sobre o modo de alocar
os sinais s;’s das regioes de decisoes D;’s, distribuir os vértices de G' de de maneira que
a modulacao QAMS seja a mais uniforme possivel.

A geometria diferencial fornece as ferramentas necessarias para estudo sobre a super-
ficie. Utilizando o modelo planar com todos seus elementos definidos conforme a Figura

3.3.2 a), determinaremos a seguir as dreas das regides de decisao de QAMS.

3.5.1 Area total do modelo espacial

Iremos considerar o projeto de modulagao QAMS sobre o toro construido na Figura

3.3.2. De acordo com a igualdade (2.3), a drea total Ay da superficie é dada por

Agw) = / / VEG = F2dudw, (3.6)
U

onde, U corresponde a regiao fundamental da parametrizacao, E, F' e GG sao os coefi-
cientes da primeira forma fundamental da superficie.
No caso particular da superficie toro definida pela parametrizacao (3.5) as derivadas

parciais de W(u, v) sao dadas por

dv
X, = —c(luw) = (—sinu (cosv + 3), cosu (cosv + 3),0),
u
AV (u,v) . :
Xo = — g = (— cos usin v, — sin v cos u, cosv) ,

logo, pelas igualdade (2.2), os coeficientes da primeira forma fundamental de ¥(u, v) sao

dadas por
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E = X, Xu=(3+cosv)?
F - X’LL'X’U:O7
G - XU'XUI]"

O dominio U da parametrizacao ¥ é uma regiao quadrangular da forma
U={(u,v) eR*:ue(0,2r) eve (0,2m)}.

Entao a drea total do toro é dada por
Aywy = // V(3 + cosv)? - 1 — 02dudw
U
2m 2
= / / V(3 4 cosv)2dudv
o Jo

27 2T
= / / (3 4 cosv)dudv
o Jo

= 1272

Assim, a drea total do toro é 1272, e portanto podemos utiliza-la para verificar a
distribuicao das dreas das regioes de decisao, em termos de porcentagem, da modulacao
QAMS, desde que conhecamos as aréas das regioes de decisao, as quais serao calculadas

a seguir.

3.5.2 Calculo da area das regioes de decisao do mergulho

Ao determinarmos as dreas das regices de decisao de uma modulacao, podemos esti-
mar uma relacao de distribuicao de probabilidades dos sinais de transmissao de dados,
e assim estabelecer uma regra probabilistica de decisao para o sinal transmitido, etapa
importante do projeto de demodulacao.

No sentido de mostrar como é determinada a drea de uma regiao de decisao sobre o
toro iremos calcular um exemplo. Os célculos das demais dreas das regioes de decisao

do toro encontram-se no Apéndice A.
Pela Defini¢ao 2.2.3 a drea da regiao ¥ (Q) C ¥ (U), Q C U, ¢ dada

A‘I,(Q) = //Q\/ EG — F2dudv. (37)

No caso das regides do mergulho, o calculo da érea da regiao ¥ (Q) é realizado de
acordo com as curvas que definem a regiao de decisao, com isso, existem trés situacoes

para calcular a drea Ay (g), a saber:
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fsf f:f(i% + cosv)dvdu, se @ é retangular
Ago) = f:f JIQES;)(?) + cosv)dvdu, se @ é dada por y(v) =u (3.8)
fvvf %2(;))(3 + cosv)dudv, se ) é dada por y(u) = v.
Vamos calcular, por exemplo, a drea da regiao Dy C U de acordo com a Figura 3.3.2
a). Inicialmente, por questao de simplificagao, dividimos as regides Dy, D1, Dy, D3 e Dy
do modelo planar em subregices. A Figura 3.5.1 mostra as subregioes D;;, do modelo

planar do mergulho de K.

u
27t>

Figura 3.5.1: Subregices do modelo planar de K5 sobre o toro.

A regiao Dy foi dividida em trés subregioes: Dy; definida pelas curvas vg € 749, Doz

definida pelas curvas 75 e v;; € Dy3 definida pelas curvas 7, e 74. Com isso temos que

Aw(py) = Aw(Dor) T Aw(Dys) + A\I/(Dgg)

Lembramos que as curvas que defininem cada subregiao sao todas dadas por v(v) = u

(veja Tabela 3.4.1); logo, para o célculo da édrea usaremos a equagao

U2 Y2(v)
Agg) = / / o (3 4 cosv)dvdu.
Ul ¥1 (v

Sendo assim, as dreas das subregioes D;; sao dadas por

3r/2  pyg
Aviny) = / / (3 + cosv)dvdu
m 10

3r/2  pru
= / / (3 + cosv)dvdu
g —u+27m
5.402 20,

I
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Vs
Aw(pg) = /3/2/ (3 + cosv)dudv
™ Y11

3m/2
= / / (3 + cosv)dvdu
3m/2 —u2+4ru— 157r2/4+7r/2

>~ 6,042 96,

/2 s
Aw(Dey) = / / (3 + cosv)dudv
Yo

w/2  p37/2
= / / (3 4 cosv)dudv

7r2/4 u?+3m/2
~ 4 71985,

Desse modo, a drea da regiao Dy é dada por

A\I/(Do) = A‘I’(Dm) + A‘I’(D02) + A‘I’(DO?»)
= 5,40220 +6,94296 + 4, 71985
= 17,06501.

De modo anélogo aos procedimentos utilizados no cédlculo da drea da regiao Dy acima,
determinamos, no Apéndice A, as dreas das demais regioes de decisao de QAMS sobre

T, estas sao dadas por
Ay(py) = Ay(py) = 24,20661, Aypy) = Ayp,) € Ay, = 35,892 00.

Em termos de porcentagem, as regioes de decisao possuem a seguinte distribuigao

Aupy) = Au(py) = 20,43869%, Aw(p,) = Awpy) = 14,40872% e Ag(p,) = 30,305 16%.

3.6 Uniformidade da Modulacao QAMS

O objetivo principal deste trabalho é construir uma modulacao QAMS utilizando
as ferramentas da Geometria Diferencial, independente desta ser uniforme ou nao. En-
tretanto, as modulacoes uniformes correspondem aos projetos de espacos de sinais do
tipo geometricamente uniforme (e.s.g.u.), os quais possuem a menor complexidade de
célculo, e portanto, sao os mais visados em projetos de transmissao de sinais digitais. Na

verdade, a preferéncia pelos espacos da forma e.s.g.u. é sempre uma prioridade, porque
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estes minimizam a complexidade de cdlculo. Por isso o objetivo de todo projetista de
uma modulagao é obter o modelo uniforme ou o mais préximo deste.

Lembramos que a condi¢ao de uniformidade de uma modulacao uniforme vinda de
um mergulho topolégico de um grafo vem da condicao de que todas as suas regioes sao do
mesmo tipo, isto é, todas possuem o mesmo nimero de lados. Topologicamente, regices
com o mesmo nimero de lados sao idénticas, no entanto, do ponto de vista da Geometria
Diferencial elas nao sao necessariamente congruentes. Um modelo de mergulho uniforme
precisa ser mais trabalhado para tornar-se um espaco de sinal sobre uma superficie do
tipo e.s.g.u. Nao se tem respostas para a questao da existéncia de solucao para este

problema. Este é um desafio deste trabalho.

3.6.1 Uniformidade sobre o modelo planar

O modelo da QAMS é sempre construido, em primeiro lugar, sobre o modelo planar
da superficie e, em uma segunda etapa, é conduzido, através de uma parametrizacao,
para o modelo espacial da superficie. No modelo planar da modulagao 5-QAMS Figura
3.4.2 a), o objetivo é construir um modelo uniforme sobre o modelo espacial da modu-
lacao, ou seja, uma modulacao em que todas as regides sao congruentes, uma vez que
os sinais que pretendemos transmitir encontram-se sobre o modelo espacial do toro. Em
principio, optamos pela distribuigao de vértices mais adequada para se obter um modelo

planar uniforme.

D,

Dy

h

D, Ds

V) D

D,

Figura 3.6.1: Formatos das regioes de decisao do modelo planar da Figura 3.4.3 a).

Aqui nao tinhamos nenhuma informacao sobre a uniformidade do modelo espacial da

modulacdo. Analisando o projeto inicial da 5-QAMS na Figura 3.3.2 a), nos surpreen-
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demos com o alto grau de uniformidade obtido, exceto a regiao Dy, todas as demais sao
congruentes no modelo planar, como mostra a Figura 3.6.1.

Evidente que o formato de cada regiao na parte inferior da Figura 3.6.1 foi obtida
unindo-se as subregioes de uma mesma cor, para compor a regiao D);. Lembramos que
o modelo planar a), com a orientagdo sobre o poligono indicada na Figura 3.3.2 a) é,
de fato, a superficie toro, e sobre esta devemos ver as subregioes de uma mesma cor
como componentes de uma tnica regiao conexa. A parte superior vem de rotacoes das
respectivas regides do modelo planar I, da Figura 3.4.3 a). Esta condigao de conexidade
fica bastante clara, quando observamos as regioes sobre o modelo espacial do toro, como
podemos observar esta condi¢ao na Figura 3.4.2 b) e na Figura 3.4.3.

Podemos facilmente mostra que as regioes no Dy, Dy, Dy e D3, definidas pelas medidas
adotadas pelo modelo planar IT, da Figura 3.3.2 a), s@o todas congruentes. De fato, as
curvas Yo, Vs, Y11 € Y15 Sa0 arcos de circunferéncia de raio /2, logo, a drea da regiao D,
é dada pela soma das regices Ay, Ay, A3 e Ay ilustradas na Figura 3.6.2.

A3 A4
ﬁ A,

Figura 3.6.2: Regiao de decisao D;.

Desse modo,

Ap, = A1+ A+ A3+ Ay
_ LT(W)ZM%(W)?_}W (1)2}+w/2<w/2>

173 5 5) ~1™\3 5
™ 3, 1, 1 3

_m 3 1 o Ll 3 a0
68" 1" oY tgT =T =T

Com procedimentos analogos, deduzimos que
Ap, = Ap, = Ap, = Ap, = 7,402.

Além disso, a drea da regiao D, é dada por

T\ 2

Ap, :4(2> = 7% 29,869,

logo, é uma regiao diferente das demais no seu formato e em relagao ao valor da é&rea,

que é maior do que as demais regioes. Consequentemente, o modelo planar de 5-QAMS
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s6 nao ¢ uniforme pelo fato da regiao D, ser a tnica regiao diferente das demais, mas é
uma modulagao de alta uniformidade. A uniformidade méxima é atingida quando as 5
regioes sao congruentes, se conseguimos 4 regioes congruentes, entao atingimos a maior
uniformidade apds a uniformidade maxima. Na verdade, nao esperdvamos chegar a este

nivel logo na primeira tentativa de construcao de uma modulagao QAMS.

3.6.2 Analise da influéncia da uniformidade do modelo planar

sobre o modelo espacial

Analisaremos as regioes do modelo espacial, apés a aplicagao da equagao paramétrica
U(u,v) no modelo planar, e também verificaremos se o modelo espacial do mergulho
preserva a uniformidade do modelo planar (regides de mesma forma ou drea em II,, devem
possuir a mesma forma ou &rea sobre II.), ou ainda, caso nao preserve a uniformidade,
se existe outro tipo de relagao particular das regioes desse mergulho no modelo espacial.

Ao visualizar, pela primeira vez, as regides no modelo espacial construidas a partir
do mergulho K sobre o toro de acordo com o modelo planar proposto nas Figuras 3.4.2
a) e 3.7.1 a), temos a impressao de que existem cinco regides distintas entre si, ou seja,
de inicio nao é possivel afirmar se existe uniformidade ou relagao entre as regices do

modelo espacial e seu modelo planar.

Figura 3.6.3: Modelo espacial correspondente ao modelo planar da Figura 3.4.2 a).

Note que as regioes Dy, D', D}, D} e D} formam o modelo espacial do mergulho, na
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verdade elas foram um recobrimento sobre a superficie toro. Quando vistas juntas sobre
o toro, a anédlise das regioes, em relacao ao formato, torna-se dificil de ser realizado, pois
nao existe possibilidade de ver todas as regioes de um sé ponto de vista.

A Figura 3.6.3 mostra o modelo espacial em diversas posicoes, isso ajuda a ter uma
ideia inicial do formato das regioes e como essas estao dispostas sobre a superficie toro.

Todavia, o recurso da visualizar em qualquer pono de vista as regioes do mergulho
de K5 no modelo espacial é insuficiénte para saber a influéncia da uniformidade obtida
no modelo planar do mergulho de K5 no seu respectivo modelo espacial. Por essa razao,
as regioes precisam ser vistas individualmente, assim, a saida encontrada foi isolar as
regioes do mergulho. Na Figura 3.6.4 temos o modelo espacial do mergulho e as regioces

separadas em varios angulos de visualizagao.

a) K5(@)=—=T =5Ry b) Regidao Dy ¢) Regiao Dy d) Regido D3 e) Regido Dy f) Regido D,

Figura 3.6.4: Regioes do mergulho de K5 sobre o toro em diversas posigoes.

Sendo assim, separadas, o estudo das regioes é facilitado. Temos, portanto, a nogao
exata do formato de cada regiao do mergulho. A andlise individual das regioes do
mergulho do modelo espacial permitiu verificar algumas uniformidades particulares das
regioes nesse modelo espacial.

O modelo espacial da modulagao 5-QAMS sobre o toro nao preserva a uniformidade
obtida no modelo planar, apesar desse possuir quatro das cinco regioes congruentes. E

possivel perceber a nao uniformidade do modelo espacial ao comparar as regides Dy e
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Dy na Figura 3.6.4 e perceber a distin¢ao entre seus formatos. No entanto, descobrimos
comparando todas as regioes do mergulho, uniformidades entre as regices. Na Figura
3.6.4 as regioes Dy, Dy e Dy, D3 apesar de estarem em posicoes diferentes, possuem
a mesma forma, isto é, sobre um mesmo ponto de vista, comparando as regices Dy e
Dy, por exemplo, elas sao diferentes, mas para cada posicao da regiao Dy, Dy tem uma
regiao idéntica em uma posicao diferente, logo podemos concluir que Dy = Dy. De modo
similar, também concluimos que D; = Ds.

Para ser mais especifico, Dy e D, sao congruentes no modelo planar, a aplicacao da
funcao ¥ nessas regioes as transforma em duas regioes iguais, no formato, sobre modelo
espacial. Sendo assim, Dy = Dy # D1 = D3 # Dy, ou seja, temos 3 regioes distintas
entre si no modelo espacial, um grau de uniformidade consideravel, pois muitas vezes,
se trabalha com todas as regioes distintas.

Na Subsecao 3.5.2 aprendemos a calcular a drea da regiao de decisao no modelo

espacial. Calculando-se a drea de todas as regides do mergulho obtemos a Tabela 3.6.1.

Regiao i Area D; Area Di(%) Area D) Area D}(%)
0 7,402 18,75 17,06501 14,40872
1 7,402 18,75 24,20661 20,43869
2 7,402 18,75 17,06501 14,40872
3 7,402 18,75 24,20661 20,43869
4 9,869 25,00 35,89200 30,30516

Tabela 3.6.1: Distribuicao de drea das regices de decisao.

Para efeito de comparagao, a Tabela 3.6.1 contém as medidas das areas das regioes do
modelo planar a) do mergulho ndo uniforme de K5 (2% e 3* colunas), e do modelo espacial
b) (4% e 5% colunas), da Figura 3.4.2. A medida das dreas no modelo espacial das regioes
D{ e Dj sao iguais, como também sao iguais as medidas de D] e Dj e estas sao maiores
do que as duas primeiras. A regiao D} é a de maior drea. Veja que no modelo planar
as quatro primeiras regioes sao todas congruentes, no entanto, no modelo espacial, esta
uniformidade nao é preservada nas quatro primeiras regioes do modelo espacial, pois
estas apresentam duas medidas distintas. Constatamos entao que a uniformidade do
modelo planar pode nao ser preservada no modelo espacial da superficie.

Apo6s a andlise nas medidas das dreas dos modelos planar e espacial da Figura 3.4.2,
comprovamos que a uniformidade do modelo espacial (trés regides distintas), embora

nao tenha atingido o grau de uniformidade do modelo planar (somente duas distintas) a
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perda do grau de uniformidade nao foi tao acentuado. Ocorreu somente a perda de uma
unidade. Isto indica que, dependendo de como foi projetado o modelo planar, alguma
uniformidade ainda pode ser transferida para o modelo espacial.

Constatamos com esta anédlise que podemos até ter uniformidade méxima (todas as
regides congruentes) no modelo planar do mergulho, mas nenhum tipo de uniformidade
(todas regides distintas) no modelo espacial do mergulho. Conseguir manter algum tipo
de uniformidade j& é uma grande vantagem apresentada no projeto do modelo planar a)
da Figura 3.4.2.

Este ja ¢ um resultado satisfatério obtido no nosso primeiro teste na tentativa de con-
seguir uma modulagao uniforme sobre o toro através da Geometria Diferencial. Atingi-
mos um grau de uniformidade de nivel médio. Neste primeiro projeto obtivemos trés
tipos de regides distintas em cinco, com desvio padrao de 5.8156%.

O préximo objetivo é melhorar este resultado no sentido de construirmos uma modu-
lagao QAMS sobre o Toro do tipo e.s.g.u. O préximo modelo proposto a ser analisado,
serd um modelo planar com uniformidade de drea maxima (todas as regioes de &dreas
iguais). Iremos verificar se 0 modelo planar dividido em regides com a mesma &rea

divide o modelo espacial em regioes com a mesma drea embora de formas diferentes.

3.7 QAMS Uniforme em Relagdo 4 Area

Neste trabalho, o projeto de modulacao QAMS é realizado sobre a superficie do toro.
Se o objetivo é obter uniformidade, esta deve ser uma uniformidade sobre o modelo
espacial do toro. Na nossa primeira tentativa de construir uma modulacao sobre o toro,
analisamos a preservacao da uniformidade do modelo espacial vinda da uniformidade
do modelo planar. A principio, nao sabemos como construir uma modulacao uniforme
sobre o modelo planar. No entanto, quanto & uniformidade de drea é possivel construir
este tipo de modulacao sobre o modelo planar. Entao, para procedermos com a nossa
anglise, construiremos um projeto de modulagao QAMS uniforme em relagao a érea
sobre o modelo planar do toro e analisaremos a questao da preservacao da uniformidade

da modulacao QAMS correspondente, sobre o modelo espacial.

Definicao 3.7.1 Diremos que uma modula¢cao QAMS é uniforme em relagao a drea se

todas as regides de QAMS possuem dreas iguais.

Vimos que o primeiro modelo planar da Figura 3.3.2 a) tem uniformidade somente em
quatro de suas regioes, todas congruentes, e, portanto todas de dreas iguais. O préximo
modelo analisado, ilustrado na Figura 3.7.1 c) é, do ponto de vista da topologia, idéntico

ao da Figura 3.3.2 a). Este modelo mantém a uniformidade nas quatro regides Dy, D1, Do
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e D3, estas sao todas congruente, ou seja, sao invariantes por rotagoes. A regiao Dy é a
unica que nao é congruente as demais, porém possui a mesma drea. Consequentemente
o projeto ¢) da Figura 3.7.1 é um exemplo de modulagdo QAMS uniforme em relagao a

grea usando a drea do R2.

3.7.1 QAMS uniforme em relacao a area sobre II,

Ap6s a andlise feita sobre a modulacao nao uniforme nas Secoes 3.5 e 3.6, adquirimos
informacoes de como obter uma modulacao QAMS uniforme em relacao & édrea, sobre o
modelo planar do toro, a partir da QAMS apresentada na Figura 3.3.2 a).

Observamos que do ponto de vista do calculo da drea, o deslocamento de vértices de
um grafo G no modelo planar de um mergulho de GG, pode afetar ou nao as dreas das
regioes, depende de como os lados de G sao alterados. Do ponto de vista da topologia,
alteragoes nos vértices e lados de um mergulho nao o afeta, continua sendo o mesmo
mergulho, desde que o sistema de rotagoes de G nao seja afetado.

Entao podemos fazer translacoes nos vértices e lados de K5, sem afetar o seu sistema
de rotagoes para obter mergulhos topologicamente iguais e de modo que a modulacao
QAMS seja uniforme em relagao & drea.

Vimos que ha muitas possibilidades de escolha para as curvas que definem as fron-
teiras das regioes de QAMS. Poderiamos ter escolhido, a priori, retas, parabolas, elipses,
circunferéncias ou outras curvas. No entanto, para efeito de simplificacao dos céalculos
utilizamos somente de retas e pardbolas.

AV U 4

21 21

difz

0

a) Modelo planar 5-QAMS b) Deslocamento dos vértices  ¢) Modelo planar 5-QAMS uniforme

Figura 3.7.1: Método de obtencao do modelo planar uniforme da 5-QAMS.

A drea da regiao fundamental U do modelo planar é constante e igual a 472, sendo

assim, se quisermos ter uma QAMS uniforme em relagao a drea, cada regiao de decisao
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D;, i =0, ---, 4, independente da escolha das curvas de sua fronteira, deverd conter
exatos 472/5 de drea.

Para obter a modulacao QAMS uniforme em relagao a drea, tomemos o mergulho
da Figura 3.3.2 a), deslocamos, a uma distancia d, os vértices vy, vz, v3 € v4, NO sen-
tido das diagonais do quadrado U, do centro para os vértices de U, conforme mostra o
deslocamento de vértice da Figura 3.7.1 b).

No modelo planar da Figura 3.7.1 b), as coordenadas dos vértices sdo alteradas por
um aumento ou uma diminuicao de comprimento d de acordo com a sua localizagao sobre
I1,. O problema entao é encontrar uma distancia d, conforme a Figura 3.7.1 b), e curvas
correspondentes aos lados de K5 apés o deslocamento de vértices, de modo que as dreas
das regices D;, 1 =0, --- ,4, sejam todas iguais. Neste caso, ¢ conveniente resolvemos a

seguinte

Proposicao 3.7.2 Dados os vértices vy, vq, V2, V3,04 no modelo planar ndo uniforme,
encontrar uma distancia d, conforme mostrado na Figura 3.7.1, tal que os vértices vy,
V1, Vo, U3, € Uy encontrados a partir dos v;, i = 0,--- ,4 dividam o modelo planar em

regioes com a mesma darea.

Demonstragao. Suponhamos que os vértices U, 01, Us, U3 € Uy tomados de acordo
com a Figura 3.7.1 ¢) dividam o modelo planar do mergulho em regides com a mesma
area. Como os vértices v;, 1 = 0,--- ,4 sdo formadas a partir das coordenadas dos v;,
conforme a Figura 3.7.1 b). Entao temos, por exemplo, que o vértice v; = (37/2,371/2)
sofre uma translacao de comprimento d em ambas as coordenadas, logo v; = (37” +d, 37“ +

d). Procedendo de modo andlogo para os demais vértices, obtemos a Tabela 3.7.1.

Vo U1 V2 (%] (N

(mm) | (F+d§+d) | (F+d5-d | G-d3-d | G-dF+d)

Tabela 3.7.1: Coordenadas dos vértices de II,, com uniformidade de area.

Desse modo, utilizamos os novos vértices para calcular a drea da regiao ﬁl mostrada
na Figura 3.7.2, assim como foi feito no Apéndice A para a regiao D de II, nao uniforme.
A drea da regiao ﬁl tem que ser calculada por uma integral, mas antes, precisamos
calcular a curva 7,5 do tipo pardbola f(v) = av? + bv + ¢ com o vértice em p; = (7, 0)
passando por py = (% —d, 5 — d). No Apéndice A justificamos a escolha da curva do

tipo pardbola para a construcao do modelo planar uniforme em relacao a érea.
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AY (m+2d)/2 (n+2d)/2
270 | : |
3 qdl...P 5]
Ttd ':
L = G
+-2d
I
u 2
[ T T | >
0 n2-d  m  3m2+d 27m ~m2d ~
a) Regiao de decisao D, b) Area da regiao D,

Figura 3.7.2: Célculo da érea da regiao D,.

Na pardbola f(v) = av? + bv + ¢, como v é a varidvel independente, pelas equagoes
(A1.9), (A1.10) e (A1.11) da Secdo A.2 temos que u,, = 0 e v,, = 7, logo

b
0 = —=0=0
2a
T = 1 c=m,
assim,
f(u) = au® + T,

sabendo que o ponto p» pertence a pardbola, temos

= au? T d—a(E_q) ___(@2+d)
fu) =au*+m = 5 d—a(2 d) +T=a= /2t d?
desse modo, a pardbola procurada é
w/2+d
= %U2 +7T, (39)

dessa forma a drea de A; é dada por

" w/2—d (m/2+d) , ™ 2 1, 5 o i 2
Al:/o (—mv +7T)dU—<§—d> :gd —7Td+—7T—(——d>

Agora, a drea da regiao D; é dada por

A\D1:121\1+A\2+121\3+A\47
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onde,

1 2
VR S S (f—d>

3 12 2
A, = (r/2 —d) +7)(n/2 4 d)
2
A = [(m/2+d)(n/2—d)] - (%dz_ﬂd+1_52ﬂ2_(g_d)2>
i, - @2+d)(@/2+d)

2 7
Devido a uniformidade do mergulho visto na Subsec¢ao 3.6.1, temos apenas dois tipos de
regioes para analisar a drea, ou seja,

Ap, = 4m?/5

= —d*+nd+3r%/4 = 47%/5

= d = §+%Foug—x
A\D4 = 4n%/5

= 4(r/2—d)? = 4n?/5

= d = %Jr@ou%—@.

Se d = 7/2 + /57/5, e utilizando as coordenadas dos sinais dadas na Tabela 3.7.1,
as coordenadadas dos vértices vy, vy, V3 € Uy ¢ U. Portanto, o valor procurado é d =
7/2 —\/5bm/5. u

A Proposi¢ao 3.7.2 permitird calcular as coordenadas dos novos vértices vy, 0o, U3 €
vy, € também as equagoes de novas curvas, a partir das coordenadas ja conhecidas do
modelo planar da Figura 3.3.2 a) dadas na Tabela 3.7.2, de maneira que todas as regioes

tenham a mesma drea.

Vo U1 V2 U3 V4

(mm) | (55 | (5:%) | 53 | G F)

Tabela 3.7.2: Coordenadas dos vértices de II, nao uniforme em relagao & de drea.

Gl

A distancia d encontrada na Proposicio 3.7.2 foi d = 7/2 — v/57/5. Com esse valor
de d, calculamos as coordenadas dos vértices vy, 1o, U3 € U4. Por exemplo, vamos calcular
as coordenadas de vy e v3. O vértice vy sofre uma translagao d em u e de —d em v. J&

o vértice U3 sofre uma translacdo de —d em ambas as coordenadas. Assim, efetuando os



CAPITULO 3. MODULACAO SOBRE VARIEDADES RIEMANNIANAS 46

calculos obtemos os valores das coordenadas v, e V5.

N 3T T \/57r \/57?
Vo = (7+d7§_d)_(2ﬂ-_TaT>a
o o= (E_d L g = @7@

2 2 5 5

Nos demais vértices, procedendo de modo similar, obtem-se o restante das coorde-
nadas descritos na Tabela 3.7.3.

Vo U1 (% U3 V4

(mym) | (2w — %7?, 21 — %7?) (27 — %W, @7?) (¥, o) (%w, o — ?w)

Tabela 3.7.3: Coordenadas dos novos vértices de II,, uniforme em relacao a drea.

Os vértices tomados de acordo com a Tabela 3.7.3 dao a possibilidade de construir
a QAMS uniforme em relagdo a drea, basta apenas ter o cuidado de escolher curvas
adequadas com a finalidade de garantir curvas conexas no modelo espacial. Na Figura
3.7.3 apresentamos exemplos de QAMS uniformes em relagdo a drea. Em a) e b) as
curvas v, Yg, Y11 € V15 Sa0 parabolas e as demais sdo segmentos de reta, ja em c¢) todas
as curvas sao segmentos de reta.

AV U AY U
2T

27 21

u
0 T —> 0 —> 0 >

T T
a) 5-QAMS uniforme formado b) 5-QAMS uniforme formado ¢) 5-QAMS uniforme formado
por parédbolas e retas por parédbolas e retas por retas

Figura 3.7.3: Modulacoes QAMS uniformes em relacao a drea sobre II,,.

Por razoes andlogas aos mergulhos da Figura 3.4.2; o modelo planar parabdlico e

linear, ilustrado na Figura 3.7.3 b) serd denominado de Projeto II da modulagao 5-
QAMS.
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Refazendo os cdlculos da drea da regiao Dy, desta vez utilizando o modelo planar b)
da Figura 3.7.3 e as coordenadas vy, vs, U3 € Uy, tem-se que a drea da regiao D; serd
dada por

A\Dl = 121\1—1-121\2—1—121\3‘1‘121\4

1%

7,896,

logo,

Ap, = Ap, = Ap, = Ap, = 7,896.

Veja também que

2
-~ om 4
AD4 =4 (T) = 371'2 = 7, 896,

ou seja, todas as regioes tem a mesma drea, embora a regiao 54 seja diferente no formato.

Portando, nesse novo projeto aproximamos, ainda mais, do espaco de sinais geome-
tricamente uniforme. Vale destacar, que estas sao uniformidades particulares do modelo
planar apenas, nao sabemos ainda, se esta uniformidade serd preservada no modelo

espacial do toro através da parametrizacao, é o que iremos analisar em seguida.

3.7.2 Analise da QAMS uniforme em relagao a area sobre o

modelo espacial II.

Na Subsecao 3.7.1 aprendemos a construir uma modulaggo QAMS uniforme em re-
lacao a drea sobre II,. Nesta secao queremos analisar a drea das regioes do modelo
espacial ap6s a aplicagao de ¥ no modelo planar uniforme. A modulagao QAMS uni-
forme em relagao a drea escolhida para anélise serd o modelo planar b) da Figura 3.7.3.
As curvas desse modelo sao todas do mesmo tipo do modelo sem uniformidade de drea,
com excegao de vy, V6 Y11 € V15, arcos de circunferéncia, substituidos por parédbolas. As
parébolas terao vértices nos pontos (m,27), (0,7), (27, 7) e (m,0) passando por vy, Uy,
Vo € U3 respectivamente.

O motivo que levou a optar por curvas do tipo pardbola foi preservar o mergulho no
modelo espacial, pois arcos de circunferéncia nesse modelo nao garantem a existéncia das

ligacoes do mergulho de K5 no modelo espacial. Para mais detalhes sobre a justificativa
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da escolha da pardbola, consultar o Apéndice A. A relagdo das equacoes das novas

curvas 7, estao descritas na Tabela 3.7.4.

Vi Equagao da curva

v | w=+57/5,sev € [2m — /b /5,27]

72 U:_1/77(\/5 5) v*

+ (4v/5 — 20)v + 217 — 44/57, se v € [27r — \/37T/5, 27r]

+
Vs | u=2m—+/57/5, se v € [2m — /b /5, 27]
v, | v=2m—57/5, seu € [0,Vbr/5]

Vs | v=2m —/571/5, se u € [2r — /b /5, 2]

Y6 | v=—1/7 (VE—=5)u?+m, se ue [0,v/5r/5]

Y7 | v=—u+2m, seu€ [Vbr/5 7]

Vs | v=u,seu€ [ 21 —br/5]

Yo | v=1u,seu€ [vVbr/5 7]

Yo | v=—u+2m, seu € [r,2r — /51/5]

Y | v=1/m (V5 =5)u®+ (20 — 4v/5) u + 4B — 197, se u € [2m — /b7 /5, 27]

Y12 | v=57/5, se u € [0,v/57/5]

Y5 | v=57/5,se u € [2m — /57/5, 2n]

Y | u=+br/5, sev € [0,vbr/5]

Y5 | u=1/7 (\/5—5) v+, sev € [\/§W/5,7T]

Y16 | u=2m —/571/5, se v € [0,v5m/5]

Tabela 3.7.4: Equagoes das curvas 7, do modelo planar uniforme da Figura 3.7.3 c).

Conhecendo as equagoes 7, definidas na Tabela 3.7.4 do modelo planar uniforme,

calculamos as édreas das regioes D}, conforme descrito na Subsegao 3.5.2.

A anélise das dreas das regides do modelo espacial da modulagao QAMS uniforme

em relagao a drea na Tabela 3.7.5, permite afirmar que, o modelo espacial nao conserva

a uniformidade de drea do modelo planar. O resultado esperado era uniformidade de

drea em todas as regioes do modelo espacial embora tivessem formas diferentes.

No

entanto, quando calculamos o desvio padrao das dreas do II. vindo do modelo planar

uniforme cujo valor é 3,65382%, nota-se significativa redugao ao ser comparado com o

desvio padrao do II. do modelo nao uniforme que ¢é 5,8156%. A drea das regides de
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decisao no modelo planar, e também do modelo espacial sao mostrados na Tabela 3.7.5.

O desvio padrao de um e.s.g.u. é zero, quanto mais préximos desse valor, mais perto
estaremos de obté-lo. Por conseguinte, a modulagao QAMS uniforme em relagao a drea
sobre II, tem desvio padrao menor, logo mais préximo de zero, por isso ¢ melhor do que
o projeto anterior sem uniformidade. O resultado aqui descoberto é de interesse ja que
a uniformidade de drea do modelo planar pode melhorar a uniformidade de area sobre
o toro.

A quantidade de regioes lA); distintas em termos de drea da QAMS uniforme em
relacao a drea é outro ponto importante. Das cinco regioes, tém-se somente trés valores
diferentes para a drea divididos do seguinte modo: 136 = l/jé, lA)’l = f)g e lA){) # l/j’l # lA)ﬁl
conforme observado na Tabela 3.7.5. O modelo planar sem uniformidade de drea tem

essa mesma caracteristica de distingao e quantidade entre as dreas, porém com os outros

valores.
Regiao i Area D; Area D;(%) Area D! Area D! (%)
0 7,896 20 18,58553 15,69256
1 7,896 20 26,01720 21,96744
2 7,896 20 18,58553 15,69256
3 7,896 20 26,01720 21,96744
4 7.806 20 99,22980 24,67998

Tabela 3.7.5: Area das regides de decisao do modelo planar com uniformidade de érea.

Portanto, a uniformidade das regides no modelo planar do mergulho, nao implica
uniformidade no modelo espacial. Ambos os modelos espaciais nao preservam a uni-
formidade de seus modelos planares, ou seja, dividir o modelo planar em regices de
mesmo formato ou dreas iguais, nao é o bastante para garantir um mergulho do tipo
e.s.g.u. no modelo espacial II.. Esse resultado motivou a seguinte questao: existe uma
maneira de dividir o modelo planar do mergulho em regioes congruentes de tal modo
que essa congruencia seja preservada no modelo espacial, ou seja, um modelo espacial
uniforme? Nao conseguimos um modelo do tipo e.s.g.u., porém chegamos mais préximo
do projeto almejado quando utilizamos uma QAMS uniforme em relagao & drea. As
discursoes a respeito da construcao de um modelo espacial do tipo e.s.g.u. vindo do

mergulho de um grafo GG serao discutidas no Capitulo 5.
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3.8 Consideracoes

Dado um modelo topolégico de um mergulho de um grafo G' sobre o toro, vimos
que sempre é possivel construir o projeto de modulagao QAMS sobre o toro utilizando
ferramentas da Geometria Diferencial. O processo consiste em construir o mergulho
sobre e modelo planar, utilizando curvas diferencidveis, com o objetivo de facilitar o
célculo dos elementos da modulacao (drea de regides de decisdo). A equagao paramétrica
transfere, de forma natural, o modelo planar do mergulho para o modelo espacial do
mergulho sobre o toro. Como o projeto inicial do mergulho planar encontra-se a nivel
de topologia, este processo permite que escolhamos adequadamente os componentes da
modulacdo: curvas que definem as fronteiras (lados do grafo GG) das regides de decisao
(regides do mergulhos G < ) e a posigao dos sinais (vértices de G) a serem utilizados
no mergulho. Definido o modelo planar do mergulho de GG, uma equacao paramétrica
do toro o conduz, de forma tnica, para a superficie do toro. Portanto, cada modelo fixo
de um mergulho tem-se uma modulacao QAMS sobre o toro definida univocamente. O
método de construgao aqui desenvolvido é importante, pois permite projetar qualquer
modulacao via Geometria diferencial e nao se restringe ao toro, ele pode ser expandido
para outras superficies, desde conhecida a equacao paramétrica e o modelo topolégico
do mergulho.

Outro ponto importante a ser destacado é o efeito causado pela uniformidade do
modelo planar sobre o modelo espacial. Como visto nas Secoes 3.6 e 3.7, o modelo
planar uniforme (forma ou drea) nao é condigao suficiente para garantir uniformidade
sobre o modelo espacial. Na Figura 3.3.2 a) e na Figura 3.7.3 ¢), temos modelos planares
com um alto grau de uniformidade. O primeiro modelo possui quatro das cindo regices
congruentes, o segundo modelo idéntico ao primeiro distinto somente quanto a drea das
regioes, todas tem a mesma drea, contudo os seus modelos espaciais nao preservam as
uniformidades obtidas. Lembramos que sobre o modelo planar a uniformidade encon-
trada nao é tnica, existem outras maneiras de obter uniformidade, basta escolher outras
curvas como arcos de circunferéncia, pardbolas ou retas.

Na construcao do projeto topolégico do mergulho visamos a uniformidade, apds
inimeros tentativas para obter um modelo espacial uniforme surge a seguinte questao:
existe uma modulagao uniforme sobre o toro? Chega-se até a pensar que nao existe
tal modulagao uniforme, ou seja, nao é possivel obter o projeto de modulagao do tipo
e.s.g.u. vindo do mergulho de K5 sobre T. As modulagoes uniformes sobre o modelo
espacial, caso existam sao raras, até é possivel conseguir diversas modulagoes uniformes
no modelo planar, mas na superficie nem sempre essa uniformidade é preservada. Por

isso, se quisermos projetar uma modulacao QAMS na superficie, temos de trabalhar com
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projetos de modulacgoes o mais uniforme possivel. Por causa da dificuldade de achar um
projeto de modulacao do tipo e.s.g.u., optamos por trabalhar com os modelos planares
propostos, pois esses foram os projetos mais préximos da uniformidade pretendida.

Finalmente, apds seguir todas as etapas do processo de construcao, ganhamos com
isso controle das regices de decisao, das coordenadas dos sinais, das curvas, da drea
de cada regiao de decisao, temos uma funcao que leva o mergulho do modelo planar
para o espacial, também é possivel fazer o caminho inverso, se temos as informacgoes da
modulagao sobre o toro, também temos a informagao sobre o modelo planar, com todas
essas informacgoes é possivel analisar essas modulagoes conforme veremos no Capitulo
4. Nao é complicado projetar uma modulacao uniforme na superficie como veremos no
Capitulo 5.



Capitulo

Projetos de Demoduladores

Modulagbes nao-lineares foram propostas por Wozencraft [37]. Nessa, a modulacao é
associada a uma variedade Riemanniana bidimensional ou superficie. Foi comprovado
por Cavalcante [6], que modulagoes sobre superficies tém, em geral, melhor desempenho
do que as suas modulagoes equivalentes no espaco Euclidiano. Por essa razao, quando
0 objetivo a ser alcancado na proposta de novas modulagoes é o melhor desempenho,
entao o estudo de modulagoes sobre superficies deve ser considerado.

De modo geral a drea referente ao ruido de um sinal s; é tomado como sendo o disco
aberto d,, (s;) de raio r; centrado no ponto s; € €2, de tal modo que d,, (s;) N, (s;) = 9,
para todo i # J.

Em um projeto de modulagao = sobre o espago métrico (£2,d) , o objetivo é otimizar
a utilizacao de €2, através de uma distribuicao dos sinais, de maneira que a soma das
dreas dos discos abertos d,, (s;), ¥;4s, (Z) seja maxima dada que a energia média da

constelagao de sinais seja mantida.

Definicao 4.0.1 Dados os projetos de modulacao =1 e Z5 com o mesmo nimero de
sinais sobre o espago métrico (2, d), diremos que a modulagdo =y, em relagdo =1, subes-

tima o espaco Q, se ¥; A5, (Zg) < ¥;A;,, (E1)-

Apesar da sua comprovada eficiéncia das modulacoes lineares, devemos saber que
essas modulagoes tendem a subestimar o espago métrico (£2,d), no sentido de nao uti-
lizar integralmente a sua drea. Em geral, nas modulagoes lineares, a projecao do ruido
no espacgo () restringe a modulagao a uma &drea particular, deixando de utilizar parte
significativa do espago €.

Considerando que o ruido atua numa area circular do espaco, a Figura 4.0.1 mostra
duas condicoes onde a modulacao subestima a drea do espaco.

Observe, na Figura 4.0.1, que as modulacoes a) e b) tém o mesmo nimero de sinais

e encontram-se sobre o mesmo espago €2, porém ¥; A5, (b) < ;A5 (a), logo em relagao

52
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a modulagdo em a), a drea do espago (2 é subestimada pela modula¢do em b). Na mo-
dulagéo nao-linear em c), note que ocorreu interferéncia entre os sinais sg e sq, condigao
geralmente evitada em projeto de modulacao, entao esta interferéncia é evitada diminu-
indo o raio 79 e ry como mostra a modulacao em d). Assim, ¥; 45, (d) < ¥;45, (c) e
novamente temos que, em relacdo modulagao em c) a drea do espago €2 é subestimada

pela modulacao em d).

M Sm

SH[

b) Modulagao nao-linear ¢) Modulagao nao-linear d) Modulagéo linear
Figura 4.0.1: Exemplos de modulagoes mostrando a subestimacao do espaco.

Observe, na Figura 4.0.1, que a drea total dos discos associados ao ruido, X;As,. (Z),
¢ sempre menor que a drea de (2, qualquer que seja a modulagao sobre €2, pois ¥; 4, (2)
é dada por discos que nao se interceptam, e portanto nao recobrem o espago €2, uma vez
que estamos considerando modulacoes com mais de um sinal.

Nas modulagoes m-QAMS o sinal s; da constelagao {s1,---,s,} pertence a regiao
de decisao R}, da particao U2, R}, sobre . Como o espago métrico (€2, d) munido da
partigio U, R, ¢ um espago de Hausdorff, entdo R, N R’ # @ e UL Rl = Q, e

portanto, a soma das dreas das regioes R; é igual a drea de (2, isto é,

onde Ap: & a drea da regiao Rg No campo das hipéteses, a modulacao m-QAMS
otimiza mzelhor a drea do espago métrico (2, d). Sob este aspecto podemos afirmar que
o desempenho da modulacao m-QAMS é superior & modulacao linear. Além do mais,
na modulacao QAMS temos mais liberdade de escolha da distribui¢ao dos sinais.

Os comentdrios acima mostram que devemos investir no desenvolvimento de projetos
de modulagoes QAMS’s. No entanto, vimos no Capitulo 3, que as modulacoes QAMS
encontram-se sobre superficies, em particular, estamos projetando uma QAMS sobre o
toro. Inicialmente, iremos utilizar um demodulador por verossimilhanca para testar a
eficiéncia da modulagao QAMS.



CAPITULO 4. PROJETOS DE DEMODULADORES 54

4.1 A Constelacao de Sinais de QAMS

No Capitulo 3 construimos um projeto topolégico de uma modulagao 5-QAMS sobre
o toro, composta por 5 regides quadrangulares, utilizando a Geometria Direferencial
para definir precisamente as regides de decisao dos sinais da modulagao (veja Figura
3.4.2). Obviamente que se trata de uma modulacdo para um constelacdo de 5 sinais.
Seja {so, s1, S2, S3, 84} a constelagdo de sinais utilizada nesta modulagao 5-QAMS, onde
s; € o sinal que se encontra na regiao de decisao D;.

De modo geral, o demodulador por verosimilhan¢a, no modelo planar II,, restringe
a drea da regido de decisao D; do sinal s;, a um circulo 9d,, (s;) de raio r; e centro
s; contido na regiao de decisao D;: quanto maior for o valor de r para uma energia
média constante, maior serd a eficiéncia de QAMS. Entao, o objetivo é maximizar r
para obter a modulacao QAMS mais eficiente. O fato de utilizar um circulo torna o
processo de célculo do sinal transmitido mais simples, pois nao se tém regioes circulares
e nao é possivel recobrir a regiao quadrangular de II, por circulos tangentes. Assim
a acao do demodulador por verosimilhanca resume-se em calcular a distancia entre o
sinal transmitido s; e o sinal recebido s, |5 — s;||, € comparar com r: se ||[S—s;|| <7 0
demodulador decidird que o sinal transmitido foi s;, caracterizando um acerto por parte
do decodificador; caso contrério, se || — s;|| > 7, entdo o decodificador decide que o

sinal enviado nao foi s;, 0 que caracteriza um erro de transmissao do sinal s;.

4.2 Constelagao de Sinais sobre II,

Apesar das regioes de decisao de uma modulacao QAMS sobre I, serem poligonais,
os lados das regioes de decisao nem sempre sao segmentos de retas. Na verdade, uma
regiao de decisao sobre I, ¢ quase sempre nao uniforme, uma vez que os lados do poligono
podem ser formados por qualquer tipo de curva diferencidvel. Entao o primeiro problema
a enfrentar é alocar os sinal s; na regiao D; de maneira que o disco §,, (s;) tenha o maior
raio r; possivel. Como as regioes de decisao D; de 5-QAMS no modelo da Figura 3.3.2
sao formados por segmentos de retas e arcos de circunferéncia, conseguimos, para cada
s;, determinar um disco 9, (s;). Neste caso, as coordenadas dos sinais de 5-QAMS, na

notagao de pontos flutuantes, sao dadas por
so = (5.099,3.778) , 51 = (2.505,5.099) , 55 = (1.183,2.504) , s3 = (3.78,1.18) , 54 = (0,0)
e os discos de cada sinal sao dados por:

57«0 (So) = 5r1 (81) = 57«2 (82) = 57"3 (83) = 50,93225 (80) € 5r4 (84) = 57r/2 (84) .



CAPITULO 4. PROJETOS DE DEMODULADORES 55

Observe, na Figura 4.2.1 a), a posicao das coordenadas dos pontos referentes aos sinais
de 5-QAMS no modelo planar IL,.

v U
21 ——¢
S0
[ ]
S2 D2 DO
[ ]
D; /
S3
D, *
S u
0 4 2n|
a) Constelagao de sinais em IT, b) Constelacdo de sinais em II;

Figura 4.2.1: Constelagao de sinais definidas nos modelos planar I, e espacial II..

4.3 Constelacao de Sinais sobre II.

Depois de definir a constelacao em II,, calculamos as coordenadas dos sinais e a
imagem dos discos 9, (s;) sobre II. pela parametrizacdo W(U). As coordenadas dos

sinais s, = W (s;), i = 0,---,4, no modelo espacial serdo utilizadas no processo de

i
demodulacao. Na Figura 4.2.1 b) podemos ver a posigao dos sinais da constelagao
definida no modelo espacial a partir do modelo planar a).

As coordenadas dos sinais dos projetos de modulacao na superficie toro se encontram
no Apéndice B. A seguir, vamos tratar da transmissao e processamento do sinal recebido

~

S.

4.4 O Modelo do Sistema

O modelo do sistema proposto para nossa andlise de desempenho é constituido pelo
modulador, canal e demodulador. Na modulagao, um sinal s; ¢ selecionado aleatoria-
mente, com igual probabilidade de escolha para todos os sinais da constelagao, para ser
transmitido pelo canal. Se a constelagao possui m sinais, entao a probabilidade de um
sinal qualquer se selecionado ¢ igual a 1/m, isto é, os sinais sdo equiprovaveis.

Na entrada do canal temos o sinal escolhido s; que durante a transmissao sofre
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a acao do ruido. O ruido pode ser caracterizado como informacoes indesejadas que
distorcem a informacao original e pode, até mesmo, ocasionar um erro no processo de
demodulacao. Desse ponto em diante assumimos que o canal seja sempre perturbado
pelo ruido Gaussiano branco aditivo (AWGN).

Logo apés o sinal s; passar pelo canal, o demodulador recebe o sinal ruidoso s; =
S; + ny, 0 qual é formado pelo sinal original s; somado ao ruido n,. Neste momento,
o demodulador ird decidir, através de uma regra de decisao, qual sinal foi enviado e,
ir4 associar o mesmo a um sinal s; da constelacao de sinais, a partir do sinal recebido
S; = 8; + ny, ou seja, o demodulador ird estimar s;, sendo que o sinal s; foi enviado e
retorna o sinal s;. Depois de passar por essas etapas, no final do processo comparamos
o sinal enviado s; e o sinal estimado pelo demodulador s;. Se ¢ = j, o demodulador
acertou na decisao, caso contrario, se ¢ # j ocorreu um erro. Na Figura 4.4.1, temos o

diagrama de blocos, onde temos os trés principais componentes do sistema.

Iy
S Canal =8+ Dy §
Modulador ——» AWGN ——»{ Demodulador ——»

Figura 4.4.1: Diagrama de blocos simplificado do canal do sistema de transmissao.

O erro acontece quando o sinal transmitido é diferente do sinal estimado. Se dois
sistemas fazem a mesma quantidade de transmissoes ()7 e a quantidade de erros Q).
cometidos de um deles é menor, entao o que cometeu menos erros serd melhor. Sendo
assim, quanto menor for a quantidade de erros, mais eficiente serd esse sistema. Logo,
a quantidade de erros ocorridos no sistema é de interesse, pois ird fornecer a medida de
desempenho do sistema chamada de probabilidade de erro p, € [0, 1], que é a razao entre

a quantidade de erros e a quantidade de transmissoes realizadas, assim

e
Qr

onde, (), é a quantidade de erros e ()1 é o total de transmissoes.

Pe

Portanto, se quisermos melhorar o desempenho de um sistema, devemos diminuir
sua p.. Antes de passarmos as simulagoes, é preciso entender o comportamento do ruido

branco e como este afeta constelagao de sinais.
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4.4.1 Influéncia do ruido AWGN na constelagao de sinais

Determinada a constelagao de sinais sobre o modelo planar e espacial, é necessério
estudar os efeitos que o ruido branco aditivo de natureza Gaussiana causa a essa conste-
lacao. Na Figura 4.4.2 temos a constelacao sob a agao do ruido branco no modelo planar

a) e espacial b) os quais correspondem aos sinais recebidos pelo demodulador.

27

0
a) Agao do ruido branco sobre II, b) Agao do ruido branco sobre II;

Figura 4.4.2: Ruido branco na constelagao de sinais sobre os modelos planar e espacial.

Na constelagao de sinais sobre os modelos II, e II. apresentadas na Figura 4.4.2, os
sinais recebidos estao concentrados em torno das coordenadas dos sinais, os quais repre-
sentam o resultado das transmissoes da constelacao de sinais em um meio perturbado
pelo ruido Gaussiano branco.

Ao analisar a distribuicao dos sinais recebidos sob a a¢ao do ruido Gaussiano branco,
no modelo planar a) da Figura 4.4.2, vemos que a regiao no plano onde hé ocorréncia de
sinais recebidos formam um circulo (representacao do ruido), por isso, para minimizar a
agao do ruido sobre o sistema, deve-se determinar o disco 4, (s;) C D;, tal que este seja
o maior possivel. Na Figura 4.4.2 tem-se a distribuicao desejada dos sinais no modelo
planar para cinco sinais, um para cada regiao, onde o sinal s; estd alocado no centro do
circulo contido na regiao D;, que é o procedimento de praxe. Contudo, nosso interesse
é verificar a acao do ruido branco sobre o modelo espacial.

No modelo espacial b) os sinais recebidos estao dispostos em forma de esfera, neste
caso, para minimizar a acao do ruido, devemos determinar a esfera de centro s; e raio
i, tal que 7; seja o maior possivel. De preferéncia r; tangente as curvas da regiao D..

O raio r; sera utilizado no processo de simulacao, pois com o valor do raio r; é possivel
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determinar a probabilidade de erro da regiao ¥ (D;) = D..
Outro modo de visualizar o comportamento do ruido sobre a constelagao é com

o auxilio do MATLAB. Por exemplo, realizando 1000 transmissoes do sinal sy para
diferentes valores da relagao sinal ruido (SNR - do inglés signal-to-noise ratio) sobre o

modelo planar. Os resultados das transmissoes sao vistos na Figura 4.4.3.

Efeito do ruido no sinal S, Efeito do ruido no sinal S,

27 — 2
Sinal ruidoso [ * e Sinal ruidoso
x S e x S
3m 2 e 3m 2
1) Tl
2 - .,', ' 2
IR ..
T ':.. i
B < P
S.-
| . us
2 “. 2 .
‘\
-~ -
0 72 T 3n/2 2 0 /2 T 37/2 2
SNR = -7 dB SNR =3 dB
Efeito do ruido no sinal S, Efeito do ruido no sinal S
27 27
Sinal ruidoso Sinal ruidoso
* S * S
3m 2 L 3m 2
2 2 .
T T o=
| us |
2 2
0 /2 ™ 37 /2 27 0 /2 ™ 37 /2 2

SNR =8dB SNR = 15dB

Figura 4.4.3: Representagao do ruido branco no plano.

Analisando a representacao do ruido branco na Figura 4.4.3 sobre o sinal s, podemos
observar que, conforme o valor da SNR aumenta, a concentracao dos sinais recebidos é

maior em torno do sinal sg, isto é, os sinais recebidos tendem a ficarem bem préximos
uns dos outros e em torno de sg.

O valor da SNR estd relacionado com a energia do sinal presente no canal. Se a
energia diminui, o valor da SNR diminui e isso, significa que os sinais tendem a ficar
muitos distantes do sinal enviado. Caso contrario, se a energia do sinal aumenta, a SNR,

aumenta e os sinais tendem a ficar, cada vez mais préximos, do sinal original. Para uma
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SNR de —7dB, conforme visto na Figura 4.4.3, os pontos estao bastante dispersos sobre
o modelo planar e podem ser facilmente confundidos com os outros sinais da constelacao.
Nesse caso, a quantidade de erros por parte do demodulador é maior e, consequentemente
a probabilidade de erro p. também. Do mesmo modo, para a SNR = 15dB, na Figura
4.4.3, a quantidade de erros é minima no processo de demodulagao, uma vez que, os
sinais estao préximos do sinal enviado. Neste caso, o valor da SNR permitird medir o
desempenho das modulagoes. Por exemplo, fixado um valor da SNR e efetuando certa
quantidade de transmissoes, pode-se contabilizar a quantidade de erros e calcular a p..

A fim de comparar os resultados das simulagoes fixamos um intervalo I = [a,b] dos
valores que a SNR ird assumir, onde a corresponde ao valor da SNR em que p, é préxima
de 0 e b corresponde ao valor da SNR em que p, é préxima de 1. Apds os comentéarios
sobre o modelo do sistema, representacao do ruido branco e a medida de desempenho,

passaremos agora as simulacoes e os resultados obtidos.

4.5 Simulacoes e Resultados

Voltando ao objetivo da Secao 4.4, devemos entao determinar a probabilidade de erro
pe do sistema de transmissao para um determinado valor fixo da relagao sinal ruido SNR
e para uma certa quantidade de transmissoes deste sinal. Antes de definir o simulador,
sao necessarios alguns conceitos que serao utilizados no processo de simulacao os quais
serao descritos a seguir.

Suponhamos que M7 seja a matriz de ordem m x 1, tal que a i-ésima linha de My
é composta por n. transmissoes de um sinal s; da constelacio A = {sg, 51, S2, 53, 54}
da modulacao 5-QAMS. Denominado My por matriz de transmissao, esta assume a

seguinte forma

S
np
2
np

My = . (4.1)

n
L T-m><1

A matriz My em (4.1) indica a transmissao de m blocos de ny sinais transmitidos,

o que corresponde a um total 7 de transmissoes, isto é,
Tr = mny. (4.2)

A quantidade de erros cometidos a cada ny transmissoes em todas as m linhas de
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My ird gerar a matriz de erros M, da forma

M, = , (4.3)

mx1

onde n! é a quantidade de erros a cada ny transmissoes na i-ésima linha de My. O erro
e

médio T, serd dado portanto pelo somatorio dos erros de cada linha de M., isto é,
mo i
n
T, = —lel <. (4.4)
m
Desse modo, a probabilidade de erro p, dos sinais transmitidos é dado por

mo g mo g
T. D e Me _ D e Me
- — - )
nr mnr Ty

Pe =

onde nr introduzido no denominador de T, em (4.4) é um fator de normalizacao.

4.6 Estimador/Receptor

Nesta secao o simulador serd descrito detalhadamente, analisado as melhores opcoes
para as escolhas de seus parametros e feito testes de validacoes e andlises de desempenho
da probabilidade de erro de transmissao através da modulacao 5-QAMS.

De modo geral, as implementagoes das modulagoes propostas neste trabalho, estao
baseadas nas rotinas computacionais de um algoritmo gerado por funcoes matemética
bem definidas. Evidentemente que dependendo da modulagao, este algoritmo pode sofrer
pequenas modificacoes. Mas basicamente as modulacoes forma implementadas através
do seguinte Algoritmo:

Algoritmo 4.6.1 Dado uma relagao de sinal ruido SNR. pertencente ao conjunto Pr_q ),
a curva de desempenho do sinal s € {sg, s1, S2, S3, 84} de uma modulagdo 5-QAMS do

toro, com probabilidade de erro p., serd obtido através do sequinte algoritmo:

Entrada:

L Pr_jqp = la,a+ As,a+2As,a + 3As, -+ ;a+ (n —2) As, ] ;
2. SNR = {a,a + As,a + 2As,a+ 3As, -+ ;a+ (n —2) As, b} ;
3. Mp = [n%,n%,...,n%--' ,n?}T e s € SNR;

4. 1<i<memeZ;

5. ny — {¥ (s}, heZ.
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Saida:

1. Distancia Euclidiana d;= ||5 — s
2. M, = [ni,ng,...,ni,u' ,n';”]T

3.p= T—IT S ni para cada s € SNR;
4. Curva de desenpenho: {(s,p) € SNR xp.}.

)

O diagrama simplificado do Algoritmo 4.6.1 é apresentado na Figura 4.6.1. No bloco
de entrada declaramos os parametros: o intervalo I = [a,b], o incremento As, o nimero
de linhas m da matriz M, o niimero de transmissoes ny por linhas de Mr, os raio r; da
esferas S; da regiao de decisao do sinal ¥ (s;), 7 = 0,1, - , 4. Definido o conjunto SNR é
criada a matriz de transmissao e iniciam-se as transmissoes com o valor da SNR = a. Na
saida do bloco de transmissao, temos a matriz de erros que serd utilizada para calcular
Pe- Se SNR # b, a serd incrementado As, e novamente efetuamos as transmissoes para

SNR = a + As e repetimos o processo até SNR = b.

< Inicio ————> Entradas: I=[a,b), > Criar My
As, m e np

v M1

I remienie L5 My » Transmissoes

em SNR

- ¢ M,

Probabilidade de
erro pe

Figura 4.6.1: Fluxograma do Algoritmo 4.6.1.

A cada valor da SNR no bloco de transmissoes da Figura 4.6.1, o simulador realiza
um conjunto de tarefas as quais serao descritas a seguir.

Inicialmente, serd selecionado um sinal s; da constelacdo A = {sg, 2, -, Sk_1}-
Escolhido s;, serd introduzido o ruido AWGN a taxa de SNR dB gerando assim o sinal
ruidoso 5. Com o sinal ruidoso calculamos todas as disténcias entre ele e os demais sinais

da constelagao, sendo assim

A= 5= sl = /S0, Gy — i) i = 0,00 k=1,

isto, d; é a distancia Euclidiana entre o sinal 5 e o sinal s;.

Dentre o conjunto das distancias, a de interesse é a menor, chamada distancia minima
dmin, pois serd utilizada para determinar o sinal da constelagdo mais préximo de s. Ao
determinar o sinal da constelacao mais préximo do sinal recebido, suponhamos que seja

s;, teremos duas situagoes, ou dmin < 7 OU dmin > 75, onde r; € o raio da esfera da regiao
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de decisao D; no modelo espacial. Se dmin < 7, 0 simulador decide que o sinal enviado
foi s;. No final comparamos o sinal enviado s; com o sinal s; decidido pelo demodulador,
caso 7 # j ou dmin > 7; contabilizamos um erro, se i = j o demodulador acertou. Os
passos que comecgam na selecao do sinal até o erro ou acerto por parte do demodulador
¢ contabilizado como 1 transmissao. Neste processo de demodulagao, o sinal recebido 5
é associado a um elemento da constelacao de sinais A = {so, s2, -+, sx_1}, isto é, para
k possiveis escolhas de transmissao, tem-se k£ possiveis escolhas de decisao. Neste caso,
diz-se que utilizamos a demodulagao por decisao abrupta.

Na linha I, | = 1,---,m, de My, apés np transmissoes, a quantidade de erros
cometidos é armazenada na [-ésima linha da matriz de erros, repetimos até [ = m.
Depois de efetuarmos as mnq transmissoes, obtemos M,. A partir da matriz de erros M,
calculamos a probabilidade de erro p, para o valor da SNR dado no inicio da simulacao.

Inicialmente, o simulador deve analisar qual a melhor opg¢ao de escolha dos seguintes
parametros: o intervalo fechado I = [a,b] no qual a SNR ird assumir os seus valores, o
incremento ou intervalo da partigao As, o niimero de linhas m da matriz de transmissao
M, o nimero de transmissoes feitas em cada linha [ de My, ny, os raios r;’s das esferas
das regioes de decisao e as coordenadas dos sinais s;’s no modelo espacial de T'= ¥ (U).

Apés alguns testes iniciais do simulador chegamos & conclusao de que o intervalo
I = [-5,15], com incremento de As = 0,1, produz as 201 amostras para a SNR com
valores assumidos no seguinte conjunto de nimeros reais representados com a notagao

de ponto flutuante:
SNR = {—5,-4.9,—4.8,—4.7,--- ,14.7,14.8,14.9, 15} .

Os parametros que deram uma curva com grau de suavidade satisfatoria, sem com-

prometer o tempo de processamento do simulador foram m = 100 e ny = 300.

Transmissoes ¥
Inicio das _ S; Fritila =541y :

A

Ci=Ci+1

transmissoes ~

nao
Gerar M, sim C;=m | nTzo,C r;é::CCgi elszo sim nao

Figura 4.6.2: Diagrama de blocos do processo de transmissao.
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O processo que inicia com a determinagao da SNR e termina com o cédlculo de p,, serd
realizado para todos os 201 valores do intervalo I = [—5, 15]. No final do processo depois
de efetuadas todas as transmissoes é exibido um gréfico que mostra a probabilidade de
erro em fungao do valor da SNR.

Na Figura 4.6.2, temos o diagrama do processo de transmissoes correspondente ao
bloco de transmissoes da Figura 4.6.1, no qual a entrada é Mr e cuja saida é M,. O
contador (] ird contar o nimero de transmissoes ny, Cy contard os erros a cada nyp
transmissoes e C3 corresponde a linha [ e percorrerd as m linhas de Mp. Todos serao
incrementados de 1 unidade a cada passagem por esses contadores.

Por exemplo, vamos efetuar uma simulagao com os seguintes pardmetros: m = 5,

ny = 100 e SNR = —10. Dessa forma, temos que a matriz de transmissao é dada por

100
100
My =] 100
100
100

L 4 5x1

Ap6s as 5 x 100 transmissoes a matriz de erros para SNR = —10 foi

97
90
M. =] 92
95
80

L 4 5x1

A probabilidade de erro desta simulagao para a SNR = —10 serd igual a

~97+90+92+95+ 80
- 5 x 100

Pe = 0,908,

portanto, a p. = 0,908 ou 90,8% para os parametros SNR = —10, m = 5 e ny = 100.

Em seguida iremos analisar o desempenho das modulagoes propostas no Capitulo 3.

4.6.1 Projeto I

A implementacao da modulacao 5-QAMS serd realizada a partir de dois projetos
construidos no Capitulo 3. O modelo planar do Projeto I da Secao 3.4, é formado por
quatro regides congruentes e uma diferente, compostas de curvas elipticas e lineares (seg-
mentos de retas). O Projeto II da Subsecao 3.7.1 é topologicamente igual ao Projeto I,

porém, é construido a partir de curvas parabdlicas e lineares. Lembramos que o objetivo



CAPITULO 4. PROJETOS DE DEMODULADORES 64

do Projeto II era obter um projeto de modulacao sobre um espaco de sinais geometrica-
mente uniforme sobre o espaco métrico (7', d), no modelo planar de 7. Obviamente que
o modelo espacial nem sempre preserva a uniformidade vinda do modelo planar, mas
aproxima-se do modelo uniforme.

O intervalo I = [—5,15] serd considerado o campo de acdo da relagao sinal ruido.
Neste caso iremos verificar o comportamento de uma modulagao 5-QAMS sobre o toro
sob efeito do ruido Gaussiano branco aditivo no intervalo de —5dB a —15dB. Adotare-
mos a particao de I de incremento As = 0,1. Para cada sinal s; das constelagao
Ay = {s{, s1, 85, s, 54} e cada valor da SNR contida no intervalo I (s@o 201 amostras),
serao estimados 300 transmissoes de s;, 100 vezes. Com esses dados relativamente pe-
quenos para um simulador obtivemos resultados satisfatérios como serao visto a seguir.

a) SNR x Probabilidade de erro b) SNR x Probabilidade de erro

-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
SNR (dB) SNR (dB)

c) SNR x Probabilidade de erro d) SNR x Probabilidade de erro

-5 0 5 10 15
SNR (dB) SNR (dB)

Figura 4.6.3: Simulagao da probabilidade de erro de transmissao do Projeto I.

A simulacao serd realizada individualmente para cada sinal, pois o objetivo é estimar

isoladamente a probabilidade de erro de transmissao em um canal que assume os 201
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valores de SNR pertencente ao intervalo I = [—5, 15].

Sob as condi¢oes acima foi implementado no Matlab, via Algoritmo 4.6.1, o simulador
referente ao Projeto 1. Os gréficos das simulagoes dos sinais do Projeto I sao vistos na
Figura 4.6.3.

O grafico a) da Figura 4.6.3 mostra as duas curvas de desempenhos resultantes da
transmissao dos sinais s e s,. Lembramos que s; e s, sao as coordenadas sobre o toro e
as suas respectivas regioes de decisao Dy, e D}, estao restritas as esferas centradas s; e s5.
Como as curvas de desempenhos sao iguais, as probabilidades de erros de transmissao
de s e s sdo iguais. Este resultado era esperado uma vez que as regioes D} e D sdo
congruentes (veja o modelo espacial do mergulho de K5 na Figura 3.4.2). Mostramos
entao que o simulador estd coerente com os resultados esperados o que comprova a sua
validacao.

A analise do gréfico b) da Figura 4.6.3 mostra conclusoes anslogas para os sinais s} e
s4, isto é, as probabilidades de erros de transmissao de s} e s5 sdo iguais, pois, novamente,
vem de regioes de decisao D] e Dj congruentes. Por outro lado, nao podemos concluir
ainda que a probabilidade de erro de s} e s§ é menor ou igual a de s;, e s5. Esta condigao
serd analisada posteriormente.

A curva da probabilidade de erro de transmissao sinal s, é apresentada em c¢). Por
dltimo, no grifico d) da Figura 4.6.3, mostramos as curvas das probabilidades de erros
dos sinais sg, $1 € s4, bem como a simulacao simultdnea dos sinais da constelagao com

o objetivo de compararmos as probabilidades de erros. A conclusao é que

Pe (54) < pe (51) = pe (s5) < pe (55) = pe () -

Com isto, o sinal o sinal s é o que erra menos na transmissao através da modulagao
5-QAMS do Projeto I e os sinais s; e s, sdo os que erram mais. Logo, em relacao a
probabilidade de erros de transmissao de sinais, podemos afirmar que o projeto para s
¢ mais eficiente do que os projetos de s; e s3, e estes sao mais eficientes do os projetos

/ /
de s e s5.

Observagao 4.6.2 A média das probabilidades de erros ird fornecer a eficiéncia da
modulagao 5-QAMS do Projeto I. A eficiéncia mdxrima é atingida quando se tem um

projeto do tipo espago de sinais do tipo geometricamente uniforme.

O préximo projeto de modulagao 5-QAMS analisado tem o modelo planar uniforme
em relacao a drea. Queremos verificar o desempenho desse novo projeto e comparar com

o Projeto L.
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4.6.2 Projeto 11

Seja Ay = {wy), w', wh, ws, wy} a constelacdo de sinais para a modulacdo 5-QAMS do
Projetos II, correspondente & Figura 4.6.5. Neste, o modelo planar é formado por regices
de dreas iguais, portanto ¢ uniforme em relagao a drea. Utilizando as medidas do raio
das esferas relativas as regices de decisao da modulacao 5-QAMS dos Projetos I e 1II,
do Apéndice B, chegamos a conclusao que o Projeto II aproxima-se mais do projeto de

modulagao uniforme, do que o Projeto I.

Proposigao 4.6.3 A modula¢ao 5-QAMS wvinda do Projeto II é mais eficiente do que
a modula¢do 5-QAMS wvinda do Projeto I

Demonstragao. Utilizando a Observagao 4.6.2 devemos mostrar que a probabili-
dade de erro médio da modulacao 5-QAMS do Projeto II é maior do que a do Projeto
I. De fato, a media das probabilidades de erro depende da &rea dos discos 0., (s;) das
regioes de decisao dos sinais da constelacao. Os raios r;’s das regioes de decisao dos
Projetos I e II sdo dados no Apéndice B. Assim, a média das dreas dos discos 0., (s;)

dos Projetos I e II sao dadas por

(0.901)* m + (1.227)* m + (0.901)* 7 + (1.227)* 7w + (1.414)* 7
5

M, = = 4.168,

2 2 2 2 2
_ , 1.32 . 1.32 1.292
M2:(0983)w+( 39)7r—|—(09853)7r+( 320y m+ (1292)°7w _ oo

Como M, > M, segue que o Projeto II aproxima-se mais do projeto de modulacio

uniforme, do que o Projeto 1. [

Na Figura 4.6.4, sao apresentados os resultados da simulacao do Projeto II que
atendem as mesmas condi¢Oes nas quais o Projeto I foi submetido. O nosso objetivo
principal neste processo de simulacao é mostrar que dois pares de sinais apresentam
probabilidades de erros iguais, como a exemplo do par de sinais wy e wy e dos sinais
wy e ws. No grafico d) podemos observar somente a probabilidade de erro de um dos
pares, quando estes sao iguais. Sendo assim, somente as curvas relativas aos sinais wy,
w1 € wy sao observadas no gréfico d) da Figura 4.6.4. A curva P2 representa a média
das probabilidades de erro dos cinco sinais da constelacao da modulacao 5-QAMS do
Projeto II.

Os gréficos a), b) e ¢) das Figuras 4.6.5 e 4.6.4 sdo praticamente idénticas, mas do
grafico d) comprovamos que ha uma diferencga nas curvas. Observe que as curvas de d)
do Projeto I estdao mais afastadas uma da outra do que as curvas de d) no Projeto II.

Isto significa que o Projeto II aproxima-se mais do projeto de sinais geometricamente



CAPITULO 4. PROJETOS DE DEMODULADORES 67

uniforme confirmando o que foi mostrado na Proposicao 4.6.3. Esta é uma maneira de
observar diretamente dos grificos das curvas de desempenhos quando um projeto de

modulagao aproxima-se do espago de sinais do tipo geometricamente uniforme.

a) SNR x Probabilidade de erro b) SNR x Probabilidade de erro

-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
SNR (dB) SNR (dB)

c) SNR x Probabilidade de erro d) SNR x Probabilidade de erro

15 15

SNR (dB)

Figura 4.6.4: Simulagao da probabilidade de erro de transmissao de sinais da constelagao
5-QAMS do Projeto II.

Para efeito de comparagao individual do sinal, apresentamos, nos gréficos a), b) e c)
da Figura 4.6.5 as probabilidades de erros dos pares de sinais (sg,wp) , ($1,w1) € (84, ws) ,
onde s; € Ay e w; € Ay. O grifico d) mostram as curvas de desempenhos P1 e P2 dos
projetos Projetos I e II, respectivamente.

Dos gréficos a) e b) da Figura 4.6.5 comprova-se que o desempenho individual dos
sinais w; é superior ao desempenho do sinal s;, para todo i € {0, 1,2,3}, pois a p, (w;) <
Pe (8;) . Por razdes andlogas concluimos no grafico ¢) da Figura 4.6.5 que o desempenho
de s, € superior ao de wy. O que ocorreu foi a seguinte compensacao: as regioes de

decisao dos sinais sg, S1, S2 € s3 cederam espago para os respectivas regioes de decisao
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dos sinais wy, w1, we € w3, enquanto a regiao de decisao de s, ganhou espaco em relagao a
regiao de decisao de wy, € como consequéncia o Projeto II aproximou-se mais do projeto
uniformemente geométrico do que o Projeto I. Este ganho é confirmado no gréfico d) da
Figura 4.6.5. Veja que a probabilidade de erro médio P2 é menor do que a probabilidade
de erro médio de P1 em todos os pontos do dominio onde a SNR estd definida. Entenda
que o grafico d) mostra o desempenho, de fato, das modulagoes dos Projetos I e II. Nao

devemos confundir com o desempenho individual dos sinais dos graficos a), b) e c).

b) Probabilidade de erro s, e ®

a) Probabilidade de erro sinal Sy © 0y 1 1

-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
SNR (dB) SNR (dB)

©) Probabilidade de erro s, & ©, d) SNR x Probabilidade de erro de P1 e P2

P1
P2

15 -5 0 5 10 15
SNR (dB) SNR (dB)

Figura 4.6.5: Probabilidade de erro dos Projetos I e II.

A questao é, poderiamos melhorar ainda o desempenho da modulagao QAMS a partir
de um modelo pré-fixado? Veremos a seguir que ainda é possivel desde que a QAMS

nao esteja nas condigoes de geometricamente uniforme.



CAPITULO 4. PROJETOS DE DEMODULADORES 69

4.7 Demodulacao por Decisao Suave

Nas simulacoes realizadas para os Projetos I e II utilizamos a decisao abrupta no
processo de demodulacao, isto é, o sinal recebido s é decidido por algum sinal s, per-
tencente a constelagao de sinais {s, s, 5, 55, 84 }. A demodulacao por decisao abrupta,
devido a sua facilidade de implementacao e execucgao, é utilizada pela maioria dos sis-
temas de comunicacao. No entanto, alguns sistemas fazem uso da demodulagao por
decisao suave, que apesar de ser mais complexa de implementar e executar, este tipo de
demodulacao oferece significativas melhorias no desempenho do sistema quando com-
parada com a demodulacao por decisao abrupta. Por esse motivo, com o objetivo de
melhorar o desempenho da modulacao 5-QQAMS sobre o toro, optamos por utilizar a
demodulacao por decisao suave, mas antes disso, construimos um modelo planar para

decisao suave.

4.7.1 Projeto de quantizagao de nivel 2

Sistemas de transmissao de dados utilizam quantizadores até de nivel 8, o qual fornece
o maior desempenho obtido até até entao por um quantizador. Sabe-se que com o uso de
um quantizador de nivel 8 chega-se a ganhar 2 dB na relagao sinal ruido. Para efeito de
simplificacao de implementagao construimos um quantizador de nivel 2 sobre o Projeto

IT. Neste caso, o canal quantizado assume a forma da Figura 4.7.1.

o So0 = 0000

so = 000 so1 = 0001
S10 = 0010

s; = 001 \,‘:&;'4': s;; = 0011
o = 010 €SS 50 = 0100
2 $o1 = 0101
S30 = 0110

53 = 011 S31 = 0111
- S40 = 1000

s = 100 sy = 1001

Figura 4.7.1: Canal Cj 10 [10, 5] quantizado de nivel 2.

Os indices 5 e 10 em Cs 14 [10,5] indicam as respectivas quantidades de elementos

dos alfabetos 5-drio A = {sg, s1, $2, S3, 84} de entrada do canal e do alfabeto 10-ario da
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saida do canal

B = {500> 501, 5105 S11, 520, $21, 830, 31, S40, 541}-

O colchete [10,5] indica que cada deg (v) = 10, se v € A, e deg(w) = 5, se w € B,
onde A e B sao os conjuntos de vértices do grafo completo biparticionado K319 {A, B} .
Estamos considerando que s; e s;; sao coordenadas do toro.

O objetivo do projeto de quantizador sobre o modelo planar do Projeto II, é dividir
cada regiao de decisao D; em duas subregioes D;y e D;;. Devido a praticidade de
se trabalhar com regioes do tipo discos esta subdivisao consiste em obter dois discos
Djy e D;; sobre a regiao D; de maneira que Dy U D;j; = {p},p € T, e DijpN D;; =
J, isto é, as circunferéncias das fronteiras de D;y e D;; sao tangentes. Além disso, o
propésito é maximizar as areas de D;g e D;;. Porém, observamos que numa regiao D;
nao uniforme, nem sempre esta é a melhor opcao para maximizar a drea ocupada por
D;p e D;;. Resolvemos entao analisar a condigao em que D;p N D;; # &. Como Dy e
D;; estao contidos em D;, faz sentido que todo sinal recebido s seja decidido por s; caso
s € D;oU D;;. Ap6s algumas experiéncias chegamos a conclusdo de que o projeto do

Modelo III da Figura 4.7.2 aproxima-se desse projeto maximo que estamos procurando.

Av Modelo I U Av Modelo II U Av Modelo III {5
21 21 21
S
S02 802. 02‘
0 2nl o (0 o] o0 0 o]

Figura 4.7.2: Modelos planares com distintos modos de escolher os sinais jig€ ftye na

regiao de decisao Dy.

Vimos na Secao 4.6.2 que no Projeto 11, as regioes Dy, D1, Dy e D3 sao congruente,
entao é suficiente resolver o problema para uma regiao. Em particular, tomemos a regiao
Dy e fagcamos alguns testes como mostrado na Figura 4.7.2. Observe que a medida que
a intersecdo de Dy e Dy diminui, a drea de Dy — (D;o U D;;) diminui e a drea de
Doo U Dg; aumenta; sendo assim, estamos maximizando a drea de Dyy U Dgq, que é o
nosso objetivo. Pode-se provar através de cdlculos elementares que esta afirmacao é

verdadeira. A Figura 4.7.2 é somente para ilustrar esta situagao. O projeto do Modelo
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IIT aproxima-se da solugao méxima, nao estamos afirmando que é a solu¢ao méxima,
mas vamos utilizé-lo.

Por se tratar de uma regiao quadrangular, o processo de quantizagao da regiao Dy
em nivel 2, nao ¢é vidvel, é melhor nao aplicar esse processo nesta regiao. Portanto, o

quantizador nao ird operar somente na regiao Dy.

4.7.2 Projeto III

O modelo planar do Projeto III é uniforme em relacao a drea. Neste modelo, cada
regiao de decisao terd dois sinais, exceto a regiao Dy, ou seja, i1, o € Di, 1 =0,1,2,3
e tiy; € Dy. O modelo planar do Projeto III com a constelacao de sinais definida sobre

esse é apresentado na Figura 4.7.3.

Figura 4.7.3: Modelo planar do Projeto III .

Uma vez construido o modelo planar do projeto I, procedemos de modo andlogo aos
Projetos I e I1, isto é, a partir desse projeto construimos o modelo espacial equivalente,
calculamos as coordenadas dos sinais f1,; sobre T', e também os raios 7;; das esferas nas
regioes D;. As coordenadas dos sinais em II, e II., e também, dos raios das esfera em
I1. estao no Apéndice B. Agora, passaremos ao processo de demodulacao por decisao
suave sobre II. do Projeto III.

Na demodulacao, um sinal s € A é transmitido, o demodulador recebe s, e para todo
i€40,1,2,3,4}, j € {0,1}, calcula a distancia euclidiana entre s e s;;. Se

|[5— sijl| < mij

entao o demodulador decide que o sinal transmitido foi s;. Se s; = s, é porque ocorreu
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, @ SNRx Probabilidade de erro sinal o, e , b) SNR x Probabilidade de erro de P1, P2 e P3
10 . 10 ‘ ‘ :
107} 107"}
a® 107} 0® 107}
107} 107°}
10° ‘ ‘ ‘ 107" ‘ ‘ ‘
-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
SNR (dB) SNR (dB)

Figura 4.7.4: Gréficos da probabilidade de erro do Projeto I, 1I e III.

um acerto no processo de transmissao do sinas s, caso contririo, houve um erro por
parte do demodulador.

Nas simulagoes realizadas para o Projeto III, utilizamos a decisao suave. A Figura
4.7.4 mostra os graficos das simulagoes do Projeto III para o sinal j,, e também, para
todos os sinais da constelagao.

No grafico a) da Figura 4.7.4, comparamos a probabilidade de erro do sinal wg e i,
como se pode comprovar a probabilidade de erro do sinal y, é inferior ao do sinal wy,
ou seja, pe (wo) < pe (14y)- No grafico b), mostra a probabilidade erro dos Projetos I, II
e III, onde constatamos que a demodulagao por decisao suave é melhor, pois p, (P3) <
Pe (P2) < p. (P1).
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4.8 Consideracoes

Nesse capitulo, o objetivo foi analisar o desempenho de uma modulacao QAMS
independente do projeto de modulagao ser uniforme ou nao, haja vista a dificuldade
de obter um modelo espacial uniforme discutidos no Capitulo 3. Como nao foi possivel
obter um projeto de modulagdo uniforme para 5-QAMS sobre o toro, optamos por
realizar nossas simulacoes com os projetos de modulagao nao uniformes construidos no
Capitulo 3.

Os resultados obtidos foram satisfatérios, pois dado um valor para a SNR mostramos
que é possivel analisar o desempenho de uma modulacao 5-QAMS sobre o toro, calculando-
se a probabilidade de erro p., em outras palavras, mostramos que a andlise de desem-
penho é possivel de ser realizada.

O método de andlise de desempenho da modulagao 5-QAMS permitiu comparar
projetos distintos da mesma modulacao, por exemplo, comparando os desempenhos dos
Projetos I e II na Figura 4.6.5 sobre as mesmas condicoes, concluimos que o Projeto
II é de melhor porque seu modelo espacial é mais uniforme. Dessa forma, concluimos
que quanto mais uniforme for o projeto de modulacao, melhor sera seu desempenho, por
isso, o projeto do tipo e.s.g.u. é o melhor e o desejado em qualquer modulagao.

As simulagoes feitas sobre o modelo espacial do toro nao se restringem a esse tipo de
superficie. Os métodos de andlise de desempenho da modulacao QAMS podem ser feitos
para qualquer projeto de modulacao QAMS, basta seguir os procedimentos aplicados aos
projetos de modulacao sobre o toro.

Por fim, propomos uma maneira de melhorar o desempenho das modulagoes, de-
modulacao por decisao suave, a partir de um projeto existente sem a necessidade de

distribuir as dreas das regioes de decisao.



Capitulo

Modulacoes QAMS Uniforme Sobre o Toro

As modulagoes do tipo espago de sinais geometricamente uniforme, por apresentar menor
complexidade de célculo e menor probabilidade de erro médio, sao as mais requeridas
em projetos de modulacao. Por esse motivo, iremos mostrar que existem modulacoes
QAMS do tipo geometricamente uniforme sobre o toro, para uma constelacao de m sinais.
Veremos ainda que existe uma modulagao QAMS do tipo geometricamente uniforme
sobre o toro vindo do mergulho do grafo completo K.

Na Secao 3.7, construimos uma modulagao 5-QAMS uniforme em relagao a drea sobre
o modelo planar do toro. No modelo espacial dessa modulacao QAMS mostramos que,
apresar do modelo planar ser uniforme, o modelo espacial nao preserva a uniformidade,
ou seja, mesmo que o modelo planar do projeto de modulacao QAMS seja uniforme,
nao hd como garantir essa uniformidade no modelo espacial. A partir das conclusoes
obtidas, chegamos a seguinte questao: existe uma modulacao QAMS uniforme sobre o
toro?

Neste capitulo, vamos estudar as possibilidades de particao do toro em regioes con-

gruentes e verificar a existéncia de uma modulacao QAMS uniforme sobre o mesmo.

5.1 Modulacao m-QAMS Uniforme sobre a Geodésica

Maxima do Toro

Analisando a forma geométrica do toro, percebemos que é possivel particioné-lo em
regioes congruentes. Seja T (a,b) um toro de raios a e b, b > a, centrado na origem
do plano cartesiano tridimensional, conforme o esquema apresentado na Figura 5.1.1
a). Se C'(0,7) é a circunferéncia de raio r e centro na origem 0 = (0,0,0), entdo \; =

C(0,b—a) e \y = C(0,b+ a) serao denominadas de geodésicas minima e maxima do

74
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toro respectivamente. Tomemos m semiplanos planos ortogonais a R?, Ily, IT;, - -+ ,II,,,_;
limitados pelo eixo z e que dividem a circunferéncia A; em m arcos congruentes de acordo
com a construgao mostrada na Figura 5.1.1 a), para uma particular divisdo em 4 regioes

congruentes.

a) Divisao da geodésica A; em 4 arcos b) Parti¢do do toro em 4 regides

Figura 5.1.1: Particao do toro em 4 regides congruentes pelos semiplanos ortogonais
Ho, Hl; H2 e H3.

Sendo assim, o toro é dividido em m regioes toroidais tubulares. Se considerarmos
estas como sendo regioes de Voronoi de uma constelagao de m sinais sobre o toro, estas
nao seriam 2-células. Porém, se quisermos projetar uma modulagao m-QAMS sobre a
partigao b) do toro da Figura 5.1.1 as quatro regides tubulares devem ser transformadas

em duas células.

Figura 5.1.2: Grafo G (m,2m) da modulacao QAMS uniforme sobre 7'
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Para construir um mergulho de 2-células, consideremos o grafo G (m,2m) definido
sobre o conjunto de vértices {p; € T,i =0,1,--- ;m — 1} tal que p; = A\;NII; e 2m arcos,
sendo m arcos de \; e os m lagos n;, tal que n; = II; N 7. Ou seja, o grado G é da forma
ilustrada na Figura 5.1.2.

Sendo assim grafo G sobre T (a, b) define um mergulho uniforme de 2-células
G — T (a,b) =mRy,m > 2. (5.1)
Neste caso, a coordenada do vértice p; de G sobre T é dada por
pi = (b—a) (cos (2wi/m) ,sin (2wi/m) ,0), i € {0,1,--- ,m — 1}. (5.2)

Definicao 5.1.1 Seja A = {s},s}, - ,s),_,} o conjunto de m sinais sobre o toro

definidos pelas coordenadas
s;=(b+a)(cos((2i+1)7/m),sin ((2i + 1) 7/m),0), i € {0,1,--- ,m—1}. (5.3)

Chamaremos de modulacao m-QAMS uniforme sobre a geodésica méxima Ay do toro,
MUGMT, a modulagao sobre T cujas regioes de decisao sao as m regioes de 2-células

da particao do mergulho de G (m,2m) da Figura 5.1.1.

Veja que o conjunto de m sinais s;, ¢ = 0,1,--- ,m — 1, definidos pela equacao (5.3),
encontram-se sobre a geodésica s, no ponto médio dos arcos definido pelos pontos p;.

Pela Segao 3.4, o projeto de uma modulagao m-QAMS sobre o toro é a imagem,
dada pela aplicacdo ¥ definida em (3.5),do modelo planar do mergulho II, do grafo
G (m,2m). Sendo assim, as coordenadas dos vértices v;’s do modelo planar II, para

uma MUGMT qualquer sao dadas por
v; = 2mi/m,m), i € {0,1,--+ ,m— 1}, (5.4)
e as coordenadas dos sinais s;’s sao dadas por
s;i=(2j+1)7/m,0), j€{0,1,--- ,m—1}. (5.5)

Neste caso, U (v;) = p; e ¥ (s;) = s encontram-se sobre o toro 17" (a,b),a=1e b= 3.
Os modelos planar e espacial do projeto geométrico da modulacao uniforme sobre
geodésica maxima do toro, MUGMT, projetado com o recursos computacionais tridi-
mensionais do software Mathematica, para uma constelacao de 4 sinais , isto é, uma
modulacao do tipo 4-QAMS uniforme, sao ilustrados na Figura 5.1.3. As 4 regioes de
decisao da modulacao MUGMT, sao formadas por regices tubulares congruentes. Elas
foram destacadas, usando a aplicagao de translagao, para se ter uma maior visao do seu

formato.
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0 n/2 & 3m/2 2%

a) Modelo planar MUGMT para 4 sinais

Figura 5.1.3: Modelos planar e espacial de MUGMT para 4 sinais.

A Figura 5.1.3 a) mostra o modelo planar II, sobre o toro correspondente ao mergulho
do grafo G (4, 8) da Figura 5.1.2. Os vértices vy v; v2 € v3 que estdo sobre a curva v = 7
corresponde a geodésica \; e 0s sinais sy s; Sp € S3 sobre a curva v = 0 corresponde a
geodésica .

O modelo espacial II. de MUGMT para 4 sinais é ilustrado na Figura 5.1.3 b).
Neste, destacamos as regioes de decisao Dy, D, D} e Dj5. Observamos que as regioes
de decisao apesar de estarem na forma tubular, estas sao de 2-células uma vez que o
bordo nao faz parte da regiao. Por exemplo, a regiao R = (0011) é o conjunto dos
pontos interiores, obviamente que os lados de R}, os quais compdem o bordo 9 (R}) de
R}, pertencem ao grafo G, porém, nao fazem parte de R}. Em ambos os modelos, todas
as regioes sao congruentes. As coordenadas dos vértices e dos sinais de II, estabelecidas
nas igualdades (5.4) e (5.5), e também, de II. determinadas nas igualdades (5.2) e (5.3)

sao as relacionadas na Tabela 5.1.1.

i U; U(v;) S; U(s;)

0 (0,7) (4,0,0) (7/4,0) (2v/2,2v2,0)

1| (7/2,m) | (0,4,0) | (37/4,0) | (—2v/2,2v2,0)
2 () (—4,0,0) | (57/4,0) | (—2v2,—2v/2,0)
3| (3w/2,m) | (0,—4,0) | (77/4,0) | (2v2,-2V2,0)

Tabela 5.1.1: Coordenadas dos pontos v;, s;, ¥(v;) e ¥(s;) para m = 4.
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Observamos que as coordenadas dos sinais g, s}, s5 € sj na 4% coluna da Tabela 5.1.1

encontram-se nos centros das respectivas regioes Dy, D7, D) e D} sobre a geodésica \s.

5.2 Modulagao 2m-QAMS Uniforme sobre Curvas Pa-

ralelas do Toro

Na Secao 5.1, mostramos uma maneira de particionar o toro em regioes congruentes
por semiplanos ortogonais. Além dessa maneira, existe outro modo de dividir o toro em
regices congruentes. Para isso, utilizaremos um plano II para seccionar o toro conforme
descrito a seguir.

Consideremos o plano IT passando pela origem (0,0,0) e definido pelas condigoes:
z,y € Rez=0. O plano II divide o toro T (a,b) em duas regides congruentes como

ilustra a Figura 5.2.1. Fixaremos duas curvas do toro através da seguinte

Definig¢ao 5.2.1 Seja C (a,r) a circunferéncia de raio r paralela ao plano 11 centrada
no ponto (0,0,a), denominaremos de curvas paralelas do toro, denotadas por A3 e A4,

as curvas dadas pelas circunferéncias do toro A3 = C (a,b) e Ay = C' (—a,b).

Observe que as duas curvas paralelas \3 e A4 sao tnicas, como também as geodésicas

minima \; e a geodésica maxima As.

Figura 5.2.1: Divisao do toro em duas regioes congruentes pelo plano II.

Na Figura 5.2.1 a) s@o mostrados o plano II seccionando o toro 7' em duas regioes
congruentes: a ’calota’ superior, regiao Th, que contém a curva Az, ilustrada em b) e a
‘calota’ inferior, regiao T\, que contem a curva A4, mostrada em c).

Aplicando a mesma particao para m regioes sobre T, definida na Se¢ao 5.1, as regices
T\, e Ty,sao divididas em m regides congruentes e, assim, obtemos uma particao do

toro com 2m regides congruentes. Consequentemente, dado um 7" (a, b) seccionado pelo
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plano II contendo a geodésica maxima A, e seccionados pelos m planos ortogonais II7"
definidos na Secao 5.1 obtemos uma particao em 2m regioes congruentes. Observe que
cada regiao tubular serd dividida em 2 regioes congruentes, logo, o toro serd dividido em
2m regioes toroidais semitubulares, como mostra a Figura 5.2.2, no caso em que m = 4.
A Figura 5.2.2 a) mostra as curvas paralelas A3 e A4, ambas divididas em quatro arcos
congruentes. A Figura 5.2.2 b), mostra a partigdo do toro em oito regides congruentes

pelos semiplanos Iy, 11, II; e II5 e, também, pelo plano II.

Figura 5.2.2: Particao do toro em regioes congruentes por semiplanos ortogonais e pelo

plano II.

A fim de introduzir os elementos da modulagao QAMS uniforme sobre as curvas
paralelas do toro A3 e A4 satisfazendo as condicoes da Definicao 5.2.1, iremos conside-
rar G (2m,4m) como sendo o grafo definido sobre a geodésica minima A;, a geodésica

méxima Ay do toro e as curvas

Mos 1y =y M—1,5

onde p;, = IT; N T, e sobre os dois conjuntos de vértices A = {po,p1,-** ,Pm-1} € B =

{q,q1, "+ yqm-1}, de tal maneira que:

a) o vertice p; = A N1II; e os vértices de A, dividem a geodésica Ay em m arcos

congruentes;

b) o vértice ¢; = A\ N1I; e os vértices de B dividem a geodésica \; em m arcos con-
gruentes. Como consequéncia, cada curva p,; € dividida em dois arcos congruentes

pelos vértices p; e ¢;. Veja que o grafo G é da forma ilustrada na Figura 5.2.3.
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Figura 5.2.3: Grafo G (2m,4m) da modula¢do QAMS uniforme sobre o T'.

Observe, na Figura 5.2.2 b), que o mergulho de G (2m, 4m) sobre o toro é um mer-

gulho de 2-células uniforme definido pela seguinte particao
G (2m,4m) — T (a,b) = 2mRy, m > 2. (5.6)

que atende a condi¢ao de uma modulagao 2m-QAMS sobre o toro vindo de um mergulho
de 2-células.

Veja que a coordenada do vértice p; de G sobre a geodésica maxima Ay do toro T (a, b)
¢é dada por

pi = (b+ a) (cos (2wi/m) ,sin (27i/m),0), ¢ € {0,1,--- ;m — 1}

e a coordenada do vértice ¢; de G sobre a geodésica minima A; do toro T (a,b) é dada
por
¢; = (b—a) (cos (2mj/m),sin (27j/m),0), j € {0,1,--- ,m —1}.

Definicao 5.2.2 Seja A = {s{, s}, ,sh,_1} 0 conjunto de 2m sinais sobre o toro

definidos pelas coordenadas

sy = (beos ((2i + 1) 7/m),bsin ((2i + 1) 7/m),a), i € {0,1,--- ,m — 1} (5.7)

Sitm = (bcos((204+1)7/m),bsin ((2i + 1) 7/m),—a), i € {0,1,--- ,m —1}. (5.8)

Chamaremos de modulacao m-QAMS uniforme sobre as curvas paralelas \3 e Ay de
T (a,b), MUCPT, a modulagcdo sobre T cujas regides de decisao sio as 2m regides de
2-células definidas pela particao do mergulho do grafo G (2m,4m) da Figura 5.2.2.



CAPITULO 5. MODULACOES QAMS UNIFORME SOBRE O TORO 81

A regido de Voronoi D de MUCPT ¢ definida pela sequéncia orbital -,. No caso da

modulacao da Figura 5.2.3, as regioes de Voronoi sao dadas por

Yo = (0,1,5,4),7 =(1,2,6,5),7, = (2,3,7,6),73 = (3,0,4,7),,
v4e = (4,5,1,0),75, =(5,6,2,1),v,=(6,7,3,2),v, = (7,4,3,0).
Observamos que o sinal s} da constelagdo A = {s{, 81, , Sh_1, St Shits > Shm_1}
de MUCPT ¢é tomado no centro da regiao D) do toro, isto é, sobre as curvas A3 e \4
no ponto médio do arco definido pelos pontos p;’s em A3 e ¢;’s em \4. Os sinais s}’s da
equacao (5.7) e (5.8) estao definidos sobre as curvas A3 e A4 respectivamente.
Pela Secao 3.4, o projeto da modulagao QAMS sobre o toro é a imagem da aplicacao
U definida em (3.5) do modelo planar do mergulho II,,. Sendo assim, as coordenadas dos

vértices v;’s do modelo planar II,, de MUCPT, sao dadas por
v; = (2mi/m,0), i €{0,1,--- ,m—1}, (5.9(a))
Viewmw = (2mi/m,m), 1€{0,1,--- ,m—1}, (5.9(b))
e as coordenadas dos sinais s;’s sao dadas por
si = ((2i+1)7n/m,7n/2), i€{0,1,--- ,m—1}, (5.10(a))
Sivm = ((20+1)7w/m,3nw/2), i€ {0,1,--- ,m—1}, (5.10(b))

onde, ¥ (v;) = pi, ¥ (Vigm) = @i, ¥ (s;) = 8, € ¥ (si4m) = iy, ¢ € {0,1,--- ,m —1}
para um toro 7" (1, 3).

~.

v; U(v;) S; U(s;)
(0,0) (4,0,0) (7/4,7/2) (3v2/2,3v2/2,1)
(7/2,0) (0,4,0) | ( ) (—3v2/2,3v2/2,1)
(,0) (—4,0,0) | ( ) (—3v2/2,-3v2/2,1)
(37/2,0) | (0,—4,0) | (7x/4,7/2) (3v2/2,-3v2/2,1)
(0,7) (2,0,0) ( ) (3v2/2,3v2/2,-1)
(m/2,7) (0,2,0) | (37/4,37/2) | (—3v2/2,3v2/2,-1)
(m, ) (=2,0,0) | (57/4,37/2) | (—3v2/2,-3v2/2,-1)
(3m/2,m) | (0,—2,0) | (77/4,37/2) | (3v2/2,-3v2/2,-1)

Tabela 5.2.1: Coordenadas dos pontos v;, s;, ¥(vi) e ¥(s;) para m = 4.

~N | OO | =~ WIND RO

Utilizando as equagoes (5.9(a)), (5.9(0)),(5.10(a)) e (5.10(b)), no caso particular de
m = 4, as coordenadas do vértice v; e do sinal s;, i € {0,1,---,7} sobre os modelos

planar e espacial de MUCPT sao como os relacionados na Tabela 5.2.1.
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Os projetos geométricos de MUCPT para 8 sinais (m = 4), isto ¢, uma modulagao

8-QAMS uniforme sao vistos na Figura 5.2.4. A Figura 5.2.4 mostra os modelos planar

e espacial das respectivas MUCPT’s sobre o toro construidos no software Mathematica.

c¢) Sinais sg, si, s3, e si sobre a geodésica A; d) Sinais sy, sg, s¢, € s7 sobre a geodésica Ay
Figura 5.2.4: Modelos planar e espacial de MUCPT para 8 sinais.

A Figura 5.2.4 a) contém o modelo planar do mergulho do grafo G (8, 16) sobre T": os
vértices vy v v € v3 pertencem & curva v = 0, os vértices vy v5 vg € V7 pertencem & curva
v =m. O trago das curvas v = 0 e v = 7 correspondem as geodésicas Ay e A\;. Os sinais
So S1 S2 e s3 estao definidos sobre a curva v = 7/2, 0s sinais s4 S5 Sg € S7 encontram-se
sobre a curva v = 37/2. O trago das curvas v = /2 e v = 37w/2 correspondem as curvas
paralelas A3 e A\4.

No modelo espacial de MUCPT na Figura 5.2.4 b), a disposi¢ao das regides D.’s da
modulacao 8-QAMT uniforme podem ser observadas. A curva A3, os sinais s; s} s e
sy e as regioes de decisao Dy, D}, D} e Dj, podem ser vistos na Figura 5.2.4 ¢). Por
ultimo, na Figura 5.2.4 d) sdo apresentadas as regioes D), Dz, Dj e D., destacando-se

os sinais s) st sz € s, sobre a curva A4.
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5.3 Modulacao 2m-QAMS Uniforme Rotacionada do

Toro

Na MUCPT aplicando-se uma rotagao sobre a regiao 7, em torno do eixo z, percebe-
mos que é possivel obter outra modulacao QAMS uniforme. Nesta secao, construiremos
uma modulacao QAMS uniforme para 2m sinais sobre as curvas paralelas do toro rota-
cionando a regiao T),.

Inicialmente, dividiremos as geodésicas A\; e Ao de T (a,b) em 2m arcos congruentes
pelos pontos p; € Ay e gj € Ay, j € {0,1,---,2m — 1}. Da seccao do toro T'(a,b) pelo
plano II obtem-se duas regioes congruentes 7), e T\, conforme ilustrado na Figura 5.2.1.
Agora, divide-se a regiao T),, Figura 5.2.1 b), em m regides congruentes pelo semiplano
ortogonal 1I; tais que ¢; = Ay N1II; e p; = Ay N1I;, sendo j impar.

De modo semelhante, a regidgo T),, Figura 5.2.1 c), também serd dividida em m
regioes pelo semiplano ortogonal II; tal que ¢; = A N1L; e p; = Ay N 1I;, sendo j
par. Logo, os 2m planos ortogonais II;, particionam o toro em 2m regioes congruentes
semitubulares de seis lados cada uma. A Figura 5.3.1 mostra a parti¢ao do toro em 8

regioes congruentes, para m = 4.

Figura 5.3.1: Particao do toro em 8 regioes congruentes.

Os Pontos p; e ¢;, j =0,1,---,7, na Figura 5.3.1 a), particionam as geodésicas A, e
A1 em 8 arcos congruentes. Em b), I, I1y, I1y, g e I particionam T), em 4 regides con-

gruentes. J& em c), Iy, I3, IT5, IT7 e II particionam T), em outras 4 regides congruentes.
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Seja G (4m,6m) o grafo definido sobre as geodésicas do toro A1, Ay e sobre as curvas
Hos 15" o1, onde p; = TI; NT3, j fmpar e p; = II; N T4, j par, sobre os dois
conjuntos de vértices C' = {po,p1, -+ ,P2m-1} € D = {q0, @1, "+ , Gom—1}- Os vértices do
conjunto C' dividem Ay em 2m arcos e os vértices de D dividem A\; em 2m arcos e as
geodésicas ji; formam 2m arcos que ligam os pontos p; e ¢;. Veja que o grafo G ¢ da

forma ilustrada na Figura 5.3.2.

Figura 5.3.2: Grafo G (4m,6m) da modulagdo QAMS uniforme sobre o T.

Veja que o mergulho de G (4m, 6m) sobre o toro T (a,b) ¢ um mergulho de 2-células
uniforme definido pela seguinte particao
G (4m,6m) — T (a,b) = 2mRg, m > 2. (5.3.0)

Como o conjunto de pontos p; pertencem a geodésica mdxima Ay e 0 0s pontos g;
pertencem a geodésica minima A, a coordenada do vértice p; do grafo G sobre T (a, b)

¢é dadas por
p; = (b+a)(cos(mj/m),sin(mj/m),0), j €{0,1,---,2m — 1}, (5.11)

e a coordenada do vértice g;

¢; = (b—a) (cos(mj/m),sin(mj/m),0), j€{0,1,---,2m —1}. (5.12)

Definicao 5.3.1 Seja A = {s{, s}, -+, Shy_1} 0 conjunto de 2m sinais sobre o toro

definidos pelas coordenadas

s; = (becos ((2i + 1) w/m) ,bsin ((2¢ + 1) 7/m),a), i € {0,1,--- ,;m—1},  (5.13)
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se s; € A3 €, Se Siim € \g, temos que
Sivm = (bcos ((20+2)m/m),bsin ((2i +2)7/m),—a), i € {0,1,--- ,m —1}. (5.14)

Chamaremos de modulagao m-QAMS uniforme rotacionada sobre as curvas paralelas
A3 e Ay de T'(a,b), MURCPT, a modulagdo sobre T cujas regides de decisao sao as 2m
regioes de 2-células definidas pela particao do mergulho do grafo G (4m,6m) da Figura
5.3.2.

Segue da Defini¢ao 2.4.1, que a particao 2mRg, obtida do mergulho do G (4m,6m),
sao regioes de 2-células. Deste modo, a particao 2m Ry define uma modulagao MURCPT
para um constelacao de 2m sinais sobre regioes de Voronoi hexagonais.

Além disso, pela Secao 3.4, o projeto da modulacao 2m-QAMS sobre o toro é a
imagem da aplicacao ¥ definida em (3.5) do modelo planar do mergulho IL,. Sendo assim,
a modulagao 2m-QAMS uniforme sobre as geodésicas paralelas rotacionada, possui um

modelo planar equivalente. Neste modelo planar, a coordenada do vértice v; é dada por

v; = (mj/m,0), j€{0,1,---,2m—1}, (5.15(a))
Vjiym = (mj/m,m), j€{0,1,---,2m —1}, (5.15(b))

para o sinal s;, a coordenada é dada por

si = ((2i+1)7w/m,7/2), i€{0,1,--- ,m—1}, (5.16(a))
Sivm = ((20+2)w/m,3nw/2), i€ {0,1,--- ,m—1}, (5.16(b))

onde, ¥ (Uj) =p;; ¥ (Uj-i-m) =4, J € {07 L---2m— 1}7 U (s;) = s, ¥ (Sitm) = S;—&-m?
i={0,1,--- ,m — 1} . Lembramos que na aplicacdo ¥ definda em (3.5), no toro T (a, b)
consideramos que a =1 e b = 3.

Os modelos planar e espacial do projeto geométrico, da modulacao 8-QAMS, m = 4,
do tipo MURCPT, sao ilustrados na Figura 5.3.3.

O modelo planar de MURCPT para 8 sinais, vinda do mergulho do grafo G (16,24), é
ilustrado na Figura 5.3.3 a). O modelo espacial obtido da parametrizacao ¥ é mostrado
em b). Em c), destacamos a regido D! que, apesar de congruentes as demais regioes
da modulagao 8-QAMS sobre as geodésicas paralelas, ver Figura 5.2.4 b), sdo regioes
formadas por seis lados.

A Figura 5.3.3 d) mostra as regioes de decisoes Dy, D, D} e Dj e os sinais sy, s}, s5
e sy sobre a curva \3. As regioes D), Di, D e D7 e os sinais s, si, S; € S, sobre a curva
A4 sdo mostradas na Figura 5.2.4 e). Observe que essas regides foram rotacionadas /4

graus em torno do eixo z.
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3K/2 2%
Modelo planar 8-QAMS uniforme b) G(16,24) = T = 8R4

a

~—

d) Sinais s, si, s, e sj sobre a curva A3 e) Sinais s}, sk, s§, € sy sobre a curva A4

Figura 5.3.3: Modelos planar e espacial de MURCPT para 8 sinais.

De modo geral, quando comparamos as regioes de decisao pertencentes a T, e T),
de MURCPT para 2m sinais, verificamos que as regides de T), sao rotacionadas 7/m

graus em torno do eixo z.

5.4 Desempenho das Modulacoes QAMS Uniformes

Uma anélise do desempenho das modulagoes uniformes toroidais QAMS introduzidas
nas Secoes 5.1-5.3 é de extrema importancia para comparar a eficiéncia de um projeto em
relagao aos demais. O ideal seria analisar o desempenho através de simulagoes como foi
feito no Capitulo 4. No entanto, é possivel fazer uma andlise de desempenho observando
as propriedades geométricas das modulagoes. Com isto, economizamos tempo e como
as deducoes vem de relagoes matematicas os resultados sao até mais precisos.

Analisaremos, em primeiro lugar, sob condigoes idénticas, a probabilidade de erro

médio de transmissao de sinais das modulagoes uniformes.
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Notacao 5.4.1 Para efeito de simplificacao adotaremos as sequintes denominagoes M, =
MUGMT, My = MUCPT e Ms; = MURCPT.

Levando em consideracao que o ruido atua numa regiao esférica do espaco tridimen-
sional de raio r, a eficiéncia do sinal transmitido depende do valor de r. Este é um dos

principais pardmetro que influencia o desempenho da modulacao.

Observacao 5.4.2 Dadas as modulacoes My e My de raios, seja rf o raio da esfera da
regido de decisio D) da modulagio M;, j = 1,2, centrada em s;. Se r} < ri, entdo
Pe (52) < pe(s}). Sepe(s2) < pe(s) entdo My é mais eficiente do que M;.

)

Pela Observacao 5.4.2, quanto maior for o valor do raio r, menor serd a probabilidade
de erro de transmissao dos sinais da constelacao e consequentemente, mais eficiente.
Portanto, podemos analisar a probabilidade de erro médio dos sinais transmitidos através
do raio r destas modulagoes uniformes.

Uma vez que, para cada j = 1,2, 3, M; se encontra sobre o mesmo toro e os sinais s;

possuem a mesma energia, iremos analisar inicialmente os desempenhos das modulagoes

MUGMT e MUCPT.

5.4.1 Desempenho das modulacoes MUGMT e MUCPT

Se as modulagobes MUGMT e MUCPT possuem o mesmo nimero de sinais e se
encontram sobre o mesmo toro, entao a mais eficiente serd aquela que apresenta o maior
raio de regiao de decisao. Entao iremos comparar modulagoes MUGMT e MUCPT sob

estas condigoes.

Teorema 5.4.3 Suponha que My e My encontram-se sobre o toro T (a,b) e sao da forma

2m-QAMS, entdao o raio rf da regiao de decisao dos sinais s; € Mj, j = 1,2 satisfaz as

condicoes:
LT
r; = (a+b)sin—
2m
9 a, sea < bsin =
Tk - m
bsin L, se a > bsin =.
m m

Demonstragao. Quanto aos 2m sinais sé’s de M, estes estao distribuidos sobre a
geodésica méaxima Ao do toro, e portanto s é dividida em 2m arcos congruentes a AB.
Entdo o raio r} da regido de decisdo do sinal s} é a metade da distancia da corda AB
do arco AB, como mostra a Figura 5.4.1 b). Logo,

1 .
1 _ b T
r; = (a+0b)sin Sy
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Por outro lado, os 2m sinais de Ms encontram-se sobre as curvas paralelas A3 e g4,

distribuidos em pares alinhados, particionando-as em m arcos congruentes C'D.

a) Toro T(a,b) b) Raios de §; ¢ sk

Figura 5.4.1: Raios das regioes de decisao das modulacoes M; e M.

Mas, devido a interse¢ao das regioes de decisao de Ms o raio r7 depende de a e da
distancia entre a e a reta 0B como mostra a Figura 5.4.1 b). Ou seja, para nao ocorrer
interferéncia intersimbdlica devemos ter

s ) a,a< bsin o
k= bsin - se a > bsin 5 -,
o que mostra a afirmagao. ]

2

A duvida agora é saber se o desempenho de uma das modulagées em relagao a
outra ¢ maior ou menor. Como o raio da geodésica maxima do toro 7" (a,b) ¢ dado por
r (A2) = a+ b, suponhamos que 7 (\y) = ¢, e consideremos o raio a como uma fungao do
raio b tal que a = ¢ — b. Tomando valores diferentes para a, 0 < a < b/2, constatamos
que o raio r; da regiao de decisdao Dy, centrada em s? de My, varia conforme os gréficos
apresentados na Figura 5.4.1.

Observe que o raio r; < r},se 0 <a < (a+b)sin= e ry >}, se a > (a+b)sin5=.
Consequentemente, para € (M;), i = 1,2, a eficiencia da modulagdo M;, temos que
e (M) > € (M), na regido clara da Figura 5.4.2, e ¢ (M;) < € (M) na regido escura de
Figura 5.4.2.

Na Figura 5.4.2, representamos trés situagoes em que o valor de a no toro T (a,b)
aumenta, a soma a -+ b é mantida constante. Consequentemente b diminui como também
o valor de bsin m/m. Segue dai a forma decrescente da representagao grafica apresentada
na Figura 5.4.2.
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Figura 5.4.2: Estudo da variacao de desempenho das modulagoes MUGMT e MUCPT

em funcao dos raios.

Observamos ainda na Figura 5.4.2 que, & medida que o nimero de sinais das modula-
¢oes MUGMT e MUCPT aumenta, o raio r; fica menor que r7, e portanto, a modulagao
MUCPT serd mais eficiente do que a modulagcao MUCPT.

Deduzimos entao que devemos analisar os desempenhos de MUGMT e MUCPT
quando a + b = ¢, isto é, quando b = ¢ — a com m > 2. Os gréficos da Figura 5.4.3
mostram o comportamento da curva formada pelos raios ri e r} em fun¢ao de m para
a+ b = 4 e para a quando este assume os valores 1, 1.3, 1.6, e 1.9 (notagao de ponto
flutuante).

Analisando o grifico da Figura 5.4.3 a) quando a = 1 e b = 3, verificamos que para
determinados valores de m o raio da modulacao M; é maior do que o raio da modulagao
M. No entanto, observamos que, & medida que o valor de m aumenta, o raio da
modulagao M; se torna maior do que o raio da modulagao M;. Portanto, concluimos
que existem valores de m para os quais o raio da modulacao M, é maior do que o raio
da modulagao M;. Chegamos as mesmas conclusoes quando da andlise dos gréficos b)
da Figura 5.4.3 nos casos em que a = 1.3 e b = 2.7, da anélise do gréfico ¢) da Figura
5.4.3, para valores de a = 1.6 e b = 2.4 e também do gréfico d) da Figura 5.4.3, para os
valoresa =19e b= 2.1.

Logo, podemos concluir que o raio da modulacao M; em relacao a modulagao My

pode ser maior ou menor, isto ird depender dos valor de m. Sendo assim, pela observacao
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5.4.2 a eficiéncia da modulacao M; pode ser maior ou menor do que a modulagao M.

a) Pardmetros a=1 e b=3 b) Parametros a=1.3 e b=2.7
3 ; ; 3 ; ; ;
! f
25 2|1 25 2
k k
2 1 2
o o
@ 1.5 @

c) Parametros a=1.6 e b=2.4 d) Par@metros a=1.9 e b=2.1

raior
raior

1

7

Figura 5.4.3: Curva dos raios r} e 2 em fungao de m.

Para sermos mais especificos sobre o desempenho da modulacao M; e My, concluimos

apés uma andlise dos graficos da Figura 5.4.2 que:

a) De um modo geral o desempenho de M, é melhor que o desempenho de Mj;

b) O desempenho de M; é maior do que o de M, somente nos casos em que m é

aproximadamente menor ou igual a 6;

¢) A medida que o parametro a converge para b/2 o desempenho das modulagoes M,
tende ao desempenho da modulagao M.
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Segue das conclusoes acima que, de um modo geral, M, é superior M, se m £ 6; caso
contrério, se m 3 6, entdo M; é mais eficiente do que M;. Quando m ¢ suficientemente

grande, M; e M, possuem o mesmo desempenho.

5.4.2 Desempenho das modulagoes MUGMT e MURCPT

No caso da modulacao MURCPT considerando que esta possui 2m sinais, o raio 7“;’
da regido de decisao D; centrado em s’ serd dado pela metade da distancia entre um

. , . , L
sinal s € A3 e o sinal s, € Ay, isto &

! !
3 H3j+m SjH
Tj _—— .

2

Utilizando as equagoes da constelagao de sinais da Defini¢ao 5.3.1 para j = 0, temos

sy = (beos(m/m),bsin(7/m),a),

st = (bcos (2w /m),bsin (2r/m), —a),
logo,
o sl
J 2
_ \/(bcos (27 /m) — beos (w/m))* + (bsin (21 /m) — bsin (7/m))* + 4a2
2

V202 (1 — cos/m) + 4a?
2 9

portanto, o raio 7’5-’ da regiao de decisao dw MURCPT é dado por

e V202 (1 — cosm/m) + 4a?
J 2

Analisando os desempenhos das modulagcoes MUGMT e MURCPT, sob os mesmos
critérios utilizando para as andlises de MUGMT e MUCPT na Secao 5.4.1, chegamos

(5.17)

aos mesmos resultados: como a + b = ¢, entao b = ¢ — a. Iremos considerar modulacoes

2m-QAMS tal que m > 2.

Recordemos que r} e 7“? sao os raios das regioes de decisao das correspondentes mo-

dulagoes MUGMT e MURCPT . Os graficos da Figura 5.4.4 mostram simultaneamente

os valores dos r} e 7’59-’ em funcao do valor m no caso em que a + b = 4 e a assume o0s

seguintes valores reais 1, 1.3, 1.6 e 1.9 (pontos flutuantes).

Analisando os graficos da Figura 5.4.4 chegamos as seguintes dedugoes:
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a) O intervalo no qual o desempenho da modulagdo Mj é inferior ao desempenho da
modulacao M; é muito pequeno em relacao ao intervalo em o desempenho de My

é superior ao de Mj;

b) A medida que o mimero de sinais das constelacoes de M; e Ms aumentar a eficiéncia
de Mj5 é muito maior do que a de M;. Como consequéncia, a eficiéncia de Mz é

sempre superior a de M; quando m tende a infinito;

¢) Quando m tende a zero, a eficiéncia de M; é maior do que a de M.

a) Parametros a=1 e b=3 b) Parametros a=1.3 e b=2.7

raio r
raio r

c) Parémetros a=1.6 e b=2.4 d) Parametros a=1.9 e b=2.1

raio r
raior

Figura 5.4.4: Curva dos raios ] e 7% em fungao de m.

De modo geral, concluimos das observagoes anteriores que a modulacao M3 é mais
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eficiente do que a modulagao M;. A modulacao M; s6 supera em eficiéncia a modulacao
M3 nos casos em que m é aproximadamente menor ou igual a 4. Levando em consideracao
que m é um inteiro maior ou igual 2, podemos concluir que M; é superior a M, somente

nos casosem m=2em = 3.

5.4.3 Desempenho das modulagoes MUCPT e MURCPT

Finalmente, comparemos as modulacoes MUCPT e MURCPT denotadas respecti-
vamente por My e M3. Na andlise deste foi utilizado os mesmos paradmetros e critérios
utilizados nas Segoes 5.4.1 e 5.4.2.

Os resultados graficos obtidos sao apresentados na Figura 5.4.5.

a) parametros a=1 e b=3 b) parametros a=1.3 e b=2.7

35 35
2 2

3 ' 3 i
3 P

25 L 25 ‘

raio r
-
()] nN
raio r
-
[ I T

c) parémetros a=1.6 e b=2.4 d) parametros a=1.9 e b=2.1

35 35
2 2

3 0 3 0
& B

25 L] 25} !

raio r
N
raior

Figura 5.4.5: Curva dos raios r} e 7% em fungao de m.
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A andlise dos gréficos da Figura 5.4.5 nos mostra claramente que M3 é mais eficiente
do que M, independente dos parametros a e b e da quantidade de sinais m escolhidos,

como é mostrado no préximo teorema.

Teorema 5.4.4 Quaisquer que sejam a,b € R, 0 < a < b/2 e o inteiro m > 2, os raios
ri er? das respectivos modulagoes My e Mz sdo tais que r3 > r7.

? 0s sinais da modulacao My e Mz respectivamente.
Pelo Teorema (5.4.3) e pela equagio (5.17) os raios das regides de decisio de s e s,
k,je€{0,1,--- 2m — 1} sao dados por

9 a, a <bsinL
Tk = m
bsin L, sea > bsin =,
m m

Demonstragdo. Seja s; e s

5 /202 (1 —cosm/m) + 4a?
5 :

Veja que v/2/2 < cosm/m < 1,entdo, se ri = a resulta que

o [2a? b2 (1 —cosm/m) +2a> /20 (1 — cosw/m) + 4a?
k= A=\ TS 2 - 2 —

Conclufmos portanto que 73 > 3.
j
Se r? = bsin =
m

2 . T .
7, = bsin — = a > bsin —
m m

como
T
3 >a= 13> bsin— =13 >l
J J m J

Portanto, 3 > r3. |

Coroldrio 5.4.5 Quaisquer que sejam a,b € R, 0 < a < b/2 e o inteiro m > 2,

modulacao Ms é mais eficiente do que a modulacao M.
Demonstragao. Pelo Teorema 5.4.4 e Observagao 5.4.2 segue que

ri <1l =pe(s7) <pe(s;)-

7

Portanto, a modulagao M3 é mais eficiente do que a modulacao M, para toda a,b e m

satisfazendo as condigoes das hipéteses do corolério. [ ]

Da anélise das particoes do toro e de sua geometria, percebemos que é possivel
fazer outra parti¢ao uniforme. O préximo projeto de modulagao QAMS uniforme serd
construido sobre a geodésica méxima, porém de forma distinta da apresentada na Secao
5.1.
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5.5 Modulagoes m-QQAMS Uniforme sobre a Geodésica

Maxima de T por Curvas Espirais

Da anélise dos projetos de modulagao QAMS uniforme sobre o toro construidos nas
Secoes 5.1-5.2, verificamos que, em nenhuma dessas modulacoes uniformes temos uma
particao do toro em cinco regioes congruentes vinda do mergulho do grafo completo
K3, ou seja, nao temos uma 5-QAMS uniforme tal que K5 — T = 5R4. Veja que
MUGMT para m = 5 & uma modulacao 5-QAMS uniforme, isto é, particiona em cinco
regides congruentes de quatro lados, contudo o grafo dessa particao nao corresponde ao
do grafo completo K.

O projeto de modulagao 5-QAMS uniforme, K5 — T = 5R,, nao foi possivel de ser
construido, apesar de vérias tentativas realizadas no Capftulo 4, surgiu entao questao:
existe uma modulagao 5-QAMS uniforme sobre o toro tal que K5 <— T = 5R4? Apés
estudarmos as possibilidades de particao do toro em regioes congruentes, chegamos a
conclusao de que esta modulagao uniforme existe. Mas antes de construirmos essa 5-
QAMS uniforme, vejamos como construir uma modulagao m-QAMS por curvas espirais.

Seja T (a,b) um toro de raios a e b, b > a, centrado na origem do plano carte-
siano tridimensional, e A;, v, a geodésica minima e maxima de 7. Dados m vértices
Vg, V1, * ,Um—1 SObre a geodésica maxima de 7', v, : z = 0, y € R, de modo a dividi-la

em m arcos congruentes. Sabemos que a reta

§, = UVo01Uz -+ Upp—10g, ¥Ym > 2

que passa pelos vértices vy, v1, -+ ,Vpm—1, sobre modelo planar II, de T',é uma curva

fechada denominada de espiral de m voltas no toro. Pela mesma razao as retas

§o = VUl Upm—_aUp, S€ M par,

§3 = T1U3V5" - Upm_1Up, S€ M par,

sao espirais fechadas de m/2 voltas cada uma, e também

&4 = VgUa04.. V10103 - - - Upy—20g, S€ m € impar,

¢é outra espiral fechada de m voltas no toro.

Na Figura 5.5.1 iremos descrever, para o caso particular em que m = 6, as geodésicas
do toro &,,&, e &3, sobre os modelos planar II, e espacial II. do toro. Observamos que
estas curvas podem apresentar caracteristicas diferentes em ralacao a paridade de seu
rotulamento. Note que cada seguimento de reta no modelo planar equivale a uma volta
da curva espiral sobre o toro. Além disso, observamos ainda que no caso de m = 6, &, &,

e &5 sao trés curvas fechadas distintas do toro.
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Vs

a) Espiral & em IT, e I1, b) Espirél & em IT, e I, c) Espifal & em IT, e T,
Figura 5.5.1: Modelos planar e espacial das espirais £;, &, € {5 para m = 6.

Utilizando as curvas espirais, podemos definir um grafo G (m,2m) de modo a obter

uma particao uniforme do toro em m regices congruentes da forma
G (m,2m) — T (a,b) = mRy, (5.18)

onde, as m regides de quatro lados sdo 2-células. Para isso, consideremos G (m,2m) o
grafo definido sobre os vértices vy, v1,- -+ , U—1 sobre 7v,. Tomemos os 2m lados do grafo
G (m,2m) como sendo as 2m voltas das espirais £;,&, € &5, se m é par ou &; e &,, se
m é impar. Veja que o grafo G' que define a particao uniforme sobre o toro é da forma
ilustrada na Figura 5.5.2. Portanto esta é uma modulacao do tipo QAMS, conforme as
condicoes da Definicao 2.4.1.

Observamos da Figura 5.5.2 que, no caso em que m é um ntiimero par, a particao sobre
o toro é gerada a partir do mergulho de 2-células de um grafo G (m.2m) cujos vértices
encontram-se sobre um poligono regular P, de m lados, seus lados sao constituidos pelos
lados do poligono P, e dos lados dos poligonos regulares P, e Pz, o = 3 = m/2, os

vértices de P, sao os vértices pares de P, e os vértices de Ps sao os vértices impares de
P,.
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V3 \P

Vy Vi

Vs Vo

Ve V-1
Figura 5.5.2: Grafo G (m,2m) da modulagdo m-QAMS uniforme sobre o 7.

Definicao 5.5.1 Chamaremos de modulagao sobre expirais do toro, MET, a modulagao
m-QAMS uniforme de T (a,b) vinda do mergulho de G (m,2m) definido pelas curvas

expirais £, e &, se m é impar ou &,&, e &5, se m é par.

Pela igualdade (5.18), MET estd definida sobre um partigdo uniforme composta de
m regioes congruentes de quatro lados, como serd mostrado para o caso particular da
modulacao 5-QAMS vinda do grafo K.

De um modo geral, MET é uma modulagao m-QAMS definida a partir do mergulho
do grafo G (m, 2m) ilustrada na Figura 5.5.2.

Como o vértice v; estd definida sobre a geodésica v, de T', sua coordenada serd dada
por

vi = (b+ a) (cos (2wi/m) ,sin (2wi/m),0), i € {0,1,--- ,m —1}. (5.19)

O sinal s pertencente a constelagdo A = {s{, s}, -+, s),_,} de MET serd definido

) “m—1
também sobre a geodésica v, no ponto médio dos arcos definidos pelos vértices v;’s. Mais

precisamente, a coordenada do sinal s; é dado por
s; = (b4 a)(cos((2i + 1) w/m),sin((2i + 1) 7/m),0), i € {0,1,--- ,m—1}. (5.20)

Lembramos que pela Secao 3.4, o projeto de uma modulacao MET sobre o toro é
a imagem da aplicacao ¥ definida em (3.5) do modelo planar do mergulho II,. Sendo
assim, MET possui um modelo planar equivalente. No modelo planar, a coordenada do

vértice v; é dada por

Ui:(27Ti/m,0),iE{O,].,"',TTL-l}, (521)
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e a coordenada do sinal s; é dada por
si=((2i +1)7/m,0), i € {0,1,--- ,m — 1}, (5.22)

onde, ¥ (v;) = v}, ¥ (s;) = s}, para um toro 7' (1, 3).

Na Figura 5.5.3, ilustramos os modelos planares das modulagdes uniformes sobre o
toro do tipo MET, construidos utilizando a equac@o (5.21) nos casos particulares em
que m =4,5,6 e 7 e as curvas espirais £, &, € {3, NOS casos em que m Sao pares, ou as
expirais £; e £,, nos casos em que m sao fmpares.

v U

21 lvg 4! 2 \2 Y

O T2 & 32 '2m 0™ 2x/5 4n/5 6n/5 8n/5 '2T®
a) Modelo planar m=4 b) Modelo planar m=>5

0™ /3 21/3 & 4m/3 5n/3 '2° 0 " 2n)7 an)7 6n/7 8a/7 10m/7 121)7' 2T
c¢) Modelo planar m=6 d) Modelo planar m=7

Figura 5.5.3: Modelos planares de MET para m =4,5,6 e 7.

O procedimento utilizado na construgao da modulacao uniforme sobre o toro do
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tipo MET nos permite construir um caso especial de modulacao QAMS que estdvamos
interessados desde a sua descoberta por Lima [23]. Veremos a seguir a construgao dessa

modulacao uniforme, tao desejada desde o conhecimento de sua existéncia.

5.5.1 Modulagao 5-QAMS uniforme vinda do mergulho do grafo

completo K5 sobre o toro

Na Segao 3.7, constatamos que a uniformidade do modelo planar nem sempre é
preservada no modelo espacial. Chegamos até a pensar que nao existe uma particao do
toro em cinco regioes congruentes obtida do mergulho do grafo K5. No entanto, note
que o grafo de MET para m = 5, veja a Figura 5.5.2, corresponde ao grafo completo
K5, ou seja, para m = 5, MET uma modulacao 5-QAMS uniforme para cinco sinais
tal que K5 — T = HR,. Em outras palavras, conseguimos um projeto de modulacao
5-QAMS uniforme sobre o toro vinda do mergulho do grafo completo K5. Como foi
possivel obter uma modulagao 5-QAMS uniforme vinda do mergulho do grafo completo
K5, construimos esse projeto de modulacao sobre o toro.

Na Secao 3.4, o modelo espacial da modulagao QAMS é construido a partir do modelo
planar do mergulho através da equacao paramétrica(3.5). Utilizando o modelo planar
da modulacao 5-QAMS uniforme, construimos o modelo espacial. A Figura 5.5.4 mostra
o projeto geométrico da 5-QAMS uniforme: os vértices, as curvas espirais sao vistas em

a) e os sinais da constelagao e as subregides de decisdo sdo mostrados em b).

n —
D1y
- O Slg
0™"20/5 4n/5 6n/5 8n/5 2% 0™xJ5 3n/5 & 7n/5 9xn/5 2%
a) Modelo planar 5-QAMS uniforme b) Sub-regides Dj; e sinais s; sobre ITp

Figura 5.5.4: Modelo planar do projeto de modulacao 5-QAMS uniforme.
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As coordenadas dos vértices e dos sinais no modelo planar e espacial para m = 5 de
acordo com as equagoes (5.21), (5.22), (5.19) e (5.20) sdo como relacionadas na Tabela
5.5.1.

i | v U (v;) s; U(s;)

0| (0,0) | (4,0,0) (2,00 | (vV5+1,v2V/5—1/5,0)
1| (20 | (V5-1,vV2V/V5+5,0) (2,0) | (1—+5,v2v/V5+5,0)
2 | (£,0) | (-v5—-1,v2v5-+5,0) (3,0) | (—4,0,0)

3 (£,0) | (+vV5-1,—v2V/5-V5,0) | (%,0) | (1-v5,—v2VV5+5,0)
4] (0 | (VB-1,-vV2VVB+5,00 | (2,0) | (V5+1,—v2V/5—/5,0)

Tabela 5.5.1: Coordenadas dos pontos v;, s;, ¥(v;) e U(s;) para m = 5.

As equagoes das curvas 7, do modelo planar a) da Figura 5.5.4 foram calculados
utilizando as equagdes das retas sobre o dominio U da parametrizacao ¥ (3.5) passando
pelos vértices do grafo G (5,10) (Veja Tabela 5.5.2).

v, | Equagao da curva espiral | Intervalo u
1 | v=—-5u/2+6m7 [87/5, 27]

2 | v=—-bu/2+T 0,27 /5]

3 | v=—5ut2n 0,27 /5]

4 | v=-bu/2+ 27 0, 47 /5]

5 | v=—-bu+4nr [27/5, 47 /5]
6 | v=-—bu/2+ 3w [27/5, 67 /5]
7 | v=—-bu+6m [47 /5,67 /5]
8 | v=—bu/2+4r [47 /5,8 /5]
9 | v=—-b5u+8nr [67/5, 87 /5]
10 | v=—bu/2+ 57 [67/5, 27]
11 | v=—bu+ 107 [87/5, 27]

Tabela 5.5.2: Equagoes das curvas -y, do modelo planar de K5 (©) — T = 5Ry.

Aplicando a parametrizagdo ¥ sobre o modelo planar da Figura 5.5.4, obtemos o
modelo espacial conforme mostrado na Figura 5.5.5.

O modelo espacial da modulagao 5-QAMS uniforme, K5 — T = 5R4 é visto na
Figura 5.5.5 a). Na Figura 5.5.5 b), ¢), d), e¢) e f) mostramos as regides de decisao
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b) Regiao Dy ¢) Regiao D;

d) Regido Dy e) egiéo D3 f) Regido Dy

Figura 5.5.5: Modelo espacial e regides de decisao da modulagao 5-QAMS uniforme.

D{, D}, D}, Dy e D} da modulacao 5-QAMS uniforme. Observe na Figura 5.5.4 b) que
as regioes de decisao do modelo planar sdo regioes triangulares de base 27 /5 e altura
2m. Por exemplo, a drea da regiao Dy serd a soma da drea das subregioes Do, Do1, Doz

e Dys, logo a drea da regiao Dy é igual a

ADO = ADOO + AD01 + ADOQ + ADos
= (m2n/5) /24 (w27 /5) /2 + (727 /5) /2 + (727/5) /2
= 47°/5.

De forma semelhante, mostramos que Ap, = Ap, = Ap, = Ap, = 472/5. Portanto,
a drea das regioes de decisdo do modelo planar da Figura 5.5.4 a) sao todas iguais.

Por outro lado, conhecidas as equacoes das curvas das subregices que formam a
fronteira da regido D;; do modelo planar Figura 5.5.4 b), pela equacao (3.8) encontramos
a drea da regides no modelo espacial. Por exemplo, a drea da regiao de decisao Dy, é
igual a

A\I/(Do) = A\IJ(DOO) + A\IJ(DOI) + A\II(D02) + A\I/(D()3)7
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onde,
2w /5 P2
Av(pyy) = / / (3 + cosv)dvdu
0 0
2m/5 5u/2+m
= / / (3 4 cosv)dvdu
0 0
3 5 n 4
= —Tr —_
5 5
2n/5 27
Ay(pyy = / / (3 + cosv)dudv
0 V4
27 /5 ™
= / / (3 + cosv)dvdu
0 5u/2+2m
3 5 N 4
= —TT —
5 5
4r /5
Av(py) = / / (3 + cosv)dudv
2m/5
/5 —bu+4m
= / (3 4 cosv)dvdu
2m/5 5u/2+271'
3 5, 4
=5
e
Y1
Aw(pey) = / / (3 + cosv)dudv
8m/5 Jv11
5u/2+67
= / / (3 4 cosv)dvdududv
8m/5 Su+10m
3 5, 4
gﬂ' — 3
Desse modo, a drea da regiao Dj, ¢ dada por
Avpy) = Awbe) T Av(do) T Av(De2) T Aw(Dos)
(‘32_'_4+i32_|_4_+_32 4+32 4
= |-+ -4 + = —° — = —7° — =
5 5 5 5 5 5 5 5
12
= Zr
5
De modo andlogo, mostramos que Ag(py) = Aw(pe) = Aw(ne) = 127%/5. Logo,

todas as regioes possuem a mesma drea.
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Portanto, nao sé mostramos que existe, mas construimos o modelo espacial uniforme
para cinco sinais, isto é, uma modulagao 5-QAMS uniforme. Agora, utilizando da modu-
lacao 5-QAMS uniforme, apresentado nas Figuras 5.5.4 e 5.5.5, passaremos as simulacoes

e andlise comparativa do projeto uniforme com os resultados das simulagoes dos Projetos
I, II e IIT do Capitulo 4.

5.5.2 Projeto IV

O processo de simulacao aplicado aos Projetos I, II e III, serd aplicado também, de
modo anélogo, no projeto de modulagao 5-QAMS uniforme vinda do grafo completo K
que chamaremos de Projeto IV. Neste Projeto IV, como todas as regioes sao congruentes,
o raio r; maximo da esfera centrada em s; sao todos iguais a 1.414217099.

Uma vez que temos as coordenadas dos sinais s;, relacionadas na Tabela 5.5.1, bem
como o raios r;’s das esferas das regioes de decisao D}, efetuamos o processo de simulacao

para o Projeto IV. O resultado da simulacao do Projeto IV é apresentado na Figura 5.5.6.

SNR x Probabilidade de erro dos Projetos LIl e IV

Figura 5.5.6: Gréficos das curvas de desempenho dos Projetos I, II, III e IV.
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Na Figura 5.5.6, mostramos as curvas de desempenho dos projetos de modulacao 5-
QAMS sobre o toro: P1, P2, P3 e P4 que correspondem respectivamente aos Projeto I,
Projeto II, Projeto I1I e Projeto IV. Comparando as curvas de desempenho dos projetos,

verificamos que
Pe (P4) < pe (P3) < pe (P2) < p. (P1),

isto é, P4 tem a menor probabilidade de erro. Consequentemente, com esse resultado,
comprovamos que o projeto de modulacao 5-QAMS uniforme, Projeto IV, é o melhor
entre os Projetos I, II, III e IV, pois tem a menor probabilidade de erro como era
esperado. Portanto, em projetos de modulacao QAMS devemos, sempre que possivel,

optar pelo projeto uniforme, ja que este possui o melhor desempenho.
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5.6 Consideracoes

No inicio do capitulo questionamos a respeito da existéncia de modulacoes QAMS
uniforme sobre o toro. No entanto, ao longo do capitulo, mostramos que, nao sé existem,
como construimos projetos distintos de modulacao QAMS uniforme. Em resumo, o
objetivo desse capitulo que era construir uma modulagdo QAMS uniformes foi alcancado.

Inicialmente, para conseguir obter essas modulagoes QAMS uniformes particionamos
o toro em regioes congruentes. Sobre essa particao verificamos que é possivel definir um
grafo GG tal que as regioes obtidas do mergulho de G sobre T' sejam de 2-células. Como
a modulacao QAMS ¢é obtida através do mergulho de um grafo GG sobre a superficie
de modo & particiond-la em regioes de 2-células, o mergulho do grafo G sobre o toro
define uma modulacao QAMS uniforme, pois as regices obtidas da particao sao todas
congruentes.

As modulacoes QAMS uniformes construidas foram MUGMT, MUCPT e MURCPT.
A MUGMT é uma modulagao para m sinais, m > 2, sendo que a particao obtida do
mergulho do grafo G (m,2m), definido na Segao 5.1, é da seguinte forma G (m,2m) —
T = mRy, ou seja, o mergulho do grafo G sobre o toro o dividem em m regioes con-
gruentes de quatro lados. Nessa modulacao a constelacao de sinais estd definida sobre
a geodésica v,. As MUCPT e MURCPT por sua vez, definem uma modulagao para 2m
sinais, m > 2. Elas sao obtidas do mergulho do grafo G (2m,4m), definido na Segao 5.2,
e G (4m, 6m), definido na Segao 5.3, que definem as seguintes partigdes respectivamente
G (2m,4m) — T =2mRy e G (4m,6m) — T = 2mRg.

Na medida em que avangamos no problema de particionar o toro, notamos que existe
a possibilidade de particionar o toro em regices congruentes utilizando curvas espirais.
Nessa particao, assim como foi feito para as modulagoes MUGMT, MUCPT e MURCPT
definimos um grafo G (m,2m), definido na Secao 5.5, tal que o mergulho de G (m,2m)
¢ da forma G (m,2m) — T = mRy, construimos entdo MET para m sinais, m > 2.

Essa modulagao m-QAMS uniforme que utiliza curvas espirais possibilitou construir,
até entao desconhecido, uma modulacao 5-QAMS uniforme vinda do grafo completo
K5, isto é, K5 — T' = 5R4. Veja que MET particiona 7" em m regioes congruentes de
quatro lados, e como o grafo corresponde para m = 5 é o grafo completo K5, obtemos
o desejado projeto de modulacao 5-QAMS uniforme. Para esse projeto, realizamos
simulagoes e comprovamos que o projeto de modulacao 5-QAMS uniforme, comparado
com os Projetos I, II, ITI, é o que tem menor probabilidade de erro, e como consequéncia
¢ o mais eficiente.

Em relacgao a eficiéncia das modulagoes MUGMT, MUCPT e MURCPT construidas

sobre o T (a, b) para uma constelagao de 2m sinais temos o seguinte: quando comparamos
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MUGMT e MUCPT ou MUGMT e MURCPT, constatamos que uma ou outra pode ser
mais eficiente, isto ird depender dos raios de T (a, b) e de m, por outro lado comparando
MUCPT e MURCPT, comprovamos que MURCPT, independente dos raios de T (a, b)

e m, serd sempre mais eficiente do que MUCPT.



Capitulo

Conclusao

A proposta deste trabalho tem como objetivo expandir o universo das modulagoes para
variedades Riemannianas, utilizando o mergulho de grafos. Nao havia a intensao de
utilizar as modulagoes twister introduzidas por Wozencraft [37] ou as modulagoes nao-
lineares estabelecidas por Cavalcante [3]. A ideia era analisar a possibilidade de construir
uma modulacao explorando a particao vinda de um mergulho de grafo. Como este
projeto é muito semelhante as modulagoes sobre reticulados, isto é, as do tipo QAM,
daf a sua denominac¢ao modulagao QAMS, onde o S indica o espago (superficie) na qual
esta é projetada.

Os mergulhos de grafos costumam ser obtidos na forma topoldgica e precisam ser
adequados aos projetos de modulacao, no que se referem a identificacao dos sinais da
constelacao e suas regioes de decisao. A forma da regiao deve atender a caracteristica da
fonte de informagao no que diz respeito ao modo de como esta seleciona seus simbolos.
O processo de selecao de um simbolo s pela fonte é medido em termos de probabilidade
de ocorréncia deste sfmbolo, informagao que é utilizada no projeto de modulacao para
adotar uma regiao de decisao de s compativel com esta probabilidade. Com isso as
regioes de decisao de uma modulagao sao projetadas de acordo com as probabilidades
de selecao dos simbolos pela fonte. O mergulho topoldgico pode ser usado para projetar
uma modulagao que atenda as caracteristicas da informacao enviada pela fonte.

Neste trabalho, usamos um raro exemplo de mergulho regular, cujo modelo topoldgico
foi construido somente com o intuito de mostrar que o mesmo existia, e constatamos
que foi possivel transformar este modelo para obter um dos projetos mais visados por
projetistas, uma modulacao para uma constelacao de sinais do tipo geometricamente
uniforme. Além disso, verificamos que modulagbes QAMS nao precisam ser uniformes
para terem um bom desempenho.

Apesar do objeto de estudo ter sido a modulacao 5-QQAMS sobre o toro vindo de

107



CAPITULO 6. CONCLUSAO 108

um mergulho do grafo completo, vale ressaltar que este projeto pode ser realizado em
qualquer tipo de superficie parametrizada, desde que se conheca um mergulho de 2-
células sobre esta. Com isto, um grande nimero de projetos de modulagoes QAMS
podem ser projetados com os mergulhos construidos por Lima ([17], [23], [25], [15] e
[16]). Na verdade, cada mergulho topoldgico construido pode ser usado para projetar
dois tipos de modulagoes QAMS ([23], [25], [15] e [16]).

Outro objetivo deste trabalho ¢ utilizar a forma toroidal para projetar constelagoes
de sinais do tipo geometricamente uniformes. Constatamos que estes projetos existiam
e trés projetos de modulacoes geometricamente uniformes foram analisados, sob o ponto
de vista de sua eficiéncia, utilizando somente os elementos bésicos da geometria toroidal.
Evidentemente que sob as condicoes nas quais foram definidas, tratam-se de modulacoes
6timas do toro.

Por se tratar de um modelo no qual acreditdvamos que nao era possivel construi-lo de
forma uniforme, o projeto de modulagao uniforme 5-QAMS vinda do mergulho de K,
foi 0 que mais motivou a pesquisa realizada neste trabalho. Além de propor uma forma
de confrontar a eficiéncia dos diversos projetos analisados, a busca pela forma uniforme,
proporcionou um modo de gerar uma familia de modulagoes do tipo geometricamente
uniforme sobre o toro, a familia de modulagoes uniformes sobre as curvas expirais do
toro, denominadas de MET, definida na Sec¢ao 5.5.

Este é um inicio de trabalho no qual apresenta a transicao de uma matemadtica, até
entao julgava improvavel de aplicagoes praticas, para aplicacoes de cunho tecnolégico
no ambiente das telecomunicagoes, pois os resultados conseguidos até o presente eram
todas de cunho topolégico ou puramente algébricos. Por isso acreditamos que demos um
grande passo para contribuir em um futuro préximo para o desenvolvimento de projetos
de modulacoes de desempenhos melhores.

Como proposta, sugerimos que outras classes de superficies diferente do toro se-
jam exploradas. S6 assim colheremos informagoes sobre os invariantes topolégicos que
mais influenciam o desempenho de uma modulacao QAMS. Sugerimos também que
avancemos na questao da técnica de construgao de mergulho topolégicos, sem estes, nao
é possivel realizar o projeto da modulagcao QAMS a nivel de geometria diferencial ou
geometria Riemanniana. Obviamente que a identificacao de mergulhos de grafos tam-
bém é de extrema utilidade porque ird dizer se o mesmo existe e em que superficie se
encontra, além de fornecer informagoes valiosas para a construcao do projeto topolégico,
a base de construgao da modulagao QAMS .
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Apéndice
Calculo das Areas de uma QAMS

Ao analisar o primeiro projeto proposto da modulacao 5-QAMS sobre o toro, se verificou
dois tipos de uniformidade no modelo planar. A primeira uniformidade obtida estd na
quantidade de lados, todas sao regioes de 4 lados, a outra uniformidade encontrada esta
no formato das regioes, todas, exceto Dy, tem a mesma forma, ou seja, 4 das 5 regides sao
iguais conforme mostra a Figura A.0.1. Com isso, obtemos uma uniformidade satisfatéria
em relacao a drea das regioes de decisao da modulagao, ja no primeiro projeto, o que
para nos, foi uma surpresa. Nao esperdvamos alcancar tal uniformidade ja na primeira
tentativa.

Além dessas uniformidades encontradas, pode-se obter a uniformidade de drea (todas
as regides possuem as mesmas dreas, mas nao sao congruentes) sobre o modelo planar

descrita a seguir.

2JIAV U D,

2 3

B

T
i

a) Modelo planar 5-QAMS b) Uniformidade do modelo planar

D,

; /J<v/
; //<v/

0

Figura A.0.1: Uniformidade do mergulho de K35 sobre o toro.
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A.1 Curvas do Mergulho no Modelo Planar na Su-

perficie Toro

A construcao do mergulho no modelo planar, modelo matematico nao mais topolégico,
deve ser feito tomando-se alguns cuidados, a fim de garantir a existéncia do mergulho
no modelo espacial. Por exemplo, na constru¢ao do mergulho de K35 sobre o toro, duas
curvas desconexas podem representar uma curva continua sobre o toro.

A Figura A.1.1 a) mostra duas curvas desconexas 7y, e 5, ambas curvas do tipo
seguimento de reta que contém os vértices vy e vy respectivamente no modelo planar, b)
mostra as imagens dos vértices e das curvas apds a aplicagao de ¥, equagao (3.5), onde

se vé que estas duas curvas sao apenas uma curva sobre o modelo espacial.

A
D1 U Y(U)
Y(v1)
b3 Vy \4! P4
Y4 Ys
P2! .
a) Modelo planar 5-QAMS b) Curva W(ys) U ¥(ys)

Figura A.1.1: Curva 7, U~ do mergulho de K5 em II, e II..

Sejam 7,, e 7,, curvas dadas pelas funcoes lineares definidas no eixo v tais que

Yo, : [0,21]CcU—R

v o 7, (v) =0,

Yo, (0,27 CcU—=R

v o, (v) =27

Sejam também v, e 7,, curvas dadas pelas fungoes lineares definidas no eixo u tais
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que

Yo ¢ 10,21 CU —R

u — 7, (u) =0,

Yoy 10,271 CU =R

U 7, (u) = 2.

Proposigao A.1.1 Se p,, = (u1,v) € 7, € Duy, = (U2,V) € 7,,, entio V (p,,) = V (py,)

pela parametriza¢io ¥ da equagio (3.5).

Demonstracao. Dados os pontos p,, = (u1,v) e p,, = (u2,v) pertencentes respec-
tivamente as curvas v, e 7,,, entao u; = 0 e up = 2. Pela aplicacao ¥ da equagao

(3.5), as imagens dos pontos p,, € p,, sao dadas por

U (py,) = Y(0,v)=((3+cosv)cos0,(3+ cosv)sin0,sinv) = (3 + cosv,0,sinv),
U (py,) = V(21 v) = ((3+ cosv)cos2m, (3 + cosv)sin 2m,sinv) = (3 + cosv,0,sinv),

portanto, temos que W (p,,) = ¥ (py, ). u

Proposigao A.1.2 Sep,, = (u,v1) € 7y, €Pu, = (U, 02) € 7, entao V (py,) = ¥V (pu,)

pela parametriza¢io ¥ da equagdo (3.5).

Demonstracao. Dados os pontos p,, = (u,v1) e pu, = (u,v2) pertencentes respec-
tivamente as curvas v,, € v,,, entao vy = 0 e vo = 27. Pela aplicacao ¥ da equagao

(3.5), as imagens dos pontos p,, € p,, sao dadas por

U (pu,) = ¥ (u,0) = ((3+ cos0) cosu, (34 cos0) sinu,sin0) = (4 cosu, 4sinu,0),
U (puy) = W (u, 2m) = ((3 + cos 2m) cos u, (3 + cos 2m) sin u, sin 27) = (4 cosu, 4sinwu, 0),

portanto, temos que W (p,,) = ¥ (py,)- u
Por essa razao, pelas Proposicoes A.1.1 e A.1.2, os pontos p1, ps € p3, ps da Figura
A.1.1 a), assim como os vértices vy, vq, v3 € vy da Figura A.1.2, correspondem ao mesmo
ponto no modelo espacial.
Na Figura A.1.2 a) sdo ilustradas as curvas sobre o toro 7, e 75, ambas as curvas sao
do tipo seguimento de reta limitadas por vy e ps, v; e pg respectivamente. A Figura b)
apresenta as imagens das curvas 7, e 7 na superficie toro (sobre o seu modelo espacial).
Veja pela Proposi¢do A.1.1 que os pontos ps = (0,77/4) e ps = (27, 57/4) nao

correspondem ao mesmo ponto no modelo espacial, isto é ¥ (p5) # W (ps). Sendo assim,
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o conjunto ¥ (y,)U W (v;) € uma curva desconexa sobre o toro conforme mostra a Figura
A1.2.

4 p1 U P(U)
7 4|p5
i IpJ | vy
67t/4|
5n/4 i

¥(vy) Py
P2
T
a) Modelo planar 5-QAMS b) Curvas y(ys) e W(ys)

Figura A.1.2: Modelo planar destacando as curvas 7, 7, € suas respectivas imagens

sobre o toro.

Para a curva W (v,) U ¥ (v;) ser conexa de acordo com a Proposicao A.1.1 e com
Figura A.1.2 é preciso que os seguimentos de reta 7, e v; tenham respectivamente como

extremos 0s pontos vy, ps € V1, Pg OU Vg, P3 € V1, P3 OU V4, P7 € V1, Dg-

A.2 Ca&lculo da Equacao da Parabola Conhecendo o

Vértice e um Ponto

Dada a equagao da pardbola
f(u) = au® +bu+c,a # 0. (A1.1)

O célculo dos coeficientes a, b e ¢ para determinar a equacao da parabola pode ser
feito conhecendo as coordenadas do vértice vy = (g, vy,) € um ponto p = (uy, vy)

pertencente a pardbola. Assim, temos que as coordenadas do vértice sao dadas por

b
v, = —é, A =1 — dac, (A1.3)
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substituindo as coordenadas do vértice vy = (uy,, Uy, ) Nas equagoes (A1.2) e (A1.3), vem

b

Uy = 5= b= —2au,,, (A1.4)
A 2

Vi = T —4av,, = b* — 4dac, (A1.5)

substituindo o valor de b da equagao (Al.4) na equacdo (A1.5), obtemos
—dav,, = b? — dac = (—2au,, )’ — dac = (—2au,,)” — dac = aul —c

onde,
0 = (¢~ viy) 1211y £ 0.
Substituimos o valor de a na equagao (A1.4), temos que

- Uy —2 - Uy
b= —2au,, = —2uy, (€ = V) = (c—v 0),

2
o) u'UO

logo,

a = (c—uvy)/ u, (A1.6)
b = —2(c—vy) /Uy, (A1.7)

subtituindo os valores de a e b na equagao f(u) = au® + bu + ¢, resulta que

fy = E ) oy 2O ), (AL8)
Uyo Uy

Neste caso, conhecendo um ponto p = (u,, v,) pertencente a pardbola (Al.1), subs-
tituimos os valores de p = (u,, v,) na equagao (A1.8) e calculamos o coeficiente c. Logo
apds calcular ¢, encontramos os coeficientes a e b nas equagoes (A1.6) e (A1.7). Quando

Uy, = 0, as equagoes (A1.4), (A1.5) tornam-se

b
vy = —— =>b= Al
Uy 5g = 0 (AL.9)
A
Vog = T C= Uy, (A1.10)
logo,
f(u) = au® + vy, (A1.11)

assim, substituindo o ponto p = (u,,v,), encontramos o coeficiente a.

Portanto, dado o vértice e um ponto pertencente a uma pardbola, podemos encontrar
a equacao da pardbola, para isso, basta calcular os coeficientes a, b e c. Em alguns casos
a equacao da pardbola serd descrita por f(v) = av? + bv + ¢, nesse caso o cdlculo das
varidveis a, b e ¢ serd andlogo ao anterior, tomando cuidado apenas, com os valores das

coordenadas do ponto p = (u,, v,) na hora da substituigao.
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A.3 Uniformidade de Area do Modelo Planar

Conhecendo as coordenadas do ponto inicial e final das curvas do mergulho do modelo

planar, podemos calcular a area das regices D;, 7 = 0--- ,4. Calculemos, por exemplo,

a drea da regiao D,.

u
>

AV Ds Ps U
27
S| ] P4 D Ps

2 ;
I
L | P2 -
2

B Po
0 w2 T 32 2x

a) Regiao de decisao Dy

/2

b) Area da regiao D,

Figura A.3.1: Regiao de decisao D;: curvas e pontos que a definem.

A Figura A.3.1 a) mostra todos os pontos p;, i = 0,1,--- |7 das curvas que determi-
nam a regiao Di. A Tabela A.3.1 fornece as coordenadas dos pontos p;, i = 0,1,---,7
e, a partir desse pontos, calculamos o comprimento dos seguimentos como mostrado na
Figura A.3.1 b).

Portanto, de acordo com a Figura A.3.1 b), a drea da regiao D; é dada por

ADl - A1+A2+A3+A4+A5
_omym\2  (m+7/2)7/2 ™2 w/m\2]  (7/2)(7/2)
_4<2)jL 2 +<2)_4(2> * 2
= %2:7,402.

De modo anélogo deduzimos que

Ap, = Ap, = Ap, = Ap, = 7,402.

Além disso, é facil ver que a area da regiao D, é dada por
T
2
sendo assim, o modelo apresentado cujas coordenadas dos vértices sao: vy = (7, 7),v; =
(37/2,37/2) ;v = (37 /2,7/2) ,v3 = (7/2,7/2) ,v4 = (7/2,37/2) ndo tem uniformidade

2
AD4:4< ) — 72 = 9,869,
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Di (@i, i)

Do (r/2,0)

D1 (7, 0)

P2 (m/2,7/2)
D3 (m, )

P4 (7/2,371/2)
Ds (37/2,3m/2)
De (/2,2m)

D7 (7, 2m)

Tabela A.3.1: Coordenadas dos pontos p;,i = 1,---,7 da Figura A.3.1 a).

de drea. Logo, nosso préximo objetivo serd alcancar a uniformidade de drea, deixando

o modelo planar uniforme em relacao a érea.

AV AV d
21 v 21 : = U 21
d1
d1
u u
0 > () > ()
a) Modelo planar 5-QAMS b) Deslocamento dos vértices ¢) Modelo planar 5-QAMS uniforme

Figura A.3.2: Construcao de II, uniforme em relagao a de drea da modulacao 5-QAMS.

Estudando o modelo planar, notamos que a drea das regioes pode ser alterada movi-
mentando os vértices. Salientamos que quando falamos em deslocar os vértices, esta-
mos interessados em alterar as coordenadas dos vértices. O deslocamento dos vértices
ocorrersd sobre as diagonais da regiao fundamental U do centro para os extremos. A
Figura A.3.2 a) mostra o primeiro projeto de modulagao escolhido, b) como acontecera
o deslocamento dos vértices e c¢) o novo modelo pretendido com uniformidade de érea.
Escolhemos deslocar os vértices do centro para os cantos porque a drea da regiao Dy é

maior que as demais, por isso, ao fazer esse deslocamento aumentamos a drea das regioces
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Dy, Dy, Dy € D3 e diminuindo D, tornando-as iguais em drea.

Efetuando o deslocamento como indicado na Figura A.3.2 b), as curvas vy, ¥g, 711 €
715 mostradas na Figura A.3.2 a) do tipo arcos de circunferéncia centradas em (7, 27) ,
(0,7), (2m, ) e (w/2,0) respectivamente nao poderao ser mais utilizadas, pois nao satis-
fazem a condigao de conexao entre os lados do mergulho no modelo espacial apresentado
na segao A.1, note que ¥ (pg) # V¥ (p;) pela Proposicao A.1.1 e ¥ (p2) # ¥ (p3) pela
Proposicao A.1.2. A Figura mostra as curvas 7v,, Vg, 711 € 715 centradas nos mesmos

pontos, porém com raio menor por causa do movimento dos vértices.

AV P2 U
27
{;4 Y2 D4
po| 16 -
( """"""" :""'""""" """"": """"""""""""
Dy Dy p1
o )
~ Yi1
¢ V15 Ds _
V3 \P
: u
0 D3 27 >

Figura A.3.3: Modulacao 5-QAMS com as curvas do tipo arcos de circunferéncia.

Por essa razao, houve a necessidade de optar por outro tipo de curva que melhor
se adapte a realidade do mergulho no modelo planar uniforme. A curva escolhida foi
a pardbola, pois podemos calcular sua equagao conhecendo-se as coordenadas dos vér-
tices e um ponto pertencente a ela. Por simplificagdo dos célculos as pardbolas terao
vértices centrados em (7,27), (0,7), (2w, 7) e (7/2,0) e passardo por Uy, Uy, U3 € Vs
respectivamente.

Utilizando o valor de d da Proposicao 3.7.2, encontramos as coordenadas dos vértices

V1, U, U3, U4 mostrados Tabela A.3.2.

~ ~ ~ ~ ~

Vo 1 (%) V3 V4

(m,m) | (2w — %ﬂ, 27 — %ﬂ) (2m — %ﬂ', %W)

(%W, %ﬂ) (%W, 2 — %W)

Tabela A.3.2: Coordenadas dos sinais de II,, uniforme em relacao a érea.

Por fim, os vértices tomados conforme a Tabela A.3.2 dividem, com a mesma &rea,

as regides do modelo planar do mergulho da Figura A.3.2 c).
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A.4 Ciélculo da Area das Regides de Decisdo do Mo-
delo Espacial do Mergulho de K;

A édrea da regiao D; = Ay (p,) no modelo espacial do mergulho é dada pela seguinte

igualdade
A\I!(Dl) = // V EG — F2dvdu,
D;

onde, a regiao D; estd contida na regiao fundamental da parametrizacao U, e E, F,
G s@o os coeficientes da primeira forma fundamental da superficie (2.2). No caso da
parametrizacao particular do toro, equacdo (3.5), temos E = (3 + cos 0)2, F=0,¢e

G=1

A.4.1 Ca&lculo da darea do modelo espacial 1I. correspondente

ao modelo planar nao uniforme

Célculo das dreas das regioes do modelo espacial que tem o modelo planar nao uni-
forme em relacao a drea. Este modelo é o nosso primeiro projeto de modulagao. Apesar
de nao ser uniforme, tem quatro das cinco regioes com a mesma forma e drea. O modelo

planar do projeto é visto na Figura A.4.1 a), em b) temos as subregices D;; de II,.

A U A U

Y=

u
>

n/2 ® 3n/2 2¢
a) Modelo planar ndo uniforme b) Subregioces de IT,

Figura A.4.1: Modelo planar nao uniforme.

O modelo planar da Figura A.4.1 b) foi dividido em subregioes para simplificar o

célculo da drea das regioes de decisao D..
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A drea da regido Dy ¢ dada por Ap, = Aw(py,) + Av(D) + Aw(pys), onde,

Ay(pyr) = // (3 + cosv) dvdu = 5, 40220,
Doz

Aw(Dyy) = //D (3 + cosv) dvdu = 6.94296,
02

Ay(Dyy) = //D (3 + cosv) dvdu = 4.71985.
03

Portanto, a drea da regiao Dy é
AD6 = A‘I’(Dm) + A‘I’(D02) + A‘I’(D03) = 17,06501.
A drea da regiao D) é dada por

AD; = Awp.,) + Awpiy) + Awbiy),

onde,
Av(py) = // (3 4 cosv) dudv = 6.26061,
D11

Aw(pyy) = //D (3 + cosv) dudv = 10.73374
12

Aw(pyy) = //D (3 + cosv) dudv = 7.21226.
13

Portanto, a drea da regiao D] é
AD/1 = A\II(DH) + A\P(Dlz) + A\p(D13) = 24, 20661.
A drea da regiao D) é dada por
AD/2 - A‘I/(Dzl) + A‘I’(Dzz) + A\P(D23)7

onde,
Aw(Dar) = // (3 + cosv) dvdu = 5.40220,
Do

Ay(Dy) = //D (3 4 cosv) dvdu = 6.94296,

Aw(Dyy) = //D (34 cosv) dudv = 4.71985.
23

Portanto, a drea da regiao D), é

AD/2 = A\I;(D21) + A\I/(Dgz) + A\I/(Dgg) = 17, 06501.
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A drea da regiao D} ¢ dada por

Apy, = Aw(Dsyy) T Aw(Dso) T Aw(Dss),
onde,

Ay(Day) = //D (3 + cosv) dudv = 6.26061,
31

Au(Dy) = / /D (3 4 cosv) dudv = 10.73374,
32

Ay(Dyy) = //D (3 + cosv) dudv = 7.21226.
33

Portanto, a drea da regiao Dj é

ADg = Aq;(D31) + A\I/(D32) + A\I;(D33) = 24,20661.

A drea da regiao D) é dada por

Ap, = Aw(a) T Av(Diz) T Aw(Diz) T Aw(Dus);

onde,
Aw(Dy) = // (3 + cosv) dvdu = 8.97300,
Dy
Av(Ds) = // (3 4 cosv) dvdu =2 8.97300,
Das
Aw(y) = // (3 + cosv) dvdu = 8.97300,
Dyy
e

Au(Da) = / /D (3 + cosv) dvdu = 8.97300.
44

Portanto, a drea da regiao D) é

ADZ; = A\p(D41) + A\p(D42) + A\p(D43) + A\p(D44) == 35.89200.

123

A.4.2 Calculo da area do modelo espacial II. correspondente

ao modelo planar uniforme

Caélculo das dreas das regioes do modelo espacial que tem o modelo planar uniforme
em relacao & drea. Este modelo foi obtido do modelo planar nao uniforme. Apesar de

ser uniforme em relagdo & drea, nao é uniforme em relagao a forma. A Figura A.4.2 a)

mostra o modelo planar uniforme, b) as subregices D;; de II,,.
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=

>
V5m/S n 2n—\5m/S 2m
a) Modelo planar uniforme b) Subregices de II,

Figura A.4.2: Modelo planar uniforme em relagao a drea.

O modelo planar da Figura A.4.2 b) foi dividido em subregides para simplificar o
célculo da drea das regides de decisao D..

Assim, temos que a drea da regiao D, é dada por

Apy = Av(Dyy) T Aw(Dps) + Aw(Dos)>
onde,
Aw(py) = // (3 4 cosv) dvdu =2 6.71750,
Doz

Aw(De2) = //D (3 + cosv) dvdu = 7.71986,
02

Ag(Do) = //D (3 + cosv) dvdu = 4.14817.
03

Portanto, a drea da regiao Dy é
Apy = Aw(po) + Aw(De) + Aw(pg) = 18.58553.
A drea da regiao D] ¢ dada por
ADIl = A\I’(Dll) + A‘I’(D12) + A‘I’(D13)7

onde,
Aw(pyy) = // (34 cosv) dudv =2 7.95219,
D11

Aw(Dry) = //D (3 + cosv) dudv = 11.85786,
12



APENDICE A. CALCULO DAS AREAS DE UMA QAMS 125

Aw(pyy) = //D (3 + cosv) dudv = 6.20715.
13

Portanto, a drea da regiao D] é
Ap; = Au(py) + Ag(pi) + Aw(pyy) = 26.01720.

A drea da regiao D) é dada por

ADé = Aw(Dy1) T Aw(Dss) T Aw(Dss),

onde,
Aw(Dar) = // (3 4 cosv) dvdu = 6.71750,
Do

Aw(Dsy) = //D (3 4 cosv) dvdu = 7.71986,
22

Ag(Day) = // (3 + cosv) dudv = 4.14817
Da3

Portanto, a drea da regiao D), é
AD’2 = A\IJ(D21) + A‘I/(D22) + A‘I’(D%) = 18.58553.
A drea da regiao Dj é dada por

Apy = Aw(Day) + Aw(Dsy) T Aw(Dag)

onde,
Aw(Dsy) = // (3 4 cosv) dudv = 7.95219,
D3y

Aw(Dyy) = //D (3 + cosv) dudv = 11.85786,
32

Aw(Dsy) = //D (34 cosv) dudv = 6.20715.
33

Portanto, a drea da regiao Dj é
AD/S = Aw(Dar) + Aw(Dsr) + Aw(pss) = 26.01720.

A drea da regiao D) é dada por

ADQ = A‘II(D41) + A‘I’(D42) + A‘I’(D43) + A\P(D‘“)’
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onde,
Ag(Dy) = // (3 + cosv) dvdu = 7.30745,
Dy
Au(Ds) = // (3 4 cosv) dvdu =2 7.30745,
Dy2
Ag(Dyy) = // (3 + cosv) dvdu = 7.30745,
Dayy
e

Au(Dy) = //D (3 + cosv) dvdu = 7.30745.
44

Portanto, a drea da regiao D) é

Ap, = Awpn) + AvDiz) + Av(big) + Awpi) = 29.22980.



Apéndice B

Coordenadas dos Sinais das Modulacoes
dos Projetos I e 11

Na Subsecao 4.6.1 foi analisado um projeto de modulagao 5-QAMS sobre o toro 7' (1, 3)

em que as dreas nao eram todas iguais. Na Subsecgao 4.6.2 foi analisado um modelo de

modulac¢ao 5-QAMS sobre o toro T'(1,3) em que as dreas eram todas iguais.

Nestes

projetos foram utilizadas uma constelagao de sinais A = {sq, s1, S2, S3, S4} cujas coorde-

nadas, sobre o modelo planar e sobre o modelo espacial do toro constam na Tabela B.0.1.

Para representar o sistema de coordenadas, utilizamos a notacao de ponto flutuante.

Projeto 1

Sinal

IT

/4

1.

Raio

S0

5.0993, 3.77828)

0.8285989471, —2.033603254, —0.5945376)

0.900518018

51

2.5049, 5.0993)

2.715605029, 2.007952030, —0.9260774)

1.227040217

59

0.900518018

(
(
(1.18388,2.50491)
(
©,

(
(=
(0.8285967062, 2.033597748, 0.5945296293)
(=
(4,

53

3.85022,0.97918

2.701199233, —2.315333900, 0.830040)

S3 3.77828,1.18388) 2.715605032, —2.007952028,0.9260774) | 1.227040217
S4 0) 4,0,0) 1.414213562
Projeto 11

Sinal | II, II. Raio

S0 5.30401, 3.85022) | (1.249688767, —1.859898271, —0.650794) 0.983338084

51 2.43297,5.30401) | (—2.701228687, 2.315312290, —0.830035) 1.329106232

S9 ) | (1.249666540, 1.859905364, 0.65078706) 0.983338084
) | (=

1.329106232

5S4

(
(
(0.97918, 2.43297
(
(0,

0)

(4,0,0)

1.292224128

Tabela B.0.1: Coordenadas dos pontos correspondentes aos sinais s; sobre os modelos

planar e espacial dos Projetos I e II e os raios das regices de decisao.
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As coordenadas dos sinais das modulagoes dos Projetos I e II da Tabela B.0.1 foram
escolhidas aproximadamente nos centros das respectivas regioes de decisoes e os raios cor-

respondem aos raios das maiores esferas possiveis contidas inteiramentes nestas regioes.



Apéndice C

Coordenadas dos Sinais do Projeto II1

Na Subsecao 4.6.1 foi analisado Um projeto de modulagao 5-QAMS sobre o toro 7' (1, 3)
com o objetivo do demodulador tomar uma decisao suave do sinal transmitido foi anali-
sado na Subsecao 4.7.2. As coordenadas dos sinais para a constelacao A = {sg,1,52,53,54 }
sao apresentadas na Tabela cujas coordenadas, sobre o modelo planar e sobre o modelo

espacial do toro constam na Tabela C.0.1. Novamente foi utilizada a notacao de ponto

flutuante para representar as coordenadas e o raio da regiao de decisao.

Coordenada em II, Coordenada em II, Raio r;
501 (4.61003, 3.14159) (—0.2043529, —1.98953, 0) 1.340017569
502 (6.20552,4.00817) (2.3454, —0.1825, —0.762) 0.842866810
511 (3.14159,4.61003) (—2.897823,0, —0.994766) 1.340017569
S12 (2.27501, 6.20552) (—2.587,3.0461, —0.0775) 1.019786087
So91 (1.67315,3.14159) (—0.204352,1.989532,0) 1.340017569
S92 (0.07766, 2.27501) (2.3454,0.18251,0.762) 0.842866810
S31 (3.14159,1.67315) (—2.8978235,0,0.99476) 1.340017569
S32 (4.00817,0.07766) (—2.587, —3.046,0.0775) 1.019786087
541 (0,0) (4,0,0) 1.292228180

Tabela C.0.1: Coordenadas dos sinais do modelo planar e espacial do Projeto III.

As coordenadas de sinais da Tabela C.0.1 foram escolhidas com o objetivo de tornar

os raios das regioes de decisoes os maiores possiveis.
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