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RESUMO

O problema biobjetivo da Arvore Geradora de Custo e Diametro Minimo (bi-
AGCDM) é uma generalizacdo do problema da arvore geradora com restricdo
de diametro. O bi-AGCDM é NP-Dificil e definido em um grafo G=(V,E), onde o
objetivo é encontrar arvores geradoras de custo e didmetro minimos.
Problemas de redes de comunicacdo, de transmissdo de energia, de
transportes, de computadores, entre outras, podem ser modeladas como um
problema bi-AGCDM. Este trabalho apresenta um procedimento exato para
encontrar a fronteira de Pareto Otima do bi-AGCDM. Além disso, duas
metaheuristicas multiobjetivos sdo propostas para o problema. A primeira €
uma adaptacdo do Non-dominated Sorting Genetic Algorithm — Il (NSGA-II) e a
segunda é uma versao multiobjetivo do Particle Swarm Optimization (PSO). Os
experimentos foram realizados com trés grupos de instancias e o desempenho
das metaheuristicas foi avaliado através das métricas de quantidade de
elementos na fronteira de Pareto, espalhamento das solucfes e hipervolume.
Os resultados mostram que a adaptacao sugerida ao NSGA-II melhora o seu
desempenho e o PSO tem excelentes resultados.

Palavras chave: problema bi-AGCDM, arvore geradora, método exato
multiobjetivo, metaheuristica multiobjectivo, otimizacdo combinatoria, NP-

arduo.



ABSTRACT

The bi-objective Minimum Diameter-Cost Spanning Tree problem (bi-MDCST)
is a generalization of the diameter-constrained minimum spanning tree problem.
The bi-MDCST is NP-Hard and set in a graph G = (V, E), where the goal is to
find cost-diameter minimum spanning trees. Problems of communication
networks, power transmission, transportation, computers, among others, can be
modeled as a bi-AGCDM problem. This work presents an exact procedure for
finding the optimal Pareto front bi-AGCDM. In addition, two multi-objective
metaheutistic are proposed for the problem. The first is an adaptation of
Nondominated Sorting Genetic Algorithm - II (NSGA-Il) and the second is a
multi-objective version of the Particle Swarm Optimization (PSO). The
experiments were conducted with three groups of instances and the
performance of metaheuristics was assessed through measurements of
quantity of elements in the Pareto frontier, spacing of solutions and
hypervolume. The results show that the change proposed to the NSGA-II
improves its performance and the PSO has excellent results.

Keywords: bi-MDCST problem, spanning tree, multi-objective exact method,

multi-objective metaheuristic, combinatorial optimization, NP-hard.
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1 INTRODUCAO

Problemas do dia a dia que sao modelados em rede, como por exemplo,
rede de computadores e transportes, a fim de diminuir o custo do projeto e
melhorar o desempenho da mesma, geralmente necessitam de uma arvore
geradora que tenha seu custo reduzido e a distancia entre cada par de nés da
arvore a menor possivel. Uma arvore geradora T de um grafo G = (V, E), onde
[VI=n e |E|=m, é aquela que contém todos os vértices de G e possui
exatamente n — 1 arestas. Do conjunto de &rvores geradoras de um grafo,
aguela que tem o menor custo é conhecida como arvore geradora de custo
minimo (AGCM) e aquela que possui o menor didmetro é conhecida como
arvore geradora de diametro minimo (AGDM). O diametro de uma arvore € o
namero de arestas do maior caminho entre todos os pares de n6s da mesma.
Este trabalho trata o problema biobjetivo da arvore geradora com custo e
diametro minimos (bi-AGCDM).

Como exemplo de AGCM e AGDM, considere o grafo da Figura - 1(a).
Dentre todas as possibilidades de arvores geradoras presentes neste grafo, a
AGCM ¢ ilustrada na Figura - 1(b) com custo 7 e diametro 3, e uma possivel

AGDM é ilustrada na Figura - 1(c) com custo 19 e diametro 2.

Figura 1 - Exemplo de AGCM e AGDM. Fonte: Santos (2004).

Para calcular a AGCM de um grafo existem diversos algoritmos polinomiais na
literatura, tais como os classicos de Prim e Kruskal, com complexidade no pior
caso, respectivamente, de O(m log n) e O((m + n) log n) (Cormen et al., 1990).
Outro algoritmo polinomial que também calcula uma AGCM de G é baseado na
busca em profundidade e consiste em eliminar todos os ciclos de um grafo para
encontra-la, sendo a complexidade deste algoritmo no pior caso € O(K . m),

onde K € o nimero de arestas retornadas na busca em profundidade, ou seja, K
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=m - (n-1) (Salehi-Fathabadi e Ahrabian, 1995). Algoritmos eficientes para
calcular a AGDM séao apresentados em Bui et al. (2004).

O bi-AGCDM ¢é NP-Dificil (Ho et al., 1991) e é definido em um grafo néo
orientado e conexo G = (V, E). Neste grafo, um custo c;; =2 0 esta associado a
cada aresta (i, j) € E. Nele, existe uma arvore geradora T de G com um Unico
caminho Pj; ligando qualquer par de nos (i, j) €V, onde i # j. Neste caminho, dj
corresponde ao numero de arestas de Pj; e o diametro D de T € definido como
D = max{dj : i, ] €V}. Considerando como o primeiro objetivo deste problema a
arvore geradora de custo minimo, e como o segundo objetivo a arvore
geradora de didametro minimo, o bi-AGCDM consiste em encontrar uma arvore

geradora com diametro e custo minimos (Sousa, Santos e Aloise, 2013).

O problema bi-AGCDM modela diversos problemas. Projetos de rede de
computadores e até mesmo rede de distribuicdo de energia elétrica podem ser
modelados como tal. Para estes casos, com o0 intuito de garantir um custo
acessivel ao projeto, as estacbes (vertices) devem comunicar-se entre si a um
custo minimo. Além disso, o didmetro minimo da &rvore a ser montada é
associado a qualidade de servico (QoS) de comunicacdo da rede e objetiva
diminuir seu retardo de transmissdo de dados para aumentar sua
confiabilidade. Linhas de trens e metrés também compreendem o problema bi-
AGCDM. A infraestrutura forma uma &arvore geradora onde o0s custos das
arestas correspondem ao custo de instalacdo da rede. A arvore com diametro
minimo representa o menor caminho em nimero de arestas entre as estacdes

dos trens e metrés (Lima, Santos e Aloise, 2012).

Para tratar o problema bi-AGCDM foi desenvolvido um procedimento
exato que calcula a fronteira de Pareto 6tima. Além disto, a metaheuristica
NSGA-II, o qual ja foi proposta por Lima, Santos e Aloise (2012) para 0 mesmo
problema, foi reproduzida neste trabalho com um acréscimo de melhoria. A
metaheuristica Particle Swarm Optimization (PSO) também foi aplicada ao
problema e apresentou melhores resultados que o NSGA-Il. Por fim, uma
comparacao entre essas metaheuristicas é realizada por meio das métricas de

quantidade de elementos na fronteira de Pareto 6tima, hipervolume e spacing.
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Esta dissertacdo esta dividida em 7 capitulos como se segue: o capitulo
2 ¢é dedicado a reviséo bibliografica do problema bi-AGCDM. No capitulo 3 sdo
apresentadas definicdes, modelagens e um procedimento exato empregado no
problema. No capitulo 4 sdo apresentadas duas metaheuristicas aplicadas ao
bi-AGCDM. No capitulo 5 séo exibidos testes e resultados computacionais com
os algoritmos desenvolvidos e no capitulo 6 sdo apresentadas conclusdes e
trabalhos futuros.
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2 TRABALHOS RELACIONADOS

O bi-AGCDM ¢é uma generalizacdo do problema da arvore geradora
minima com restricdo de diametro (AGMRD). Este problema consiste em
encontrar uma arvore geradora com custo total minimo para um diametro
especifico (Santos, 2004) e é NP-dificil quando o didmetro da &rvore geradora
a ser buscada é maior do que 3 (Garey e Johnson, 1979). Uma vasta literatura
para 0 AGMRD é disponivel: algoritmos exatos sdo encontrados em T. F.
Noronha (2010), Gouveia et al. (2011); heuristicas e metaheuristicas foram
propostas por Lucena et al. (2010), Gruber e Raidl (2005), Requejo e Santos
(2009); formulacBes matematicas e inequacgdes validas foram desenvolvidas
em Achuthan et al. (1994), Gouveia e Magnanti (2003) e Santos et al. (2004).

Existem diversos trabalhos na literatura dedicados ao estudo de
problemas biobjetivos de arvores geradoras de custo minimo considerando
duas funcdes de custo, tais como, o algoritmo genético proposto por Zhou e
Gen (1999), o Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP)
apresentado em Arroyo, Vieira e Vianna (2008), o algoritmo de enumeracéo
sugerido por Steiner e Radzik (2008) e o algoritmo Branch-and-Bound descrito

por Sourd e Spanjaard (2008).

Alguns poucos trabalhos na literatura foram desenvolvidos para resolver
0 bi-AGCDM. Um estudo tedrico sobre algoritmos aproximativos para 0s
problemas de bi-AGCDM e AGCM com minimizagdo de grau (quantidade de
arestas incidentes a cada n6 de G) é apresentado em Marathe et al. (1998),
sem resultados computacionais. Algoritmos genéticos multiobjectivos para o bi-
AGCDM foram propostos por Saha e Kumar (2011) e Santos, Lima e Aloise
(2013).

Saha e Kumar (2011) propdem o Multi-objective Evolutionary Algorithm
(MOEA) para o problema bi-AGCDM. Esta metaheuristica é populacional e
seus individuos séo evoluidos através de um histograma de ranking. Em cada
iteracdo, através da classificacdo dos individuos, os piores sdo descartados e

novos sao gerados a partir de dois individuos elite. Um novo individuo é gerado
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a partir de um operador de recombinacdo e a metaheuristica ainda utiliza dois
operadores simples de mutacéo, chamados de mutacéo da substituicdo gulosa

de uma aresta e mutagdo da modificacdo de uma aresta.

O operador de recombinac¢do cria um novo individuo a partir das arestas
comuns entre duas solucdes selecionadas. Posteriormente, para completar a
solucdo que esta sendo criada, as melhores arestas dos dois individuos
selecionados que ainda ndo fazem parte da solucdo sédo escolhidas. O
operador de mutacdo da substituicdo gulosa de uma aresta deleta uma aresta
randomicamente de uma solucdo, criando duas subarvores, e insere na
solucéo outra aresta de menor custo para unir as duas subarvores criadas. O
operador de mutacdo da modificacdo de uma aresta deleta randomicamente
uma aresta de uma solucéo, tornando a inviavel, e logo em seguida utiliza um
operador de recombinacéo entre esta solucdo inviavel e um individuo elite da
populacao para se obter uma nova solucdo. As instancias de testes utilizadas

neste trabalho variam entre 50 e 100 nos.

Uma formulacdo matematica utilizando multifluxo foi proposta por
Santos, Lima e Aloise (2012) para o bi-AGCDM. Neste problema, a
minimizagdo do custo esta relacionado a escolha das arestas de menores
valores e a minimizacdo do diametro esta diretamente ligada a estrutura dos
caminhos entre os nos da arvore geradora. Considerando a minimizacdo do
didametro, os modelos matematicos sdo adaptados para poder contabilizar a
quantidade de arestas nos caminhos da arvore.

Santos, Lima e Aloise (2012) utilizaram seu modelo através da
otimizacdo em duas fases. Neste tipo de otimizacdo, 0s objetivos sé&o
trabalhados por ordem de prioridade e o diametro foi tratado como objetivo

principal e o custo como objetivo secundario.

Apesar do modelo proposto por Santos, Lima e Aloise (2012) encontrar
solugdes o6timas, sua utilizacdo para algumas instancias € inviavel devido a
grande quantidade de tempo necessario para processa-la. Para contornar tal
problema, foi aplicado duas metaheuristicas para o problema bi-. As duas
metaheuristicas aplicadas foram os algoritmos evolucionarios NSGA-Il e o

MOEA. Seus resultados foram comparados atraves das métricas de quantidade
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de elementos na fronteira de Pareto, espalhamento das solucdes e
hipervolume. O NSGA-II € explicado em detalhes na sec¢do 4.1 e o MOEA foi
explanado no quarto paragrafo anterior a este. Para os testes realizados foram
utilizados 4 grupos de instancias. Destes, 3 grupos de instancias séo
provenientes dos trabalhos de Lucena et al. (2010), Raidl e Julstrom (2003),
Gouveia e Magnanti (2003). O quarto grupo de instancias foi criado no
desenvolvimento do trabalho. Nos testes realizados o NSGA-II obteve melhor
desempenho e as instancias testadas variaram de 10 a 250 nds, sendo

algumas de grafo completo e outras de grafo esparso.
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3 DEFINICOES, MODELAGENS E PROCEDIMENTO EXATO

Um problema de otimizacdo combinatoria multiobjetivo (MOOP, do
inglés Multi-Objective Optimization Problem), como € caso do problema bi-
AGCDM, possui um conjunto de funcdes objetivos a serem otimizadas e um
conjunto de restricbes que devem ser satisfeitas para que uma solucéo viavel

ao problema seja encontrada.

Problemas do tipo MOOP possuem funcdes objetivos que geralmente
sdo conflitantes entre si. Uma funcéo objetivo f; € conflitante com outra funcao
f, quando néo é possivel melhorar o valor de f; sem piorar o valor da funcgéo f,.
Para esses casos, ndo existe uma unica solucdo para um problema a ser
resolvido, mas sim um conjunto de solu¢cBes que respeitam um critério de

dominancia.

Suponha que uma solucéo x para um tal problema possa ser descrita por
um vetor de decisao (X1, X2, X3..., X) €m um espaco de decisao X. Este vetor de
decisdo representa os valores dados para as variaveis do problema. Uma
funcdo de custo f: X =Y atribui para x um vetor objetivo (f1(x), f2(x), f3(X),... fk(x))
em um espago objetivo Y. Neste contexto, o problema de otimizacéo
multiobjetivo consiste em encontrar as solucdes no espaco de decisdo de
otimizacao (minimizacdo ou maximizacao) para k objetivos (designa-se K como

0 conjunto dos k objetivos considerados) (Dhaenens, Lemestre e Talbi, 2010).

Dentre todas as solu¢des do problema a serem encontradas, 0 conjunto
das solucbes que ndo sdo dominadas por nenhuma outra recebe o nome de
fronteira de Pareto 6tima. Esse conjunto de solucdes que forma a fronteira de

Pareto Otima é a solucdo de problemas multiobjetivos e € definida por
Dhaenens, Lemestre e Talbi (2010) como se segue:

Definicdo 1: Em um problema de minimizagéo, uma solu¢gdo x domina

uma solugéo x’ se e somente se, respeita as desigualdades descritas em (1):
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{‘v‘k-::‘ A, fo(X) < fulX), )

3k e, fr(x) < fulx).

Definicdo 2. Uma solucédo é Pareto 6tima se ela ndo é dominada por
nenhuma outra solu¢do do conjunto viavel. Uma solucao deste tipo é chamada

suportada.

Para a identificagcdo das solucdes pertencentes a fronteira de Pareto
O0tima do problema bi-AGCDM pode-se utilizar heuristicas (em particular
metaheuristicas), como por exemplo, a PSO e a NSGA-II, ou métodos exatos,
como por exemplo, o Parallel Partitioning Method (PPM), e-constraint ou two-
phases method (TPM).

3.1 DEFININDO ESPACO DE BUSCA DA SOLUCAO PARA O
PROBLEMA BI-AGCDM

Definir o espaco de busca da solucdo para o problema bi-AGCDM
significa identificar um subespaco da regido de solu¢do que possui todas as
arvores geradoras da fronteira de Pareto 6tima. Isto é interessante porque
analisar todas as possiveis arvores geradoras de um grafo € inviavel. Em
grafos completos, por exemplo, a quantidade de arvores geradoras presentes
no mesmo é definida segundo o Teorema de Caley por n"? (Kropiwiec, 2002).
No caso do grafo completo que possui somente 4 vértices, por exemplo,
existem 16 arvores geradoras diferentes. Num grafo completo com 10 vértices

existem 10° arvores geradoras.

Na definicdo do espaco de busca, inicialmente é calculada a arvore
geradora de custo minimo e o diametro da mesma. Sabe-se que na fronteira de
Pareto 6timo ndo havera uma arvore geradora de custo menor, pois 0 seu
custo é o minimo, e didametro maior, porque qualquer solugcdo que mantenha
esse custo e aumente seu diametro € considerada um solucdo dominada de

acordo com as definicdes de dominancia da fronteira de Pareto.
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O proéximo passo é definir o diametro inferior do espaco de busca da
solucdo. Este valor corresponde ao diametro do grafo, cujo € o menor caminho
entre seus pares de vértices mais distantes. Em um grafo, ndo existe uma
arvore geradora com diametro menor do que o didametro do mesmo. Contudo,
nao é possivel definir o custo de uma arvore geradora com um diametro maior
do que 3 com algoritmo polinomial, pois isso € um problema NP-Dificil, (Garey
e Johnson, 1979).

O diametro inferior do espaco de busca do problema bi-AGCDM,
diametro no grafo, em alguns casos néo é igual ao diametro da AGDM, como
por exemplo, na Figura - 2(a), onde o grafo tem o diametro 4. Neste exemplo,
ndo se tem arvore geradora de diametro 4 e 5. A AGDM deste grafo € dada na

Figura - 2(b), onde seu diametro € igual a 6.

(b)

& @ @ O

e o)
O—0®———©®

Figura 2 - Grafo esparso com didmetro 4 e arvore geradora minima com diametro igual a 6.

Para encontrar o diametro de um grafo pode-se utilizar o algoritmo de
busca em largura, o qual tem complexidade O(n . m) (Cormen et al., 1990). Este
algoritmo também pode ser utilizado para calcular o diametro de uma arvore,

visto que uma &rvore também é um grafo.

Para encontrar o diametro de uma arvore escolhe-se inicialmente um
vértice por onde a busca em largura deve iniciar, como por exemplo, o vértice
X. A partir deste veértice a busca em largura é executada e guarda-se a distancia
dos demais vértices da arvore em relagcdo ao vértice x. Em seguida, de posse
do veértice mais distante do vértice x, caso tenha-se dois ou mais vértices com o
mesmo valor da maior distancia encontrada para x, por exemplo, z e y, um

entre esses veértices é escolhido, por exemplo, o vértice y, e outra busca em
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largura € iniciada a partir vértice y. O valor da distancia do vértice mais

afastado de y determinara o diametro da arvore.

Para calcular o diametro de um grafo o procedimento € similar ao usado
em arvore. Inicialmente € escolhido um vértice por onde a busca em largura
deve comecar, como por exemplo, o vértice x. O algoritmo é iniciado pelo
vértice x e ao final de sua execucao as arestas utilizadas no percorrimento do
grafo formaram uma arvore. Em seguida, guardam-se os nos folhas da arvore
gerada, por exemplo, os vértices z e y, e outras busca em largura no grafo sao
realizadas a partir de cada um desses nos folhas. Por fim, o diametro do grafo
é definido pela maior distancia encontrada para os nés z e y em relacdo aos

demais nés do grafo.

3.2 CASO DE ARVORES GERADORAS QUE POSSUEM ALGORITMO
POLINOMIAL

Identificar arvores geradoras de custo minimo com um didmetro
especifico em um grafo G=(V,E) tem algoritmo polinomial em 4 casos. O
primeiro caso corresponde em encontrar a AGCM de G, a qual poder ser
calculada pelo algoritmo de Prim, por exemplo. O diametro da AGCM é
calculado com o algoritmo de busca em largura. O segundo caso ocorre
quando D = 2. Neste caso, 0 procedimento constrdi, a cada iteracdo, uma
arvore geradora considerando um vértice i € G como central. A partir do vértice
central os outros vértices j € V\{i} sdo conectados a ele através de uma aresta
(i, j)- Em seqguida, basta comparar as arvores geradoras formada a partir de G e
guardar a de menor custo. Este procedimento tem complexidade
computacional no pior caso O(n%). Uma solucdo de arvore com D = 2 tem a

forma de estrela como esta ilustrado na Figura - 3(a) (Santos, 2004).
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(a) Q (b) Q Q
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Figura 3 — Exemplo de arvore geradora com diametro 2 e 3. Fonte: Santos (2004).

O terceiro caso ocorre quando D = 3. A cada iteracdo uma aresta [i, j] €
E € tomada como aresta central da arvore. Posteriormente os vértices k € V\{i,
j}, diferente dos presentes na aresta central, sdo conectados na mesma,
conforme ilustrado na Figura - 3(b). As conexdes a serem realizadas sao as de
menor custo possivel. O algoritmo para calcular uma arvore geradora minima
com D = 3 tem complexidade no pior caso O(m.n). O quarto caso ocorre quando
todos os custos das arestas s&o iguais, nao influenciando na construcéo da
arvore. Neste caso, localizar a arvore geradora com qualquer diametro, dentro

do seu espaco de busca, tem complexidade polinomial (Santos, 2004).

3.3 METODOS EXATOS BIOBJETIVO

Métodos exatos sdo algoritmos que geram a solucdo Otima de um
problema. Alguns deles sdo comumente empregados para calcular a fronteira
de Pareto 6tima em problemas biobjetivo, como por exemplo, 0 &-constraint, o
Two-phases method (TPM) e o Parallel Partitioning Method (PPM).

O método e-constraint € baseado no principio de enumeracéo proposto
por Haimes e Ladson (1971). A ideia geral deste procedimento é integrar um
dos objetivos no conjunto de restricdes e otimizar o outro. Assim sendo, um

problema restrito de otimizacdo P' é definido como {min fi(x) | fa(x) < €; x € X}

Seu funcionamento consiste em inicialmente procurar o melhor valor para uma
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funcdo f;. Posteriormente, o melhor valor para f, é procurado usando como
limite da busca o valor encontrado para f;, conforme ilustrado na Figura - 4(a).
Este busca é realizada sucessivamente até que nao seja localizado nenhum

outro valor, Figura — 4(b) (Sousa, Santos e Aloise, 2013).

@ (b)
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,

f, h

Figura 4 - Um exemplo de pesquisa no método e-constraint. Fonte: Lemestre, Dhaenens e Talbi (2007).

O TPM foi proposto por Ulungu e Teghem (1995) e utiliza o conceito de
agregacédo das funcdes objetivos da seguinte forma: as funcdes objetivos séo
devidamente normalizadas e tratadas como uma combinacéo linear (principio
de agregacao) dada por a.f;(x) + (1 - @) f2(x), onde a €[0,1]. Se a = 1, 0 objetivo
f1(x) € otimizado, enquanto que se a = 0, f,(x) é otimizado. Este método possui
um esquema geral e pode ser adaptado para varios problemas. O
procedimento para o TPM é realizado em duas fases. Na primeira fase,
solugdes suportadas sdo calculadas utilizando o principio de agregacado. Ele
inicia buscando as solucdes extremas da fronteira de Pareto. Em seguida,
entre duas solucbes uma busca é realizada com a finalidade de encontrar
novas solugbes. Quando o procedimento ndo encontra mais solucdes
suportadas, a proxima fase € iniciada. A segunda fase é dedicada a localizar os
pontos nao suportados da fronteira de Pareto no espacgo entre cada par de

solugdes.

O algoritmo PPM, proposto por Lemestre, Dhaenens e Talbi (2007),
opera em trés fases e € inspirado no e-constraint e no TPM. A primeira fase
consiste em definir o limite inferior e superior do espac¢o de busca. Afim de

acelerar a procura, cada extremo é encontrado sob uma ordem lexicogréfica,
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ou seja, f; € otimizado primeiro sem considerar f,. Posteriormente, f, é
otimizado sem considerar f;. Essas duas soluc¢des séao os limites do espaco de
busca de solucdes, pois eles indicam o menor e o maior valor de diametro para

0 conjunto de solugdes viaveis, Figura - 5 (a).

A segunda fase do algoritmo PPM consiste em dividir igualmente o
espaco de solugdo em varios subconjuntos bem distribuidos, como na Figura -
5 (b). As solucbes extremas definidas no primeiro estagio sdo usadas como
base para fazer a divisdo. Todas as divisdes realizadas sdo associadas a um
objetivo e para cada uma tem-se uma solugcdo computada. Essa solucdo tem o
melhor valor para o objetivo ndo usado para a divisdo. O terceiro estagio
consiste em localizar todas as solu¢cdes ndo encontradas durante os estagios
anteriores. Para cada duas solucfes adjacentes uma pesquisa € realizada em
busca de uma nova solucdo, Figura - 5 (c), (Lemestre, Dhaenens e Talbi,
2007).

(a) (b) ()

PPM fase 1 - PPM fase 2 PPM fase 3

fiwl Filsl

Figura 5 - Fases do PPM.

3.4 UM PROCEDIMENTO EXATO PARA O BI-AGCDM

Este trabalho utiliza um procedimento exato para encontrar a fronteira
Pareto 6tima. O procedimento proposto referencia o custo e o diametro como o

primeiro e o segundo objetivo, respectivamente. Inicialmente, ele usa a primeira
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fase do PPM. Assim sendo, o limite do espaco de busca da solucéo € definido
de acordo com a sec¢éo 3.1. Se o grafo G considerado possui algumas arestas
com custos idénticos, diferentes AGCM de G podem existir. A Figura 6
exemplifica tal situacdo. Um grafo € dado na Figura - 6(a) e duas AGCM deste
grafo sdo apresentadas na Figura - 6(b) e (c), com custos iguais a 37 e
didametros iguaisa D =5 e D = 7, respectivamente. A solucéo da Figura - 6(c) é
dominada pela solucdo da Figura - 6(b) com relacdo ao objetivo da

minimizag&o do diametro.

Figura 6 - Exemplo de um grafo com mais AGCM com didmetros diferentes.

Se o grafo fornecido tem diametros D = 2 ou D = 3 pode-se calcular a
arvore geradora de diametro minimo conforme explicado na sec¢éo 3.2. Para os
casos em que o didametro D = 4, o problema passa a ser NP-dificil e modelos

matematicos para calcula-los sdo apresentados posteriormente.

Assim como a AGCM, diferentes arvores de didametro minimo podem
existir em um grafo G. Um exemplo de tal fato é apresentado na Figura - 7.
Para o grafo G da Figura - 7(a), cujo seu diametro € igual a 4, duas arvores de
didmetro minimo sao fornecidas nas Figuras - 7(b) e (c), sendo a primeira com
custo igual a 47 e a segunda com custo igual a 54. Desse modo, a solucéo da
Figura - 7(b) domina a solugéo da Figura - 7(c) por causa do valor da funcao de

minimizag&o do custo.
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Figura 7 - Exemplo de grafo que possui duas arvores de didametro minimo.

O segundo passo do procedimento proposto para o bi-AGCDM consiste
em particionar o espaco de busca em retangulos idénticos como na segunda
fase do PPM. Para o bi-AGCMD, esta divisdo € realizada utilizando a funcao
objetivo do didametro, pois corresponde a valores inteiros. Considerando os
pontos extremos encontrados na primeira fase, divide-se 0 espaco de busca
em retangulos com a altura 1, de modo que cada retangulo contenha uma
solucédo. O processo para encontrar uma solucdo em cada particdo baseia-se

no método &-constraint.

Encontrar uma AGCM com restricdo de didametro 3 < D < n - 1
corresponde a tratar um problema NP-Dificil. Nestes casos, provar a
otimalidade estd condicionado e limitado pela instancia fornecida. As
formulacbes matematicas utilizadas neste trabalho para encontrar arvores
geradoras com diametro maior ou igual a 4, descritas a seguir, correspondem a
versao melhorada dos modelos de Achuthan et al. (1994), proposta em Santos
et al. (2004). Embora os modelos utilizados tenham uma relaxacao linear mais
fraca que os modelos baseados em multifluxo, de Gouveia e Magnanti (2003),
softwares de programacédo linear mista trabalham eficientemente sob tais
modelos. Uma possivel razdo é a quantidade de restricdes e variaveis que nos
modelos multifluxo sdo da ordem de O(n*), enquanto que nos modelos
propostos por Achuthan et al. (1994) s&o significativamente menores, como por
exemplo, no modelo que calcula a arvore geradora como diametro impar tem-

se O(m+n) restricbes, O(m+n) variaveis inteiras e O(n) variaveis continuas.

Os modelos utilizados buscam AGMRD com um didmetro menor ou igual
a um valor D fornecido, onde D = 4. Uma vantagem do emprego dos modelos
utilizados neste trabalho € que se a solucédo d retornada por esses modelos é

menor que D, ou seja, d < D, isso implica que uma arvore geradora com
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diametro D € dominada pela solucdo com diametro d. Sendo assim, arvores
geradoras com didmetro d + 1 até D ndo precisam ser mais calculadas, pois
elas sdo dominadas por d, ocasionando assim uma economia de tempo de

calculo da solucéo.

O pseudocdédigo do procedimento proposto é dado no Algoritmo 1. As
variaveis UB, LB, F* e d representam, respectivamente, o limite superior de
diametro, limite inferior de diametro, o conjunto de solucdes Pareto e uma
variavel auxiliar que determina o didmetro alvo da busca de uma AGMRD.

Além destas, Tk é 0 k-ésimo elemento do conjunto de Pareto 6timo.

As linhas de 1 a 7 sdo os passos de inicializacdo do algoritmo. Um
contador de solucdes € inicializado na linha 1. Em seguida, a AGCM de G é
computada na linha 2 usando o algoritmo de Prim e esta solugéo, Ty, € inserida
no conjunto de solugdes Pareto 6timo F*, na linha 3. Logo apés, as variaveis Kk,
UB, LB e d sdo respectivamente atualizadas da linha 4 até a 7. Na linha 8, o
procedimento verifica se existe mais de uma solucdo na fronteira de Pareto
para a instancia que esta sendo tratada, pois se UB e LB forem iguais s6 existe
uma solucéo no espaco de busca da solu¢cdo. Em caso positivo, uma iteracéo
do laco da linha 9 a 27 é executada para cada particdo do espaco de busca,

iniciando pelo limite superior, até atingir o limite inferior.

Quando d > 3, um programa comercial de programacéao linear mista é
aplicado na linha 11. Se uma solucao existe para o diametro correspondente,
F* e k séo respectivamente atualizados na linha 13 e 14. Os modelos
matematicos procuram uma AGCM com menor diametro ou igual ao valor da
variavel d. Desta forma, o objetivo da linha 15 até a 17 é averiguar se uma
solucdo com o diametro d foi encontrada ou ndo. Caso néo, d € atualizado na
linha 16 com um valor abaixo do atual. Da linha 20 até 25 o algoritmo trata os
casos em que AGMRD sé&o polinomiais (d = 2 e d = 3). Sempre que uma
solucéo é encontrada (linha 21), o conjunto Pareto F* e k sdo respectivamente

atualizados nas linhas 22 e 23.

Finalmente, um procedimento Cleaning (linha 26) verifica quais solucdes
da fronteira Pareto sdo dominadas e as elimina. O procedimento termina

depois que todo 0 espago entre 0s pontos extremos que correspondem a
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AGCDM e a AGDM séo explorados. A linha 30 retorna a fronteira Pareto 6tima.
O espacgo de busca é implicitamente decomposto. De fato, o procedimento
computa solucdes entre o limite superior e inferior do espaco de busca,

considerando um diametro para cada particao.

Leia: G=(V,E)

1. k<O

2. Tk €computa_AGCM,;

3. F*€F*U{T}

4, k€k+1;

5. UB < busca_diametro(Ty);
6 LB < busca_diametro(G);
7. d< UB;

8. If(UB <> LB) faca

9 Enquanto(d > LB) faca

10. Se(d > 3)

11. Ty € rode_MILP_solver(G, d);

12. se(Tx <> @) faca

13. F* € F* U {Tk};

14. k€ k+1;

15. If(busca_diametro(Ty) < d) faca
16. d € diametro de Ty;

17. Fim se

18. Fim se

19. Senao

20. Ty € rode_procedimento_polinomial(G, d);
21. Se(Ty <> @) faca

22. F* €« F* U {T\}

23. k€< k+1,;

24. Fim se

25. Fim sené&o

26. Cleaning (T, F*);
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27. d<d-1;
28. Fim enquanto
29. Fim se

30. Retorne F*;

Algoritmo 1 - Procedimento exato para calcular o bi-AGCDM.

3.5 MODELOS MATEMATICOS UTILIZADOS NO PROCEDIMENTO EXATO
PARA O BI-AGCDM

No procedimento exato aplicado ao bi-AGCDM foram aplicados 2
modelos matematicos: um para o caso em que o diametro a ser tratado € par e
outro para o caso em que o didmetro tratado é impar. Esses modelos utilizam a
propriedade definida por Handler (1978) e um grafo G=(V,E), onde |V|=n e
|[E|=m. Essa propriedade determina que se o diametro de uma arvore geradora
T de G é par, existe um vértice central i €V tal que nenhum outro vértice de T
tenha uma altura maior do que L = D/2 arestas de distancia i. A variavel L é a
altura do vértice na arvore. A altura de um vértice x é a sua distancia em
namero de arestas em relacdo ao né raiz da arvore. Quando o diametro de
uma arvore geradora T de G é impar, existe uma aresta central (i, j) €T tal que

nenhum vértice de T tenha altura maior que L = (D-1) / 2.

Em ambas formulagées, um né artificial r € introduzido no grafo G com
custo ¢ =0, Vi € V. Um novo grafo G' é obtido de G através da introducdo de
um no artificial r e da orientacédo das arestas de G da seguinte forma: para cada
aresta (i, J) €E, comi<j, dois arcos sao criados em G’, (i, j) e (j, i), com custos
Cij = Cji. Assim, G' = (V", A'), onde |V’| =n’e |4’| = m’, 0 conjunto de vértices é
definido por V' =V U {r} e o conjunto de arestas é dado por 4’ = A U {(r,1),...,(r,
V)}. A orientacdo dos arcos é realizada para controlar a construgdo da AGCM a
partir do né artificial, mas sdo desconsideradas apds a obtencdo da solugéo

final.
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O modelo para o caso par é dado nas equacdes de (2) a (7) e utiliza
variaveis binarias xj; que determinam se um arco (i, j) € selecionado para
participar da AGCM (xj = 1), ou ndo (x;j = 0). Alem disto, variaveis u; sao
associadas aos veértices i € V. Estas variaveis determinam uma ordem de visita
na solucdo para cada vértice (ordem topologica), tendo u, = 0. Assim, o0 vértice
central | da AGCM tem u; = 1. A funcdo objetivo € dada em (2). A equacéao (3)
assegura que o vértice artificial r conecta-se a exatamente um vértice em V, o
vértice central. A restricdo (4) define que um Unico arco deve ser incidente a
cada vértice de V. As restricdes (5) correspondem a uma adaptacdo das
classicas restricoes MTZ de Miller et al. (1960), com o procedimento de lifting
proposto por Desrochers e Laporte (1991). Estas restricdes definem uma
ordem topoldgica para cada né na arvore, assim como eliminam subciclos. As
variaveis sdo definidas de (6) a (7). Este modelo possui O(n+m’) variaveis e

O(n+m’) restricdes.

min Z CijTij (2)
(i.j)eA

Z.’I,‘rj =1 (3)
jeV

Y omy=1 VjieV (4)
(i,j)eA’
ui —uj + (L + V)zij+ (L — 1)zj < L V(i,j) € A (5)
zi; € {0,1} v(i,j) € A’ (6)
0<wu;<L+1 vieV (7)

O modelo para o caso impar € apresentado nas equacgdes de (8) a (16) e
utiliza variaveis x;; eu uj como no caso par. Alem disto, possui variaveis binarias
zj, ¥ (i,J)) € E com i < j que sdo responsaveis pela selecdo da aresta central.
Esta aresta € selecionada quando z; = 1, em caso contrario z; = 0. Nesta
formulacgéo, o vértice artificial r se conecta a exatamente dois vértices p, q €V,
0 gque determina implicitamente a sele¢cdo de uma aresta central (p,q) € E. Apos

a obtencdo da solugdo final, além das orientacbes dos arcos serem
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desconsideradas, as conexdes (r, p) e (r, q) também séo desconsideradas e a

aresta central € (p, q).

A funcéo objetivo é fornecida em (8) e inclui o termo ) je eCijZij para
contabilizacdo do custo da aresta central na solucdo. A equacéao (9) estabelece
que o veértice artificial r conecta-se a exatamente dois vértices de V. As
restricdes (10) determinam que um Unico arco é incidente a cada vértice de V.
A equacado (11) assegura que somente uma aresta central existe na solucéo
final. As desigualdades ndo lineares em (12) relacionam as variaveis de
decisé@o z; e x;; € asseguram que O Vvértice artificial se conecta a exatamente
dois n6és de V. Estas restricbes podem ser facilmente linearizadas como
proposto em Santos et al. (2004). As restricbes MTZ com lifting, definidas em
(13), séo similares ao caso par. O dominio das variaveis é determinado de (14)

a (16). Este modelo possui O(n’+m’) variaveis e O(n+m’) restricoes.

min E CijTij + E CijZij (8)

(2.7)eA [i.dleE

Z Ty =2 (9)
JjeEV

Z zij=1 VieV (10)
(i,5)ed’

Z zi5 =1 (11)
[i,j]€E
Zij = Ty - Trj V[i,jl € E (12)
u; —uj + (L+ 1)z + (L -1z < L V(i,j) € A (13)
0<u; <L+1 VieV' (14)
z;; € {0,1} V(i,j) e A’ (15)
z; € {0,1} V[i,j] € E (16)

3.6 MODELO MULTIFLUXO PARA O BI-AGCDM

Santos, Lima e Aloise (2012) apresenta uma formulagdo matematica,

(17) - (27), para o problema bi-AGCDM, o qual € inspirada no trabalho de

Pq
Yij
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Golveia e Magnanti (2003) para a AGMRD e faz uso de um grafo néo
direcionado G=(V,E), com [V|=n e |[E|=m. Sendo c; a variavel de decisdo na
escolha da aresta (i,j) que, as variaveis de fluxo direcionadas especificam se
um caminho de p €V até q €V, com i # g e j # p, passam pela aresta (i, j). As

variaveis dy, especificam o numero de arestas no caminho de p até g.

Zl(X) = min Z CU * xij (17)
(ij)EE
Z, = minD st (18)
Z xi;=V[-1 (19)
(ij) EE
L ifi=p
Zyg.‘*— Zyﬁq:’ 0,i#qge i #p VieV,Vvpq €V (20)
jEV jev -1, ifi=gq
ygq + yﬁq < X V(ij)€EE; Vp,q €V (21)
D, OB+ ) < dpy Vg EV 22)
(ij) € E
D = dy, Vp,q €V (23)
vl €{01} V(ij) €EE;Vp,qEV,i*q,j*p (24)
dpg=21 Vpq €V (26)
D>1 (27)

Os dois objetivos sdo dados nas equacgbes (17) e (18) e eles visam

respectivamente minimizar o custo total e o diametro. A restricdo (19) garante
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gue a arvore geradora tem no maximo n — 1 arestas. As restricbes (20) sdo as
cldssicas restricbes das conservacdes de multifluxo. As inequagbes (21)
garantem que nenhum fluxo passa através da aresta (i, j) sempre que a aresta
(i, j) ndo pertence a solugéo, ou seja, x; = 0. A restricdo (22) calcula o nimero
de arestas no caminho de p até . Restricbes (23) juntamente com o objetivo

(18) minimizam o didmetro. As variaveis séo definidas de (24) a (27).

4 METAHEURISTICAS MULTIOBJETIVO PARA O BI-AGCDM

Metaheuristicas € um conjunto de conceitos que definem métodos
heuristicos aplicaveis a um extenso conjunto de problemas. Elas podem ser
classificadas como mono-objetivas ou multiobjetivas. A diferengca entre esses
dois tipos reside apenas na quantidade de fun¢des consideradas por cada um.
No caso da otimizacdo mono-objetiva, as metaheuristicas realizam o processo
de busca seguindo apenas uma funcdo de satisfacdo. Em técnicas de
otimizagcdo multiobjetiva, como o nome sugere, a busca deve considerar mais

de uma funcdo ao mesmo tempo (Freitas et al., 2010).

Neste trabalho, duas metaheuristicas com abordagem multiobjetivo sédo
propostas para o problema bi-AGCDM. A primeira é a NSGA-II, sendo uma
reproducao do trabalho de Lima, Santos e Aloise (2012) com uma adaptacéo, e

a segunda é PSO.

4.1 NSGA-II

O Non-dominated Sorting Genetic Algorithm — 1l (NSGA-II) € uma
metaheuristica baseada em algoritmos genéticos e destinada a resolver
problemas biobjetivos. Sua estratégia possui complexidade assintotica no pior
caso de O(nzm), onde n € o nimero de nGs e m 0 nimero de arestas. A ideia
principal desta metaheuristica consisti em evoluir suas solu¢des através do
cruzamento de individuos elite. Em cada iteracdo, os individuos de uma
populacdo sédo classificados em conjunto elite e néo elite. Para tanto, os

individuos sdo organizados em fronteiras através do uso de dois
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procedimentos: o primeiro ordena as solugcdes em fronteiras por ordem de
dominancia (chamado de ranking) e o segundo estima a densidade de

solucdes ao redor de cada individuo (chamado de crowding distance).

As fronteiras sdo camadas no espaco de solucgdes identificadas por uma

dominancia. Para identificacdo de qual fronteira uma solucao pertence, verifica-

se a quantidade de solugcdes que a dominam. Seja X, 0 contador de
dominéncia para um individuo p, X, recebe O(zero) caso o elemento p ndo seja
dominado por nenhum individuo da populacéo, X, recebe 1 caso o elemento p
seja dominado por uma solucédo da populacao, e assim por diante. Por fim, os
elementos que pertencem a primeira fronteira séo aqueles que tem X, = 0, os
elementos que integram a segunda fronteira sdo aqueles quem tem X, = 1, e

assim consecutivamente (Lima, 2012).

No pior caso sao criadas N fronteiras, onde cada individuo da populacao
pertence a uma fronteira. Em um problema de minimizacéo, a fronteira mais
proxima do eixo do plano cartesiano possui as solu¢cdes que ndo sado
dominadas por nenhuma outra da populacao.

O procedimento geral do NSGA-II é ilustrado na Figura 8. Seja R uma
populacdo de tamanho N e k a iteracdo corrente da execucao do algoritmo, Ry é
dada por Ry, = P, U Q,, onde Py é igual a N/2 e Qy é igual a N/2. P é o conjunto
da populacéao elite e Qx 0 conjunto da populacédo néo elite. Na préxima iteracéo
do algoritmo, k + 1, os individuos do conjunto P da interagéo k sdo mantidos e
os individuos do conjunto Q sdo descartados. Para que a populacdo k + 1
tenha uma populacdo de tamanho N novos individuos sdo gerados a partir do
cruzamento de dois individuos do conjunto Py. Apds a geracdo dos novos
individuos, a populagdo da iteracdo k + 1 é classificada em individuos elite e

nao elite, e todo o processo € repetido até que seja satisfeita uma condicéo de
parada, (Deb et al., 2012).
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Figura 8 - Procedimento geral do NSGA-II. Fonte: Deb et al. (2002).

O procedimento ranking é aplicado na populacdo R; para classificar seus
individuos nas fronteiras {F;, F,, F3, ... Fj}. O objetivo do crowding distance €
definir a distancia entre os pontos de vizinhanca para cada individuo de uma
determinada fronteira. Assim sendo, quanto maior for o valor do crowding
distance para um individuo, maior é a necessidade de melhorar o resultado
desse individuo para aperfeicoar a fronteira a que ele pertence (Deb et al,.
2002).

O célculo do crowding distance é dado na equacéo (28), onde fksuc(j) eo

fkpred(’) correspondem respectivamente aos valores do sucessor e predecessor

do individuo j na iteracéo k, e "% e f™" correspondem aos valores maximo e

minimo da funcao objetivo na iteracdo m (Deb et al., 2002).

fksuc(j) _ fkpred(jl

£
Il

kmax _ fkmin (28)

O crowding distance contribui para fazer a populacdo convergir em

direcdo a F;, uniformizando a fronteira de Pareto. Apos o calculo do ranking e
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crowding distance, os individuos de uma fronteira sdo ordenados utilizando o
operador crowded definido da seguinte forma: dados dois individuos i e |, i
domina j se (C; < ¢je di < dj) ou (¢c; = ¢j e d; < dj) ou (ci <c¢j e di =dj), onde a
variavel ¢ representa o custo e a variavel d representa o didmetro, ambos de

um individuo.

O pseudocodigo do NSGA-II é apresentado no Algoritmo 2 e sua
implementacéo é bastante simples. Na linha 1 € iniciado a populacéo de acordo
com alguma estratégia. Da linha 2 a 8 a populacdo do algoritmo sera evoluida
para encontrar solucdes viaveis do problema a ser resolvido. A linha 3
classifica a populacdo de uma determinada iteracdo através do procedimento
de ranking. Em seguida, na linha 4, € aplicado o crowding distance para que
seja verificado a densidade de cada solucdo. Na linha 5, a populacdo é
classificada em elite e ndo elite. Posteriormente, na linha 6, os individuos da
populacdo ndo elite sdo descartados e na linha 7 novos individuos sao
gerados para completar a populacdo. Por fim, a linha 9 apresenta as solu¢des
do problema que esta sendo tratado, as quais sao os elementos da fronteira F;

da populacéo da ultima iteracao.

Leia: G=(V,E)
1. Gerar populacgao inicial
2. Parak =1 até numero de iteracdes
3. Aplicar o procedimento de ranking em todos os individuos
4. Aplicar o crowding distance em todos os individuos
5. Utilizando o ranking e o operador de crowded, classificar a populacéo
em elite e n&o elite
6. Descartar populagéo néo elite
Gerar novos individuos até a populacéo conter novamente N
" individuos
8. Fim para

9. Apresentar os elementos da fronteira F; da populacdo da ultima iteragéo

Algoritmo 2 - Pseudocddigo do NSGA-II.
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4.2 NSGA -1 PARA O BI-AGCDM

No NSGA-II desenvolvido para o bi-AGCDM, um individuo (solucao)
representa uma arvore geradora com um custo e diametro associados. Existem
diversas maneiras de representar (codificar) uma arvore em metaheuristicas.
Alguns autores avaliam a eficiéncia de diferentes representacdes, como 0s
trabalhos de Raild e Julstron (2003) e Carrano et al. (2007). Neste trabalho,
uma solucéo € representada por um vetor, de forma que cada posi¢ao do vetor
e o valor contido na mesma representa uma aresta da solucdo, sendo o né
predecessor da aresta uma posi¢cao do vetor e o né sucessor o valor contido
nesta posicado. A Figura - 9 ilustra um exemplo da codificacdo utilizada. Na
Figura - 9(a) temos um exemplo de arvore geradora e na Figura - 9(b) sua
respectiva representacéo no vetor. A posicdo do vetor que representa a raiz da
arvore contém em seu interior o valor de -1. As primeiras n primeiras posicées
representam as arestas da arvore, a posicdo n + 1 representa o custo da arvore

e a posicao n + 2 representa o diametro da mesma.

(b)

indice|0| 1|2|3|4|5|6|7|8| 9|10
Valor |6|-1|7|1]|7]|1|1]1|5|9]| 4

Figura 9 - Representacao de uma arvore.

A primeira etapa da metaheuristica consiste em determinar o espago de
busca da solucdo do problema, de acordo com a sec¢édo 3.1. Uma vez definido
os limites do espac¢o de busca, cada particula a ser gerada na populacéo inicial
€ ligada a um diametro entre o menor e o maior, incluindo ambos. Desta forma,
um grupo de individuos estara relacionado a um diametro, outro grupo de
individuos com outro diametro e assim por diante. No final, tem-se a garantia
de que todos os elementos da fronteira de Pareto foram tratados. No NSGA-II

aplicado ao bi-AGCDM a populacao de individuos tem tamanho igual a 2n.



40

A quantidade de individuos de uma populacdo a serem ligados com um

diametro é determinada pela variavel € definida na equacdo (29). Nesta
equacdo, 2n representa o tamanho da populacdo, S representa o diametro

superior e i o didmetro inferior do espaco de busca. Os individuos com
didametro 2, 3 e o didametro da AGCM séo excluidos da populacdo do NSGA-II
porque eles podem ser calculados com algoritmos polinomiais definidos na

secéao 3.2.

e=2n/(5-1) (29)

Cada individuo da populacéo é construido através do algoritmo de Prim
aleatorizado. Na versédo original do Prim, em cada iteracdo o né selecionado
para fazer parte da solucdo € aquele que se conecta com 0 menor custo a
solucado parcial. Na verséo aleatorizada, um sorteio é feito para selecionar o n
que entrara na solucdo. Cada solugcdo a ser construida obedece um diametro
especifico determinado a priori. Inicialmente, todo n6 sorteado sera unido a um
no folha da solucdo parcial até que a mesma tenha seu diametro igual ao valor
pré-estabelecido. A partir desse ponto, para completar a arvore geradora que
esta sendo montada, todos os nds que ainda ndo fazem parte dela serdo
unidos a solucao parcial através da aresta de menor custo possivel, a fim de

diminuir o custo total da arvore geradora que esta sendo montada.

Em alguns casos ndo é possivel construir uma arvore geradora com um
didmetro estabelecido ao espaco de busca, como ja foi explicado na sec¢éo 3.1.
Cada arvore € iniciada a partir de um né grafo. Se a partir de um né nao foi
possivel montar uma arvore geradora com um diametro d especifico, outro no
da instancia € escolhido para o algoritmo iniciar uma nova construcdo de
arvore. Este processo é repetido sempre selecionando como né inicial da
arvore a ser montada um que ainda nao tenha sido escolhido. Por fim, caso
todos os nds do grafo tenham sido utilizados e nenhuma arvore com o diametro
d tenha sido gerada, o individuo da populacdo que representaria a arvore a ser

montada € ignorado e outro individuo da populagéo é considerado.
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No decorrer do algoritmo, os individuos a serem construidos em uma
iteracdo serdo originados do cruzamento de outros dois. Embora a versdo
original do NSGA-II sugira que o cruzamento deve ser realizado entre dois
individuos do conjunto elite, em testes realizados durante esta pesquisa
observou-se que o NSGA-Il para o problema bi-AGCDM apresenta melhores
resultados cruzando um individuo da populacéo elite e outro da populag¢do nao
elite. Os cruzamentos foram realizados de acordo com o sugerido por Carrano
et al. (2007). O mesmo propde realizar a unido de duas arvores (individuos) em
um grafo suporte. Em seguida, calcula-se o novo individuo a partir do grafo
suporte. Este cruzamento é interessante porque sempre gera solucdes viaveis.
Por exemplo, dados duas solu¢cdes como mostrado na Figura - 10(a) e (b), a
unido que forma o grafo de suporte € dado na Figura - 10(c). Nesse
cruzamento, um individuo é gerado através do algoritmo de Prim aleatorizado e
outro através do prim original. O individuo que tiver o menor custo sera inserida

na populacéo.

Figura 10 - Exemplo de unido de grafos. Fonte: Lima (2012).

Para melhorar os resultados encontrados pelo o NSGA-II foram
aplicadas trés buscas locais em cada individuo gerado. A primeira busca local
foi a 1-opt. Nela, uma aresta da solugéo corrente é substituida por outra fora da
solucdo, se melhorar o custo total da solucdo e o diametro permanecer o

mesmo, a alteracdo é aceita.

Na segunda busca local, o atual n6 raiz da arvore é substituido por outro
gue possa assumir suas ligagdes, tendo essas um custo total menor do que as
do atual no raiz. Em seguida, o antigo no raiz é ligado novamente a solucéo

com a aresta de menor custo possivel. Esta estratégia tem boa influéncia no bi-
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AGCDM porque geralmente a solucdo montada tem didametro menor que a
solucdo inicial, sendo que, arvores geradoras com didmetro e custo pequenos
séo dificeis de serem encontradas. Se a arvore geradora obtida por esta busca
local tiver um diametro diferente do que € alvo desta busca local, tenta-se
substituir a solucdo gerada por outra da populacdo ndo elite que tenha o

mesmo diametro e custo maior.

Para entender melhor a busca local citada no paragrafo anterior, analise
a figura 11. Na arvore inicial, figura - 11(b), tem-se como no raiz da arvore o né
3. Analisando o grafo que deu origem a esta arvore, figura - 11(a), busca-se um
no do grafo que contenha as mesmas ligacdes que o n6é 3 da arvore contida na
figura - 11(b). Essas ligagbes devem ter um custo menor do que todas as
ligagbes do atual n6 raiz da arvore, que no caso tem o custo 30. Na figura -
11(a), o n6 6 possui as mesmas ligacdes do que o nd 3 e tem o custo total 14.
Sendo assim, as ligacdes do n6 3 na figura - 11(b) sdo desfeitas e n6 6 passa a
ser o novo nés pai. Para que o né 3 volte a solucdo ele sera ligado com a
arvore através de sua aresta de menor custo, cujo é a aresta de peso 10. O n6
7 que ficou a deriva quando o n6 6 passou a ser pai da arvore também deve
ser unido a solucdo com sua aresta de menor custo, que no caso € a de custo
5. Por fim, a arvore resultante desta busca local esta representada na figura -
11(c), com diametro igual a 5, sendo o didametro a arvore inicial, figura - 11(b),
igual a 6.

(b)

Figura 11 - Busca local de troca do né pai

A terceira busca local é a mais simples. A partir de uma solugéo
abordada sao inseridas em um grafo suporte todas as arestas da instancia que

nao fazem parte desta solucéo. De posse do grafo suporte, é gerado um novo
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individuo através do algoritmo de Prim aleatorizado e outro através do de Prim

original. A solucéo resultante de menor custo é inserida na populagéo.

7

Na figura 12 é apresentado o fluxograma do NSGA-II aplicado ao
problema bi-AGCDM com busca local.

Inicializa a populagdo (——.IN'CIO L .
populag . Novos individuos sdo gerados

—» entre o cruzamento de um individuo
elite e outro ndo elite.

Aplica o procedimento v
de ranking na populacao

Busca local & aplicada
aos novos individuos

gerados

A

Aplica o procedimento de
crowding distance na populagio

critério de parada = VERDADEIRO

Y

Conjunto ndo elite & substituido
Y pelos novos individuos gerados

Ordena a populagdo em conjunto
elite e ndo elite

Figura 12 - Fluxograma da metaheuristica NSGA-Il com as estratégias sugeridas.

4.3 METAHEURISTICA PSO

7

O PSO, em portugués Otimizacdo por Nuvem de Particulas, é uma
técnica de computacdo estocastica baseada em dinamica de populacbes que
foi desenvolvida em 1995 por James Kennedy, um psicélogo social, e por
Russell Eberhart, um engenheiro elétrico. Esta técnica implementa a metafora
do aprendizado social, onde considera que um individuo pode aprender tanto a
partir de sua propria experiéncia quanto a partir do conhecimento obtido por
outros membros do grupo. Ela ja foi amplamente utilizada na resolugdo de
problemas continuos nédo lineares e ultimamente tem sido bastante utilizada

para resolver problemas discretos com eficiéncia (Kennedy e Eberhart, 1995).



44

O PSO ¢ a simulacéo do voo de um bando de passaros, onde a procura
de cada péssaro por uma melhor posi¢cdo € a busca de uma solugao “6tima”
para um problema. No PSO, um péassaro é identificado como particula e um
bando de passaros € identificado como enxame de particulas. O conjunto das
possiveis posicdes a ser alcancada por uma particula corresponde ao espaco

de busca da solucao do problema.

O PSO é iniciado com um enxame de particulas aleatério. Uma particula
possui sua velocidade e ela determinard sua mudanca de posi¢cao durante o
voo. Cada particula mantém um rastro de seu percurso no espaco de busca,
sendo que o movimento de cada uma é associado a melhor posicdo que ela ja
alcancou e com a melhor posi¢do obtida dentre todas as particulas do enxame.
A melhor posi¢do que cada particula ja alcancou é chamada de pbest. A melhor
posicdo obtida entre todas as particulas do enxame € identificada como gbest.
O principio da metaheuristica PSO consiste, em cada iteracdo, influenciar o
movimento de cada particula em direcdo posicdo pbest e ghbest (Eberhart e
Shi,1998). Cada particula é tratada como um ponto em um espaco d-

dimensional.

Ao longo das iteragbes do algoritmo, as particulas realizam seu
movimento através de um balanceamento entre aprendizado individual e
conhecimento social, de acordo com as equacdes (30) e (31). Na equacao (30),
V é a velocidade que ira determinar o tamanho do movimento de uma particula,
na iteracao k. A variavel W é o peso de inércia que sera aplicado a velocidade V
da particula i na iteracdo k. A inércia de uma particula descreve o estado de
agitacdo da mesma e o tamanho de sua aceleracdo. A variavel W comeca com
o valor 1, no inicio da execucao do algoritmo, e decresce linearmente até o
valor O(zero), final da execucéo do algoritmo. O peso de inércia W é empregado
para controlar o impacto da velocidade anterior na velocidade atual,
influenciando as habilidades de exploracéo global e local das particulas. Um
peso de inércia maior facilita a exploracdo global, enquanto um peso de inércia
menor tende a facilitar exploracéo local. As variaveis C; e C, sdo constantes de
aceleracédo, onde C; >0, C; € R e corresponde a componente de aprendizagem
individual e C, > 0, C; € R e esta relacionada a componente de aprendizagem

social. As variaveis Z3, Z; € [0, 1].
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Vi=W™*V;+ Cy*Z* (Pbj— Xj) + C, *Z, * (Gb — Xj) (30)
Xi=Xj+V, (31)

As equacdes (30) e (31) sdo aplicadas para problemas discretos e
continuos. Em problemas continuos, as particulas movimentam-se no espaco
de busca através de uma soma vetorial de sua localizagéo e velocidade, sendo
a velocidade um numero escalar. Em problemas discretos, a velocidade é uma
lista de transposi¢cdes (swaps) dos valores contidos nas posi¢cdes do vetor que

representam a localizacdo de uma particula (Oliveira, Silva e Aloise, 2004).

O pseudocddigo da metaheuristica PSO para o problema bi-AGCDM é
apresentado no Algoritmo 3. Nele, Xi € uma posicdo atual da particula i na
iteracdo k, Vi é a velocidade da particula i na iteracdo k, pbest; € a melhor
posicdo da particula i, gbest € um vetor de posi¢cdes. Devido o problema bi-
AGCDM geralmente possuir mais de uma solucdo para uma instancia tratada,
gbest precisa ser um vetor onde cada posicdo do mesmo € relacionada a uma
elemento do conjunto de solucdes viaveis. Na linha 2 é definido o espaco de
busca da solucéo, conforme a secdo 3.1. A linha 3 inicializa o vetor gbest como
vazio. Da linha 4 até a 10 o enxame de particulas € inicializado. Na linha 4 é
definido em qual posi¢éo a particula i é inicializada. Em seguida, na linha 3 é
criada a velocidade inicial da particula i. Na linha 4, a posicdo atribuida para a
particula i é guardada como sua melhor posicdo até o momento.
Posteriormente, na linha 6, verifica-se com qual elemento do conjunto de
solucBes viaveis a particula i é relacionada. Logo apds, na linha 7, faz-se a
verificagcdo se a posicao criada para a particula i tem uma melhor posicao
referente ao elemento do conjunto de solucdes viaveis que ela se relaciona.

Caso sim, na linha 8, atribui-se a posicao da particula i a este elemento.

A linha 12 controla as iteragdes do algoritmo. A linha 13 controla a
abordagem de todas as particulas em uma iteracdo. Para cada particula, a
linha 14 atualiza sua velocidade e posicédo. Se a posicéo Xi da particula i na
iteracdo k for a melhor posicdo encontrada até o momento para i, a condi¢cdo
da linha 15 é satisfeita e essa posicdo € salva na linha 16. Em seguida, na linha

17, verifica-se com qual elemento do conjunto de solugdes vidveis a particula i
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tratada é relacionada. Na linha 18 faz-se a verificacdo se a posicdo X da
particula i na iteragcdo k tem uma melhor posicdo referente ao elemento do
conjunto de solucbes viaveis que ela se relaciona. Caso sim, na linha 19,

atribui-se a posicao da particula i a este elemento.

Por fim, quando todas as iteragbes do lago na linha 12 tiverem sido
executadas o algoritmo retorna na linha 20 a solucao do problema, o qual é o
vetor gbest.

1. Leia: G=(V,E)

2. Definir espaco de solugéo da instancia

3. gbest[] € G;

4. Parai=1 até |enxame|

5. Inicializar X; e V; aleatoriamente

6. pbest; < X;

7. y € posicao do ghest que se relaciona com X;;
8. Se (f(X;) < f(gbest[y])) entédo

9. gbest[y] € X;

10. Fim se

11. Fim para

12. Para k =1 até niumero de iteracdes

13. Para i =1 até |enxame|

14. Atualizar X* e Vi de acordo com as equac6es de atualizacdes
15. Se (f(X{") < f(pbest)) entdo

16. pbest € X

17. y € posicéo do ghest que se relaciona com X
18. Se f(X;*) < f(gbest[y]) entdo

19. gbest[y] € X

20. Fim se

21. Fim se

22. Fim para

23. Fim para

24. Retorne gbest[]

Algoritmo 3 - Pseudocédigo do PSO. Fonte: Oliveira, Silva e Aloise (2004).
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Na figura 13 estd o fluxograma que representa o funcionamento da

metaheuritica PSO para problemas em geral.

Inicializag o do enxame INICIO

—)| Avalia fitness da particula

se fitness < pbest
critério de parada = VERDADEIRO

v pbest = particula

| Seleciona uma particula

Y

Calcula velocidade da particula

se fitness = gbest

Y

| gbest = particula

Y

| Aplica velocidade na particula I—

Figura 13 - Fluxograma da metaheuristica PSO.

4.4 UTILIZANDO O PSO EM PROBLEMAS DISCRETOS

Devido o problema bi-AGCDM ser um problema discreto, esta
dissertacdo dedica uma subsecdo ao PSO aplicado a este tipo de problema.
No PSO, o tamanho da velocidade de uma particula varia de acordo com a
execucdo do algoritmo e pode até ser nula, onde o tamanho da lista de

transposicao € igual a zero.

Duas ou mais velocidades sdo consideradas iguais se quando aplicadas
a uma mesma particula 0 mesmo resultado é obtido. A movimentagdo de uma
particula P ocorre com a aplicagdo de velocidade V, sendo P’ a nova posi¢cao
alcancada. Supondo uma particula em determinadas posi¢cdes A e B, obtém-se
a velocidade V aplicada em A para se alcancar B, subtraindo uma posicéo da
outra, V = A — B, onde o sinal de — indicara a lista de transposi¢éo (velocidade)

resultado da equacédo B =V + A. Considere as duas posi¢coes A e B presentes
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em (32) para seja verificado qual a velocidade que foi aplicada em A para se
obter B.

A (12345) B:(23154) (32)

Verifica-se inicialmente que foi aplicada uma transposicdo entre a
primeira e terceira posi¢ao no vetor A para se obter B, a qual se obtém B’ =B +
V(1,3), onde B’ = (3 2 1 4 5 ). Em seguida, verifica-se que existe uma
transposicao entre as posicdes um e dois dos vetores B’ e B, a qual se tem B”’
=B’ +V(1,2),onde B” =(2315 4). Por fim, observa-se que ainda existe a
transposicdo da posicdo quatro e cinco nos vetores B’’ e B, a qual se obtém
B’”’=B"+V(4,5),onde B”’=(23154). Logo, verifica-se que a velocidade
aplicada em A para se obter B é V = [(1,3), (1,2), (4,5)].

A adicdo entre duas velocidades consiste na concatenacao de listas de
transposicdes. Além disso, pode existir a possibilidade de multiplicacdo de uma
velocidade por uma constante. A multiplicagdo de uma constante por uma

velocidade consiste em quatro casos:

1. Se C=0,entdo C *V = nulo;

2. Se C €]0,1], entdo C * V deve ser truncado;

3. Se C > 1, entdo aplica-se a velocidade V na particula C vezes
para a parte inteira , mais o caso 2, para que a parte fracionaria seja
aplicada;

4. C <0 nao é definido;

4.5 APLICANDO O PSO PARA O BI-AGCDM

No PSO desenvolvido para o bi-AGCDM, uma solucdo (particula) é
caracterizada por uma estrutura de arvore geradora com um custo e diametro
associados. Neste trabalho, uma particula é representada por um vetor, de

forma que cada posicdo do vetor e o valor contido na mesma representa uma
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aresta da particula, sendo o né predecessor da aresta uma posicao do vetor e
0 no sucessor o Vvalor contido nesta posicdo. Uma ilustracdo dessa
representacdo esta disponivel na figura 9. A posicao do vetor que representa a
raiz da arvore contém em seu interior valor -1. Sempre a penultima posicado do
vetor guarda o custo da arvore e a ultima posicdo o diametro da mesma. No

PSO aplicado ao bi-AGCDM, o enxame de particulas tem tamanho igual a 2n.

A primeira etapa do algoritmo consiste em determinar o espaco de busca
da solucéo do problema, o qual é definido de acordo com a secéo 3.1. Uma vez
definido os limites do espaco de busca, cada particula a ser gerada na
populacédo inicial é ligada a um diametro entre o menor e o maior, incluindo
ambos.Desta forma, um grupo de individuos estara relacionado com um
didametro, outro grupo de individuos com outro diametro e assim por diante. No
final, tem-se a garantia de que todos os elementos da fronteira de Pareto foram

tratados.

A quantidade de elementos a serem ligados com um diametro do espaco
de busca € determinada pela variavel € definida na equacéo (29), explicada na

secdo 4.2. As particulas com diametro 2, 3 e o diametro da AGCM séao
excluidas do enxame do PSO porque eles podem ser calculadas com
algoritmos polinomiais definidos na se¢ao 3.2.

Cada particula do enxame € construida através do algoritmo de Prim
aleatorizado, como foi explicado na sec¢éo 4.2.

Em alguns casos néo € possivel construir uma arvore geradora com um
didmetro pertencente ao espaco de busca, de acordo com a secao 3.1. Cada
arvore € iniciada a partir de um né do grafo. Se a partir de um né nao foi
possivel montar uma arvore geradora com um diametro x especifico, outro no &
escolhido para o algoritmo iniciar a construcdo desta arvore. Este processo €
repetido sempre selecionando como no inicial da arvore a ser montada um que
ainda nédo tenha sido escolhido. Por fim, caso todos os nds do grafo tenham
sido utilizados e nenhuma arvore com o diametro x especificado tenha sido
gerada, a particula do enxame que representaria a arvore a ser montada €

ignorada e outra particula do enxame é considerada.
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No PSO original, a velocidade de uma particula € uma lista de
transposicdes. No caso do problema bi-AGCDM, em grafos esparsos, a troca
dos valores contidos nas posi¢c0es vetor pode gerar arestas que n&do existem na
instancia que esta sendo tratada. Além disso, tanto em grafos esparsos como
em completos, a lista de transposi¢cfes pode inserir na solucéo as arestas de
maiores custos do grafo, as quais certamente ndo fazem parte de nenhuma
solucéo da fronteira de Pareto. Por tudo isso, a velocidade de uma particula
para o problema bi-AGCDM é considerada como uma lista de arestas, a qual €

formada a partir de um conjunto restrito.

Antes que seja montada a velocidade de uma particula, todas as arestas
da instancia séo ordenadas por ordem crescente de custo. No caso de grafos
completos, somente metade das arestas, as de menores custos, é utilizada
para selecionar quais formardo uma velocidade. Em um grafo completo de 25
nos, por exemplo, existem 300 arestas e somente 24 fazem parte de uma
solugéo. Dificilmente aquelas de maiores custos desse grafo fardo parte uma
solucéo da fronteira de Pareto.

Em grafos esparsos, para determinar o conjunto restrito de arestas a
compor uma velocidade é calculado quantas arestas a instancia teria caso ela
fosse um grafo completo. Se a quantidade de arestas do grafo esparso for
menor que a metade do valor calculado, todas as arestas do grafo poderéo ser
selecionadas para montar a velocidade. Se o niumero de arestas ultrapassa
metade do valor calculado, somente aquelas que estéo posicionadas abaixo da

metade do valor calculado € que formam o conjunto restrito de arestas.

Uma caracteristica do PSO é sempre salvar a velocidade que foi
aplicada em uma particula na iteracdo k, para que parte dessa velocidade seja
aproveitada na iteracdo k + 1. No entanto, se a lista de arestas (velocidade) a
ser aplicada em uma particula for idéntica, ou quase idéntica, em todas as
iteracbes da metaheuristica, a mudanca de posicdo das particulas sera
minima. Para evitar isto, no PSO aplicado ao bi-AGCDM, em cada iteracdo do

algoritmo uma nova velocidade é montada.

Para melhorar os resultados encontrados pelo o PSO original, foram

aplicadas trés buscas locais em cada particula que teve sua posi¢do
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atualizada. A primeira busca local foi a 1-opt. Nela, uma aresta da solucéo
corrente é substituida por outra fora da solu¢do, se melhorar o custo total da

solucdo e o didametro permanecer 0 mesmo, a alteracédo é aceita.

Na segunda busca local, o atual ng raiz da arvore é substituido por outro
gue possa assumir suas ligacdes, tendo essas um custo total menor do que as
do atual no6 raiz. Em seguida, o antigo no raiz é ligado novamente a solucao
com a aresta de menor custo possivel. Esta estratégia tem boa influéncia no bi-
AGCDM porque geralmente a solugdo montada diminui de didametro e arvores
geradoras com diametro e custo pequenos sao dificeis de serem encontradas.
Se a arvore geradora obtida por esta busca local conter diametro diferente ao
da arvore alvo desta busca local, tenta-se substituir a solucdo gerada por outra

do enxame de particulas com mesmo diametro e custo maior.

7z

A terceira busca local é a mais simples. A partir de uma solugao
abordada é inserido em um grafo suporte todas as arestas da instancia que
nao fazem parte desta solucdo. De posse do grafo suporte, € gerado um novo
individuo através do algoritmo de Prim aleatorizado e outro através do Prim
original. A solucéo resultante de menor custo e com mesmo diametro € inserida

na populacao.
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5 TESTES E RESULTADOS

Os algoritmos utilizados neste trabalho foram desenvolvidos na linguagem
de programacdo C ANSI e por meio do compilador Dev-C++ 4.9.9.2. A
execucdo dos mesmos foram realizadas em uma maquina com 0 sistema
operacional Windows 7, 64 bits, com 4Gb de memadria RAM e processador Intel
core i5 com 2,53GHz.

5.1 RESULTADOS DO PROCEDIMENTO EXATO PARA O BI-AGCDM

Um ndamero de 20 instancias de Santos, Lucena e Ribero (2004) e 23
instancias de Santos, Lima e Aloise (2012) sdo usadas em experimentos
computacionais para o procedimento exato proposto. Cada instancia e o seu

resultado estdo na Tabela 1 e 2, respectivamente.

Nas Tabelas 1 e 2 cada linha corresponde a uma instancia. A coluna “Q”
indica a quantidade de pontos encontrados na fronteira de Pareto. Para cada

solugdo dominada foi inserido o simbolo “-”. Além disso, se ndo existe no grafo
uma solucdo com um determinado didmetro que esteja dentro do espaco de
solugdo, a mesma € indicada com o simbolo “*". Os espacos em branco
correspondem a elementos que ndo fazem parte da fronteira de Pareto.
Finalmente, a coluna tempo(s) mostra os tempos totais em segundos para

achar todos os pontos 6timos da fronteira de Pareto.

Os resultados apresentados na Tabela 1 indicam que, exceto a instancia
s v40_al00_d4, o espaco de solugbes contém no maximo 13 solucbes (13
diametros alvos). Em termos de tempo de processamento, encontrar todas as
solugdes da fronteira de Pareto 6tima para estas instancias de testes consumiu
no maximo 50 segundos para as instancias de grafos completos com 10 e 15
nds. O procedimento precisou de menos de 40 minutos para as instancias
completas de 20 nés e aproximadamente 13 horas para a instancia com 40

nos. Observou-se também que as instancias de diametros pequenos, por
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exemplo, D =4 e D = 5, consomem a maior parte do tempo de processamento.
Em geral, o problema torna-se mais facil a medida que se aproxima do
didmetro da AGCM. Além disto, instancias com arestas de custos idénticos sao
mais dificeis de serem resolvidas. Possivelmente, a resolucdo de tais
problemas implica uma combinatéria mais significativa na arvore de Branch-

and-Bound, como € o caso da instancia s_v40_al00_d4.

A Tabela 2 apresenta resultados para instancias de grafos esparsos
para o segundo conjunto de testes. O tempo de execucao de suas instancias
sédo menores do que as presentes na Tabela 1. O numero de particbes para ser
inspecionado sdo de 9 até 14 para as instancias Halmitonien cycle e
Hamiltonien path. Devido ao fato de que os grafos sdo esparsos, nao é
surpreendente que algumas solucbes com diametros especificos ndo existem.
Para esse conjunto de teste, o maior numero de diametros sem solucdes varia

de 1 a 7. Assim, ndo hé espaco para melhorar o limite inferior.

Os graficos das figuras 14, 15, 16 e 17 ilustram as fronteias de Pareto
Otimas para algumas instancias. A instancia ¢_v20_al90 d4, Figura - 13, possui
pontos dominados na fronteira de Pareto, com D = 11 e D = 13. A instancia
c_v20_al90_d5, Figura - 14, possui a solu¢cao da AGCM de diametro D = 13
dominada pela solu¢cdo com D = 12. A instancia p_v40_0.10, Figura — 15, possui
como limite inferior do seu espaco de busca o D = 5, mas nao possui arvore
geradora com D =5 e D = 6. Finalmente, observa-se ainda que na maioria dos
casos, a funcéo de custo das solu¢cdes com os menores diametros tem valores
bastante elevados em relacdo aos outros diametros, gerando um espagamento

significativo na fronteira de Pareto 6tima nessas regifes do espaco de busca.
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Figura 14 - Fronteira de Pareto 6tima para c_v20_a190_d4.
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5.2 RESULTADOS DAS METAHEURISTICAS

Trés grupos de instancias foram utilizados nos experimentos com as
metaheuristicas, os quais sdo provenientes dos trabalhos de Gouveia e
Magnanti (2003), Santos, Lucena e Ribero (2004) e Santos, Lima e Aloise
(2013).

Para medir a qualidade e eficiéncia dos algoritmos desenvolvidos foram
utilizadas métricas de avaliacdo. Devido os valores de didmetro e custo serem
de escalas diferentes, todos os valores foram normalizados entre O (zero) e 1

para facilitar a andlise dos resultados.

Uma das métricas € denominada de Q, onde indica a quantidade de
elementos da fronteira de Pareto 6tima. A segunda métrica, chamada em inglés
de Spacing (S), verifica o espalhamento das solu¢des do conjunto viavel. Ela
foi proposta por Veldhuizen e Lamont (2000) e € obtida através do célculo que
tem como base a distancia entre os pontos da fronteira de Pareto. Sua férmula
€ detalhada em (33):

1 O -
— > - ) (33)

i+1

A

onde: di=min(|fy'(%) — /@) + If/(X) - 2@)), i, j=1,...n, e d é a média de
todos os d;, e n € o numero de valores na fronteira de Pareto. O valor O (zero)

nesta métrica indica que todos as solu¢gBes na fronteira de Pareto estdo
equidistantes.

A métrica H, Zitzler et al. (2003), representa o Hipervolume da area
coberta pelas solu¢des presentes na fronteira de Pareto em relagdo a um ponto
w especifico. O ponto w é a pior solugdo para a instancia que esta sendo
tratada. Neste trabalho definimos w como sendo uma solu¢cdo formada pelos
piores valores em termos de custo e diametro. Quanto maior o hipervolume,
melhor a fronteira de Pareto encontrada. Um exemplo do hipervolume para

uma solugéo é mostrado na Figura - 18:
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Figura 18 - Hipervolume. Fonte: Lima (2012).

5.2.1 CALIBRACAO DOS ALGORITMOS
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Os testes foram realizados com os grupos referenciados no inicio da

secdo 5.2. Trés execucOes diferentes foram realizadas variando a quantidade

de iteracBes em 50, 90 e 130. A semente fornecida nas trés execucdes tem o

valor a 7. Esta semente é a mesma que foi utilizada Lima (2012). Os resultados

da calibracao estéo presentes na tabela 3 e 4. Na primeira coluna esta descrito

0 nome das instancias testadas e nas demais colunas os resultados das

métricas e tempo para cada instancia, de acordo com o numero de iteracdes

testadas.
Instancia 50 Iteragdes 90 Iteragdes 130 IteragGes
Q | S H | Tempo Q | S H | Tempo Q I S H Tempo
c_v20_a190_d8 13 0121 0771 0.83 13 0121 0.771 1.34 13 0.121 0.772 1.97
c_v25_a300_d4 13 0.134 0.780 2.04 13 0.136 0.784 3.51 13 0.136 0.785 4.65
se_v40_a400_d5 16 0.098 0.788 11.32 16 0.098 0.791 19.41 16 0.115 0.807 27.92
se_v60_a600_d5 22 0.063 0.772 50.99 21 0.075 0.783 92.92 21 0.075 0.786 138.65
C_v10_0.3 2 0.0 0.0 0.0 2 0.0 0.0 0.01 2 0.0 0.0 0.0
P_v40_0.13 7 0.235 0.804 1.79 7 0.235 0.804 2.69 7 0.235 0.804 3.58

Tabela 3 - Calibrando o NSGA-II.
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40 Iteragdes 90 Iteragdes 130 IteragGes

Instancia

Q | S H Tempo Q | S H Tempo Q | S H Tempo

c_v20_al190_d8 13 0.129 0.787 1.75 13 0.129 0.785 2.98 13 0131 0.786 4.23
c_v25_a300_d4 13 0.141 0.790 3.38 13 0.123 0.785 5.53 13  0.130 0.783 7.88

se_v40_a400_d5 15 0.122 0.824 17.75 17 0123  0.825 35.05 17 0.119 0.818 48.27

se_v60_a600_d5 25 0.204  0.960 97.09 23 0.212  0.960 175.57 25 0.204  0.960 255.51

C v10_0.3 3 0.00 0.333 0.05 3 0.0 0.333 0.08 3 0.0 0.333 0.12

P_v40_0.13 10 0426 0.643 15.14 10 0.400 0.714 28.19 10 0.400 0.714 40.16

Tabela 4 - Calibrando o PSO.

A medida que a quantidade de iteragcBes aumenta, o hipervolume também
cresce. Isso indica que a distancia da fronteira de Pareto em relacdo ao ponto
w estd aumentando e as solucdes estdo convergindo para a fronteira de Pareto
otima. A métrica de espalhamento das solucdes (spacing) € outra que nao
necessariamente diz que uma fronteira € melhor do que outra, j& que ela indica
apenas a uniformidade das solucfes, independentemente da quantidade de

elementos.

A execucdo da metaheuristica NSGA-Il com 130 iteracdes apresenta
melhores resultados do que com outros grupos de iteracdo, sendo no PSO ela
praticamente ndo existe em relagdo ao conjunto de 90 iterac6es. Na métrica Q
praticamente os mesmos valores sdo encontrados em todas as interagcées do
PSO, exceto para se_v60_a600_d5, e do NSGA-Il. Na métrica spacing, algumas
instancias tem melhores resultados com 50 interacdes, outras com 90 iteracdes
e outras em 130 iteracdes. Neste trabalho, a coleta dos resultados sera
realizada com a quantidade de 90 interacdes para o NSGA-Il e PSO. Além do
resultados das métricas, considerou-se que o tempo usando 90 iteracdes foi o

melhor diante do resultados produzidos.

5.2.2 AVALIACAO DO NSGA-II

s

O NSGA-II proposto neste trabalho é referenciado por NSGA-II (A) e o
proposto por Lima, Santos e Aloise (2012) é referenciado por NSGA-II (B). Para
gerar um novo individuo na populacdo, o NSGA-II (B) utiliza dois individuos do

conjunto elite, enquanto que o NSGA-II (A) utiliza um individuo do conjunto elite
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e outra do conjunto ndo elite. No NSGA-II (B) foi utilizado somente a busca
local 1-opt, sendo que o NSGA-II (A) utiliza todas as buscas locais presentes
na secao 4.2. Uma comparacao precisa entre as duas propostas analisando
somente os resultados das 3 métricas utilizadas neste trabalho ndo € possivel
de ser feita. Em cada instancia a quantidade de elementos na fronteira de
Pareto é diferente para cada algoritmo e isto € decisivo no resultado das
meétricas spacing e hipervolume. Nos resultados colhidos percebe-se que
enquanto uma proposta tem um melhor para o spacing, a mesma tem um

resultado pior para seu hipervolume, e vice versa.

Alguns resultados colhidos com as metaheuristicas podem ser
comparados aos resultados 6timos encontrados pelo procedimento exato
proposto nesta dissertacdo. Na Tabela 6 sdo apresentados os valores das
métricas de algumas instancias para o procedimento exato, NSGA-Il (A) e
NSGA-Il (B), considerando 14 instancias do grupo Santos, Lucena e Ribeiro
(2004). Nesta tabela, para a métrica Q, o procedimento exato e 0 NSGA-II (A)
apresentam resultados idénticos, exceto para 1 instancia, das 14 apresentadas
na tabela, enquanto que o NSGA-II (B) ndo se iguala a nenhum resultado do
procedimento exato. O mesmo padrao de resultado se repete para a métrica de
hipervolume. Considerando a métrica spacing, o NSGA-Il (A) apresenta
resultados mais proximos ao procedimento exato para 11 instancias e 0 NSGA-

Il (B) para 3 instancias.

Na tabela 7 sdo abordadas 12 instancias do grupo Santos, Lima e Aloise
(2013). Para a métrica Q, o NSGA-II (A) apresenta os mesmos resultados do
procedimento exato para 5 instancias, enquanto que o NSGA-II (B) apresenta o
mesmo resultado somente para 1 instancia. Considerando a métrica de
hipervolume, o NSGA-II (A) apresenta resultados mais proximos ao do
procedimento exato para 9 instancias. Considerando a métrica spacing, o
NSGA-Il (A) apresenta resultados mais proximo ao procedimento exato para 7
instancias, o NSGA-Il (B) para 4 instancias e para 1 instancia tem-se o0 mesmo

resultado para ambas metaheuristica.
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Com os resultados apresentados nas tabelas 6 e 7, pressupde-se que 0
NSGA-II (A) tem um melhor desempenho em relacdo ao NSGA-II (B) e por isso

0 mesmo sera utilizado na comparacdo com o PSO.

As tabelas 5 e 8 apresentam a comparacdo entre o NSGA-Il (A) e o

NSGA-II (B) para outras instancias.

Instancias Santos, Lucena e Ribeiro (2004)

nstancia NSGA-II (A) NSGA-II (B)
Q| S ‘ H | Tempo Q | s | H |Tempo
c_v25_a300_d4 13 0.136 0.784 3.38 12 0.169 0.793 25
c_v25_a300_d5 13 0.143 0.806 3.20 12 0.192 0.810 25
c_v25_a300_d6 11 0.123 0.747 3.23 13 0.175 0.808 25
c_v25_a300_d8 15 0.116 0.817 3.38 13 0.174 0.835 25
c_v25_a300_d9 10 0.161 0.741 3.11 9 0.190 0.733 25
s_v40_al00_d5 15 0.164 0.819 23.26 12 0.095 0.794 30
s_v40_al00_d6 11 0.163 0.759 20.70 9 0.148 0.758 30
s_v60_al50_d5 15 0.147 0.811 133.19 13 0.143 0.733 40

Tabela 5 — Comparagdo de resultados entre NSGA-II (A) e NSGA-II (B) para Santos, Lucena e Ribero (2004).

Instancias Santos, Lucena e Ribeiro (2004)

PROCEDIMENTO EXATO NSGA-II (A) NSGA-II (B)

Instancia [ s | H [ Tempos [ s [ H [Tempo | s [ H [Tempo

Q
c_v10_a45_d4 8 0.211 0.730 0,70 0.211 0.730 0.17 0.122 0.623 10
c_v10_a45_d5 5 0.202 0.517 0,31 0.202 0.517 0.07 0.289 0.545 10
c_v10_a45_d6 5 0.206 0.619 0,26 0.262 0.615 0.16 0.283 0.548 10
c_v10_a45_d7 8 0.219 0.746 0,72 0.218 0.745 0.17 0.140 0.642 10
c_v10_a45_d8 6 0.257 0.697 0,30 0.257 0.697 0.16 0.168 0.562 10
c_v10_a45_d10 7 0.231 0.724 0,55 0.231 0.724 0.14 0.241 0.662 10

N oo v o0
[« JNC, BENE N RN e ]

c_vl5_al05_d4 11 0.167 0.809 25,16 11 0.157 0.803 0.56 10 0.176 0.782 15

c_vl5_al05_d8 7 0.180 0.662 23,81 7 0.171 0.653 0.51 6 0.236 0.650 15
s_v20_a50_d4 9 0.143 0.725 11.47 9 0.137 0.718 1.14 8 0.181 0.747 20
s_v20_a50_d5 9 0.191 0.722 14,15 9 0.179 0.696 1.08 8 0.242 0.752 20
s_v20_a50_d6 10 0.170 0.751 36,35 9 0.153 0.743 1.86 7 0.155 0.651 20
s_v20_a50_d7 9 0.201 0.753 22,86 9 0.160 0.722 1.23 7 0.287 0.770 20
s_v20_a50_d8 10 0.183 0.768 49,60 10 0.179 0.759 1.72 7 0.200 0.662 20

s_v40_al00_d4 18 0.146 0.839 466904 17 0.131 0.808 31.56 17 0.156 0.850 30

Tabela 6 - Comparagao de resultados entre o procedimento exato, NSGA-1l (A) e o NSGA-II (B) para Santos, Lucena
e Ribeiro (2004).




62

Instancias Santos, Lima e Aloise (2013)

Instancia PROCEDIMENTO EXATO NSGA-II (A) NSGA-II (B)
Q | S | H | Tempo | Q | S | H | Tempo | Q | S | H | Tempo

c_v10_0.3 2 0.0 0.0 0.02 2 0.0 0.0 0.01 2 0.0 0.0 5
c_v10_0.4 3 0.0 0.417 0.1 3 0.0 0.417 0.71 2 0.0 0.0 5
c_v15_0.3 7 0175 0.673 1,87 5 0.205 0.646 1.97 3 0.290 0.638 10
c_v15_0.4 6 0259 0.684 1,81 6 0302 0.764 2.22 5 0.229 0.588 10
c_v20_0.2 6 0.264 0.669 1.96 5 0192 0515 1.10 4 0135 0.405 15
c_v20 0.3 5 0321 0653 2278 4 0427 0519 0.78 3 0469 0.484 15

c_v20 0.4 7 0.205 0.702 16.94 7 0219 0.689 4.48 6 0174 0.611 15

c_v25_0.2 8 0.202 0.727 57.94 6 0.274 0.532 5.74 6 0.139 0.593 20
c v25_0.3 5 0.163 0.664 20.28 0.151 0.492 4.65 4 0314 0.696 20

)]

c_v25_0.4 8 0.144 0.711 59.55 8 0.233 0.739 8.05 7 0188 0.691 20

p_v40_0.09 6 0191 0.721 41889 3 0.0 0.069 0.17 4 0.283 0.582 25
p_v40_0.13 13 0.175 0.838 53458 7 0.235 0.804 5.96 9 0.157 0.766 25

Tabela 7 - Comparagdo de resultados entre o procedimento exato, NSGA-1l (A) e o NSGA-II (B) para Santos, Lima e
Aloise (2013).

Instancias Gouveia e Magnanti (2003)

nstancia NSGA-II (A) NSGA-II (B)
Q | S ‘ H | Tempo Q| s | H |Tempo
se_v40_a400_d5 16 0.098 0.791 19.95 13 0.126 0.810 60
se_v60_a600_d5 21 0.075 0.783 96.06 19 0.149 0.876 100
sr_v40_a400_d5 9 0.159 0.732 16.69 8 0.156 0.649 60
sr_v60_a600_d5 12 0.088 0.699 89.27 13 0.198 0.788 100

Tabela 8 — Comparagdo de resultados entre o NSGA-II (A) e o NSGA-II (B) para Gouveia e Magnanti (2003).

5.2.3 COMPARANDO O NSGA-II E O PSO

As tabelas abaixo comparam o PSO com NSGA-Il integrado as
estratégias sugeridas neste trabalho. Considerando as 38 instancias tratadas
neste trabalho, em 12 instancias o PSO encontrou mais elementos na fronteira

de Pareto e somente em 1 caso o NSGA-II encontrou mais elementos.

Considerando a métrica de hipervolume, das 24 instancias em que as
duas metaheuristicas apresentam valores diferente, somente em 3 instancias o

NSGA-II apresenta um melhor resultado.

Embora o NSGA-II apresente um melhor resultado para algumas

instancias em relacdo a meétrica de spacing, como por exemplo, instancias
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c_v15 al05 d4 (figura 19) e sr_v40_a400_d5 (figura 20), observa-se no geral que
0 PSO é melhor. A instancia ¢_v25 0.4 (figura 21) também apresenta um melhor

resultado para o PSO, essa com um melhor valor para spacing e hipervolume.

Sendo assim, observando as tabelas 9, 10 e 11, juntamente com as
figuras 19, 20 e 21,0 PSO possui uma melhor performance em relagdo ao
NSGA-II.
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Figura 19 - Comparagdo entre o PSO e NSGA-Il para a instancia s_v40_a100_d6
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Figura 20 - Comparagao entre o PSO e o NSGA-II para a instancia sr_v60_a600_d5
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Figura 21 - Comparagdo entre o PSO e o NSGA-II para a instancia c_v25_0.4
Instancias Santos, Lucena e Ribeiro (2004)
Instancia NSGAI PSO
Q| S H | Tempo Q | s | H |Tempo
c_v10_a45_d4 8 0.211 0.730 0.17 8 0.211 0.730 0.26
c_v10_a45_d5 5 0.202 0.517 0.07 5 0.202 0.517 0.26
c_v10_a45_d6 5 0.262 0.615 0.16 5 0.206 0.619 0.24
c_v10_a45_d7 8 0.218 0.745 0.17 8 0.219 0.746 0.27
c_v10_a45_d8 6 0.257 0.697 0.16 6 0.257 0.697 0.22
c_v10 _a45 di0 7 0.231 0.724 0.14 7 0.231 0.724 0.26
c_v15_al05_d4 11 0.157 0.803 0.56 11 0.164 0.807 0.94
c_v1l5 al05 d8 7 0.171 0.653 0.51 7 0.171 0.657 0.86
c_v25_a300_d4 13 0.136 0.784 3.38 13 0.123 0.785 5.42
c_v25_a300_d5 13 0.143 0.806 3.20 13 0.148 0.819 6.09
c_v25 a300 _d6 11 0.123 0.747 3.23 10 0.132 0.723 7.74
c_v25 a300 d8 15 0.116 0.817 3.38 15 0.129 0.830 6.98
c_v25 a300 d9 10 0.161 0.741 3.11 10 0.165 0.750 4.03
s v20 a50 d4 9 0.137 0.718 1.14 9 0.141 0.722 2.55
s v20 a50 d5 9 0.179 0.696 1.08 9 0.187 0.713 2.72
s v20 a50 _d6 9 0.153 0.743 1.86 10 0.170 0.751 2.76
s v20 a50 d7 9 0.160 0.722 1.23 9 0.198 0.750 3.24
s v20 a50 d8 10 0.179 0.759 1.72 10 0.184 0.766 2.95
s _v40 al00 d4 17 0.131 0.808 31.56 18 0.139 0.825 48.92
s_v40 al00 _d5 15 0.164 0.819 23.26 15 0.166 0.828 41.12
s _v40 al00 _d6 11 0.163 0.759 20.70 11 0.170 0.773 46.14
s_v60 al50 d5 15 0.147 0.811 133.19 16 0.151 0.819 202.88

Tabela 9 — Comparagdo de resultados entre NSGA-Il e o PSO para Santos, Lima e Aloise (2012).
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Instancias Santos, Lima e Aloise (2013)

Instancia NoGA-I P30

Q ‘ S H | Tempo Q ‘ S ‘ H ‘ Tempo
c_v10_0.3 2 0.0 0.0 0.01 2 0.0 0.0 0.42
c_v10_0.4 3 0.0 0.417 0.71 3 00 0417 142
c_vl5 0.3 5 0.205 0.646 1.97 7 0.176 0.560 4.81
c_vl15 0.4 6 0.302 0.764 2.22 6 0.234 0.666  5.03
c_v20_0.2 5 0.192 0.515 1.10 5 0.212 0.667 7.47
c_v20_0.3 4 0.427 0.519 0.78 4 0.408 0.589 547
c_v20_0.4 7 0.219 0.689 4.48 7 0.264 0.750  9.57
c_v25_0.2 6 0.274 0.532 5.74 7 0.123 0.601 15.98
c_v25_0.3 6 0.151 0.492 4.65 5 0.186 0.629 13.51
c_v25_0.4 8 0.233 0.739 8.05 8 0.209 0.781 21.00
p_v40_0.09 3 0.0 0.069 0.17 3 00 0376 7.36
p_v40_0.13 7 0.235 0.804 5.96 9 0.201 0.806 33.21

Tabela 10 - Comparagdo de resultados entre o NSGA-Il e o PSO para Santos, Lima e Aloise (2013).

Instancias Gouveia e Magnanti (2003)

Instancia NSGA PSO
Qa | s H Tempo | Q | S | H [ Tempo
se_v40_a400_d5 16 0.098  0.791 19.95 17 0.123 0.825 3534
se_v60_a600_d5 21 0075  0.783 96.06 22 0.096 0.828 175.73
sr_v40_a400_d5 9 0.159  0.732 16.69 9 0159 0736 21.66
sr_v60_a600_d5 12 0.088  0.699 89.27 12 0.099 0.706 125.15

Tabela 11 — Comparagdo de resultados entre NSGA-Il e o PSO para Gouveia e Magnanti (2003).

6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, um procedimento exato para calcular fronteira de Pareto
Otima para o bi-AGCDM é proposto. Embora ele ndo trabalhe em um tempo
viavel com grandes instancias, como por exemplo, grafo completos com 40
nos, as fronteiras de Pareto Otimas geradas com este procedimento para
algumas instancias da literatura constituem uma contribuicdo importante. Em

particular, esses resultados servem de base para andlises da qualidade dos
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resultados heuristicos para o bi-AGCDM. O resultado da fronteira Pareto 6tima
para diversas instancias foram publicados no enderego http://di.uern.br/dario/bi-
mdcst-problem/.

O procedimento exato desenvolvido pode ser melhorado em alguns
aspectos. Por exemplo, pode-se desenvolver ou integrar outros métodos para a
resolucdo dos subproblemas em cada particdo do espaco de busca, tais como

Branch-and-Cut, geracao de colunas e algoritmos de enumeracao.

Outra contribuicdo deste trabalho € a integracdo de novas estratégias ao
NSGA-II na abordagem do problema bi-AGCDM, afim de que ele melhore seu
desempenho, conforme foi verificado nos testes, quando comparado a outro

trabalho que também utilizou o NSGA-II para tratar o problema bi-AGCDM.

Além disso, a metaheuristica PSO €é proposta como uma alternativa ao
NSGA-Il na abordagem do problema bi-AGCDM. A metaheutistica PSO, no
geral, apresentou melhores resultados.

Na populacdo do NSGA-II existem grupos de individuos com um
didmetro especifico. Para tanto, como trabalho futuro sugere-se aplicar o
procedimento de ranking e crowding distance em cada grupo de maneira
separada, pois cada grupo possui suas particularidades e acredita-se que isso

melhorard os resultados do NSGA-II.
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