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Resumo

O objetivo geral deste trabalho é propor a construcao de dois tipos de modulacoes sobre
superficies, as QAMS’s e a twisted, a partir de mergulhos de grafos e avaliar o desempenho
destas modulagoes em relacao & capacidade de compactagao de dados, quando utilizadas
no processo de codificagao da imagem da televisao em cores. Neste estudo, sao utilizados
quatro tipos de grafos: o grafo completo K35, o grafo completo bipartido K44, o grafo
de Cayley correspondente aos lados e vértices do hexaedro Hg i, € o grafo de Cayley
correspondente aos lados e vértices do octaedro Hg ;5. Serdo consideradas as modulagoes
sobre os quatro tipos de familias de superficies nas quais se encontram os mergulhos dos
grafos, a familia das superficies orientdveis sem e com bordos e as nao-orientaveis sem e
com bordos. Durante todo o processo de identificacao enfatisamos amplamente o aspecto
da regularidade, propriedade visada pelo projetista do sistema, por estar relacionada aos
projetos de melhores desempenhos e de menor complexidade de célculo.

Palavras-chave: Mergulho de grafo; Superficies topoldgicas; Modulagao QAMS;
Modulagao twisted; Codificagao da imagem digital.



Abstract

The aim of this work is propose the constructions of two kind of modulations on
surfaces, the QAMS and twisted modulations, coming from graph embedding, and eval-
uate their performances reganding to the capacity of data compression, when used in
the encoding process of the color TV image. They will use four kind of graphs, complete
graph K3, bipartite complete graph K, 4, Cayley graph of hexahedron Hg 2, and Cay-
ley graph of octahedron Hg ,,. Will be considered the four types of families of surfaces
where found the graph embeddings, the orientable surfaces with and without boundary,
and nonorientable surfaces with and without boundary. During the whole identification
process it will be widely emphasize the aspect of regularity property aiming by the sys-
tem designer, because it is related to the design of better performance and less complex
calculation

Keewords: Graph empedding, topological surfaces, QAMS modulation, twisted
modulation, digital image coding.
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CAPITULO 1

Introducao

A justificativa do problema abordado neste trabalho esta fundamentada na existéncia, em
anos recentes, de uma grande demanda por sistemas de transmissao e armazenagem de dados
eficientes e confidveis. Esta demanda tem sido acelerada pela emergéncia, em grande escala,
de redes de alta velocidade de dados para carregamento, processamento e armazenagem
da informacao de dados nas esferas militar, governamental e privada. Um manancial de
tecnologia de comunicacoes e computagao é requerida nestes sistemas. No que diz respeito
ao projetista, o maior desafio é o controle de erros de tal maneira que a reproducao confidvel
de dados seja obtida.

O processo de correcao de erros é realizado pelo sistema de codificagao, porém, a mo-
dulagao dos sinais precisa ser eficiente e compativel com a capacidade de correcao de erros e
capacidade do canal, de modo que a informagao transmitida seja confidvel. Neste trabalho, o
foco é o projeto da constelagao de sinais da modulacao. Estas serao projetadas sobre super-
ficies oriundas de mergulhos de grafos. Justificativas, construgoes, identificacao, aplicacao e
andlises dos projetos de constelagoes sobre superficies sao os objetivos desta dissertacao.

No desenvolvimento dos tépicos, serao enfatizados fortemente os aspectos mateméaticos
envolvidos nos processos de construcao e identificagao. Os conhecimentos necessdrios para
a compreensao deste trabalho sao especificos da topologia algébrica e teoria dos mergulhos
de grafos. As justificativas estao fundamentadas na teoria da informacao e tem o objetivo
de validar a escolha do problema abordado. No processo analitico serao consideradas as
questoes matemadticas, os aspectos estatisticos importantes relacionados com aplicacoes das
modulagoes em sistemas de comunicagoes, enfatizando, em alguns momentos, o uso das
modulagoes na transmissao de imagens através da televisao a cores.

O formalismo matemaético foi necessario para identificar propriedades fundamentais. Adi-
anto que isto pode dificultar um pouco a leitura para aqueles que nao estao familiarizados
com as nogoes bédsicas da topologia algébrica. Mas, sem as técnicas e ferramentas matemaéti-
cas, nao terfamos obtidos informagoes tao precisas dos sistemas estudados. Para facilitar o
entendimento, todos os resultados matematicos sao seguidos de comentéarios esclarecendo a
sua importancia em processos de construcao, identificacao ou eficiéncia de sistemas. Além
disso, cada tépico finaliza com a analise de resultados, enfatizando aspectos da existéncia,
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eficiéncia e importancia dos projetos de modulagoes sobre superficies, no processo de trans-
missao de dados.

1.1 Contextualizacao

Observando a evolucao das técnicas de modulagoes de sinais ao longo do tempo, percebe-
mos uma evolucao natural dos espacos métricos nos quais os projetos de mo- dulagoes sao
realizados. Os primeiros projetos de modulagoes foram realizados na reta (PRK), depois
vieram as modulagoes do plano (PSK) e, em seguida, as modulagoes da esfera (modulagoes
de Slepian). A reta e o plano sdo espagos topolégicos euclidianos de dimensdo um e dois,
respectivamente. Sabe-se que a esfera possui uma métrica nao euclidiana dada pela distancia
geodésica e, portanto, com esta métrica, a esfera é um espaco topoldgico. Houve, entao, uma
evolucao dos espacos: primeiro a reta, segundo o plano e depois a esfera. Supondo que estes
espagos possuem um limite de desempenho para projetos de modulagoes, a questao é: quais
seriam os préximos espacos métricos onde poderiam haver projetos de modulagoes com me-
lhores desempenhos? Considerando que a reta é um subespaco do plano, este, por sua vez, é
homeomorfo a esfera menos um ponto, e a esfera é uma superficie de género zero, entao, sob
esta linha de raciocinico, os préximos espacos a serem explorados seriam as superficies de
géneros um, dois, trés e assim sucessivamente. Consequentemente, o conjunto de superficies
orientdveis sem bordos de géneros um, dois, trés, e assim por diante, seriam os préximos
espagos métricos a serem explorados para projetos de modulacoes.

Conhecendo o universo das variedades riemanianas, porque nao considerar as demais
classes de superficies orientdveis com bordos e as nao-orientdveis sem e com bordos como
subespagos nos quais os projetos de modulagoes seriam realizados? Mas seria possivel pro-
jetar modulacoes sobre superficies? Existiriam as ferramentas mateméticas necessdrias para
realizar os projetos de modulacdes em termos de simulacdes? E possivel, sim, no estégio
atual em que se encontram as dreas da matemdtica como geometria diferencial, geometria
riemanniana, topologia algébrica e teoria dos grafos, existem ferramentas matemaéticas mais
do que suficiente para realizar projetos de modulagoes QAMS’s e twisted. Além disso, o
uso da topologia algébrica permite prever a existéncia dos tipos de projetos, contribui no
processo de construcgao, identificagao e contém os invariantes topoldgicos que dao informacao
sobre a performance da modulagao.

Mas terfamos que comegar do zero e criar novas técnicas de modulacoes para que o
projeto seja realizado numa superficie? A resposta é nao. Com pequenas adaptagoes, as
técnicas existentes de modulagao podem ser aplicadas no ambiente destes espagos topolégi-
cos. Portanto, os projetos de modulacoes sobre superficies nao se encontram somente no
campo das hipéteses, pois em um trabalho pioneiro realizado por Costa [3], modulagdes
QAMS’s foram implementadas com sucesso e demostraram ter excelentes desempenhos. As
modulagoes twisted foram propostas por Wozencraft [32], em 1968, e devido ao seu bom
desempenho houve, recentemente, por parte de varios pesquisadores ([2], [5],[11] e [20]), uma
grande retomada ao estudo das modulacoes nao-lineares, mostrando a sua importancia e
eficiéncia.

Consequentemente, o aprimoramento das técnicas de contrucoes das modulacoes twisted

s 2

ja é uma realidade e continua produzindo excelentes trabalhos. Quanto as mo- dulacoes
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QAMS’s, estas encontram-se ainda em seu estdgio embriondrio de desenvolvimento, cujas
técnicas iniciais utilizadas precisam ser aprimoradas e como o universo das variedades rie-
mannianas oferece muitas opcoes de espacos com caracteristicas distintas para projetos, ha
muito o que se fazer nesta direcao em termo de pesquisa.

H4, entao, um longo caminho a percorrer neste trabalho, pois teremos que tratar simul-
taneamente de duas classes de modulagoes, através do estudo de quatro categoria de grafos
distintos e descrever processos abordando a questao da existéncia, construcao, anélises das
propriedades intrinsecas de cada familia de grafos abordados, tudo isto, sobre quatro familias
de superficies nas quais encontram-se os mergulhos destes grafos. Sem falar que o trabalho
nao estaria completo sem uma aplicacao, neste caso, a andlise do potencial da capacidade
de compactacao de dados destas modulacoes, no uso da codificacao da imagem da televisao
a cores.

1.2 Proposta da Pesquisa

A idéia inicial de modulagoes QAMS’s sobre superficies surgiu com o trabalho de Lima-
Palazzo [14]. A abundéancia de construgoes e de informagdes contidas neste trabalho foram
as motivacoes para o desenvolvimento e aprimoramento do processo de construcao, identi-
ficagdo e medidas de desempenhos das modulagoes QAMS’s, vindas do mergulho de grafos
completos realizado por Lima [15] e do mergulho de grafos completos bipartidos realizado
por Lima [18]. Estes trabalhos contém idéias mais precisas dos procedimentos de construgao,
identificacao e analise de desempenho das modulacoes QAMS’s. Apesar do manancial de
informacoes existentes, a abordagem, além de focalizar os aspectos da construcao, existén-
cia e desempenho da modulagao baseada em questoes matemadticas oriundas da topologia
algébrica e de mergulhos de grafos, o estudo estava restrito a familias dos grafos completos.
Com o trabalho de Costa [3], surgiu a necessidade de expandir de vez a realizagdo das modu-
lagoes QAMS'’s sobre qualquer tipo grafo. Para isto, foi preciso ampliar o conjunto de grafos
e descrever um procedimento geral do processo de construcao, identificagao e andlise das
caracterfsticas intrinsecas que mais contribuem para existéncia das classes de modulacoes
QAMS’s. Consideramos, entao, os trabalhos de Lima-Luana [15] e Matias [18], acrescen-
tamos dois grafos da familia dos poliedros platonicos e fizemos um estudo completo dos
processos relacionados a questao da existéncia, construcao, identificacao e anélise das carac-
teristicas individuais destes grafos quanto as modulagoes QAMS’s existentes nas familias de
superficies orientdveis e nao-orientaveis com e sem bordo.

Como também encontram-se sobre superficies, as modulacoes nao-lineares, ou twisted,
enquadram-se perfeitamente neste objetivo. Entao, todos os procedimentos utilizados nas
modulagoes QAMS’s foram aplicados em modulagoes twisted, com o objetivo de identificar
algumas caracteristicas diferenciadas entre estes dois tipos de modulagoes.

Um dos aspectos abordados evidencia a questao matemadtica envolvida no processo,
através de resultados e demonstracoes matematicas. Aqueles que nao sao da drea da matema-
tica pura sentirao dificuldades de entender as demonstragoes. Neste caso, suge- rimos entao
somente a leitura de resultados e dos comentdrios que os seguem, descrevendo a importancia
e aplicabilidade dos mesmos.

Este trabalho nao estaria completo sem uma aplicacao préatica das modulacoes sobre
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superficies. Abordamos, entao, a questao da compacticidade de informacao e alguns aspectos
do desempenho, quando do uso da codificacao de imagem da televisao a cores por parte das
modulacoes QAMS’s e twisted. Embora nao tenha sido utilizado processos de simulagoes,
os parametros matemadticos analisados fornecem informagoes precisas sobre o uso dessas
modulagoes no processo de transmissao da televisao a cores.

Para sermos mais precisos, o objetivo geral deste trabalho é propor a construcao de dois
tipos de modulacgoes sobre superficies, a QAMS’s e a twisted, a partir de mergulhos de grafos e
avaliar o desempenho destas modulacoes em relacao a capacidade de compactacao de dados,
quando utilizadas no processo de codificagao da imagem da televisao a cores. Neste estudo,
serao utilizados quatro tipos de grafo: o grafo completo K5, o grafo completo bipartido Ky 4,
o grafo de Cayley correspondente aos lados e vértices do hexaedro Hs 12 € o grafo de Cayley
correspondente aos lados e vértices do octaedro Hg,,. Serdo consideradas as modulagoes
sobre os quatro tipos de familias de superficies nas quais se encontram os mergulhos dos
grafos, a familia das superficies orientdveis sem e com bordos e as nao-orientdveis sem e
com bordos. Durante todo o processo de identificacao sera enfatisado amplamente o aspecto
da regularidade, propriedade visada pelo projetista do sistema, porque estd relacionada aos
projetos de melhores desempenhos e de menor complexidade de célculo.

1.3 Contribuicoes da Proposta

Uma das contribuicoes desta proposta é apresentar justificativas plausiveis do uso de
modulagoes sobre superficies. O trabalho pode parecer arduo devido ao uso da matemética,
mas a melhoria de desempenho ¢é a grande motivagao para aprimorar este tipo de modulagao.
Serao apresentadas, de forma clara e precisa, todas as etapas do processo de construcgao e
identificagao das modulagoes QAMS’s e twisted vindas de mergulhos de grafos. Muitas das
etapas de identificacao sao realizadas através de algoritmos. As implementacoes destes per-
mitem obter informacoes precisas e rdpidas sobre a questao da existéncia da modulacao, os
tipos e quantidades de modulagoes existentes nas classes de mergulhos e nas familias de su-
perficies. Podemos afirmar que os algoritmos sao, de fato, algumas das grandes contribuicoes
deste trabalho. Os resultados matematicos obtidos nao sao menos importante, garantem a
funcionabilidade dos algoritmos e permitem classificar as modulacoes fornecendo informacoes
valiosas para tomadas de decisoes por parte do projetista do sistema de transmissao de dados.

Sempre que preciso, serao apresentadas tabelas e gréficos de resultados, seguidos de
andlises, apontando as diferengas bédsicas entre os dois tipos de modulagoes, nas quatro
familias de superficies dos quatro tipos grafos estudados. Caso nao tivéssemos apresentado
estes tipos de dados, as informacoes apresentadas seriam confusas e de dificil compreensao.

Um dos grandes méritos deste trabalho refere-se ao uso da técnica do mergulho de grafos
para projetos de modulacoes QAMS’s e twisted. Em um processo de construcao de uma
modulacao QAMS’s, sem a técnica de mergulho de grafos, nao terfamos a nocao de como
construir o projeto; nesta hora, contarfamos apenas com a intuicao, e nem sequer saberfamos
se o projeto que imaginamos existiria, de fato, sobre a superficie almejada.

Nas modulagoes twisted, o efeito da técnica de mergulho é notado imediatamente. A
tendéncia no processo de construcao de um mergulho de grafo é espalhar os lados deste sobre
a superficie, ofertando um conjunto de curvas correspondentes aos lados do grafo, apropri-
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adas para serem utilizadas como os sinais da modulacao twisted, préximas do desempenho
maximo.

A anilise do uso das modulagoes QAMS’s e twisted na codificagao da imagem da televisao
a cores fornecem informacoes precisas de como o projetista deve levar em consideragao a
escolha da quantidade de sinais nas diversas categorias de modulagoes. Esta etapa também
contribui com informacoes sobre o desempenho da modulacao em relacao aos invariantes
topoldgicos inerentes as classes de superficies.

1.4 Organizacao da Proposta

A nossa primeira preocupacao foi apresentar justificativas coerentes para o uso das mo-
dulagoes QAMS'’s e twisted sobre superficies vindas de mergulhos de grafos. A seguir, o foco
foi apresentar todas as etapas do processo de identificacao das modulagoes QAMS’s, descrito
de forma geral e seguida das aplicagoes nos dois tipos de grafos completos. Os resultados dos
grafos completos eram quase todos conhecidos dos trabalhos [15] e [18], entretanto havia uma
grande expectativa em relacao aos grafos de Cayley dos poliedros platénicos, trabalho que
vem logo a seguir no capitulo posterior. Por fim, a abordagem do problema da compactacao
de dados, quando do uso dos alfabetos das modulagoes QAMS’s e twisted, na codificacao da
imagem da televisao a cores, encerra o conjunto de questoes abordados neste trabalho.

Este trabalho foi desenvolvido através das etapas as quais serao descritas a seguir.

A descricao, importancia e contribuicées da proposta compodem a introdugao, ou equiva-
lentemente, Capitulo 1 desta dissertacao.

O Capitulo 2 contém as principais defini¢oes, resultados sobre os sistema de transmis-
sao de dados, modulacoes, teoria da informagao, teoria dos mergulhos de grafos, mergulhos
com bordos, grafos duais, superficies, propriedades dos mergulhos do grafo completo K,,, pro-
priedades dos emaranhados e o algoritmo identificador do mergulho utilizado na identificacao
dos mergulhos de K, ,,.

Justificativa de que o processo de modulagoes QAMS’s e twisted sobre superficie sao
vidveis serao apresentados no Capitulo 3.

O Capitulo 3 apresenta o processo geral de identificagao das modulagoes QAMS’s e twisted
sobre as quatro familias de superficies de mergulhos de grafos e mostra como este processo é
realizado através das identificagoes das modulacoes QAMS’s e twisted das duas categorias de
grafos, o grafo completo K5 e o grafo completo bipartido K4 4. Neste capitulo sao analisadas
as diferencas bdsicas das modulacoes de K5 e de Ky 4.

O desenvolvimento do Capitulo 4 é andlogo ao capitulo anterior, porém, trata de iden-
tificar as modulagoes QAMS’s e twisted oriundas dos mergulhos dos grafos de Cayley dos
poliedros platonicos, o hexaedro Hg 13 € 0 octaedro Hg 5. Neste capitulo, sdo analisadas ainda
as particularidades das modulacoes QAMS’s e twisted das quatro ca- tegorias de grafos con-
sideradas neste trabalho.

Um estudo sobre a aplicacao dos alfabetos associados as modulacoes QAMS’s e twisted,
vindas dos mergulhos dos grafos K5, Ky 4, Hg 12 € Hé712, na codificacao da imagem da televisao
a cores é apresentado no Capitulo 5.

As conclusoes sao apresentadas no Capitulo 6.

Devido a grande quantidade de informagao ou demonstracoes e analises muito extensas,
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disponibilizamos, logo apds as referéncias bibliograficas, os seguintes apéndices: No Apéndice
A constam informagoes complementares sobre um projeto de modulagao QAMS sobre o toro
vindo de um mergulho regular do grafo completo K5; O Apéndice B contém uma longa tabela
relacionando os projetos de particoes referentes as modulacoes do grafo completo bipartido
K4 4; O Apéndice C contém o conjunto completo dos sistemas de rotagoes de hexaedro Hg 12;
No Apéndice D disponibilizamos o complemento da demonstracao do Teorema 5.1.2; No
Apéndice E é relacionado o conjunto completo das particoes correspondentes as modulagoes
do octaedro Hg; No Apéndice F, apresentamos uma andlise sobre os mergulhos mfnimos
maximais de grafos; Finalmente, no Apéndice G, apresentamos a demonstracao completa do
Teorema 6.8.5 e um de seus coroldrios.



CAPITULO 2

Mergulho de grafos

Neste trabalho, utilizaremos o mergulho de grafo com o propdsito de obter particao
sobre uma superficie e utilizé-la como base de um projeto de modulagao. Analisaremos duas
possibilidades de modulacoes sobre superficies vindas de mergulhos de grafos, a particao
em regioes como modulagao QAM sobre superficie, e as curvas do grafo como sinais de uma
modulagao twisted. Objetivando o conhecimento dos elementos basicos das modulagoes, neste
capitulo, introduziremos os principais conceitos, defini¢oes e resultados sobre mergulhos de
grafos.

2.1 Conceitos e definicoes

Diz-se que um grafo G estd mergulhado em uma superficie €, se os seus lados encontram-
se sobre () e satisfazem as condigoes: dois lados de GG nunca se interceptam e quando o fazem,
a intersecao ocorre em um unico vértice ou é total sobre os dois lados. A identificacao de um
mergulho de um grafo G é realizado através do sistema de rotagoes. Dois mergulhos de um
grafo GG sao ditos idénticos quando existe uma bijecao entre suas regioes tal que as fronteiras
orientadas de regioes correpondentes sao idénticas como caminhos direcionados. Um sistema
de rotacao de um grafo G é a descrigao, para cada vértice de v, da ordem dos vértices de G
que estao conectados a v. Para isto, basta percorrer um pequeno circulo que contém apenas
v e anotar, ordenadamente, os vértices de G que estao conectados a v de GG. A retirada dos
lados de G divide §2 em partes denominadas de regioes. Se toda regiao do mergulho pode
ser contraida em um ponto (ou é homotépica a um ponto) entdo diz-se que é um merqgulho
de 2-células (ou, simplesmente, um 2-células). O mergulho de G sobre Q) é indicado por
G — Q=U" R, onde R,, ¢ um o;-lados (ou regiao de «; lados).

As regices R} e R? de um mergulho de G sdo ditas regides iguais se, e somente se, as suas
respectivas sequéncias orbitais v; e v,, sao tais que 7y, = ”ygi), isto é, 7y, é a i-ésima rotacao
ciclida de 7.

Dois mergulhos de um grafo G, G (01) — Qe G (©3) — €2, sdo ditos mergu- lhos idénticos
se, e somente se, possuem regioes iguais, isto é, se I'y = {y1,--- ;v } eTa = {~3},- -+ ,73} sdo
os respectivos conjunto de sequéncias orbitais de G (©1) — Qe G (03) — Q, entdo k = h e
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para cada i € {1,2,--- ,k} existe um unico j € {1,2,--- ,h}, tal que 7} :'y? para todo i €
{1,2,--- k}eje{l,2,--- h}.

2.2 Representacoes poligonais

E comum referir-se as representacoes poligonais de uma superficie como sendo o modelo
plano da superficie. Fazendo uso da topologia combinatorial, Seifert e Threlfall [29] mostram
que toda superficie compacta é o espaco quociente de um poligono por uma relacao de
equivaléncia segundo a qual os lados que constituem o bordo do poligono sao identificados
dois a dois.

O poligono é denominado de 2n-lados e, no caso das superficies compactas orientaveis
sem bordo, cada classe de superficies pode ser representada por um 2n-lados indicado por
uma palavra chamada de forma normal.

Se S e mT sao, respectivamente, a esfera e uma superficie homeomorfa a soma conexa de
m superficies iguais ao toro, as suas indicagoes com as respectivas palavras na forma normal
sao:

— 1 — —17-1 —1p-1 —1p-1
S=aa"" emT = aybiay by “asbsay by - - - apmbya, b,

cuja orientagao dos lados é indicada na Figura 2.2.1.

Figura 2.2.1: Formas normais da esfera e do toro

Definigao 2.2.1 Denominamos de forma natural de um poligono de m-lados a todo poligono
ortentado sequndo a palavra

— 1 -1 1 —1p-1 -1 —1 -1
W=aibia; ay az ---a, b, anbnb, " 1@ _1bm_1 - asbsby "asbebi ... (2.1)

2.3 Modelos planar, espacial e realizacao geométrica

A forma normal (ou poligono orientado) de uma superficie depende da orientagao es-
colhida. O toro, além da forma normal, pode ser representado pelas palavras a ‘bab~!,
ab~ta=tb e a~tb~tab, cujos poligonos orientados sao mostrados na Figura 2.3.1.

Cada poligono orientado induz, apés a realizagao geométrica, uma orientacao nas curvas
de homologia ou curvas fechadas no modelo espacial da superficie correspondente a uniao
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de dois lados opostos do poligono. A Figura 2.3.2 mostra a realizacao geométrica da forma
normal do toro e a transformacao inversa.

Topologicamente todos os poligonos mostrados na Figura 2.3.1 apresentam a mesma
transformacao geométrica como aquela mostrada na Figura 2.3.2. A diferenca estd nas
orientacoes das curvas de homologia. Por exemplo, para obter a realizacao geométrica de
ab~'a~1b, basta inverter a orientacao do lado b em todos os quatro esquemas da Figura 2.3.2.
Os demais casos sao obtidos de forma semelhante.

b b b bt
a all a a’l all a al a
b1 b L1 b
T=laba™b! (Formamormal) TERb'ab TER bab" T=R"bYab

Figura 2.3.1: Possiveis orientagoes do toro [15]

De modo andlogo ao raciocinio usado para o toro, deduzimos que, para m > 2, existem
16m? formas distintas de orientacoes para os 4m-lados que geram os m-toros. Por exemplo,
o bitoro possui 16 - 22 = 64 poligonos orientados distintos de 8-lados que preservam os
rétulos da forma normal (nao consideraremos as rotagoes e nem os outros casos possiveis de
rotulamentos distintos da forma normal).

au

L b vy -
e a/{)"l b 1 V24’3
Formalmormalldo K (2> ‘\ al \Q

a
toro:@ba™b?

(1)

Curvasldehomologia:[alelb
(Omponto¥¢orrespondelaos

Corteldobrelas c¢urvaslide vérticesv,,v,,v, e V4)

2
Faseldeltransformagaolpoligonal homologiaslalébldolforo

Figura 2.3.2: Realizagao geométrica do toro e sua operagao inversa

Portanto, para m > 2, existem mais 16m? maneiras distintas de escolher rotulamentos e
orientacoes para os 4m-lados, cujas realizacoes geométricas sao todas homeomorfas a um m-
toro. Dentre elas, a forma normal é a mais simples de ser memorizada, a principal razao de ser
usada para definir a classe de homeomorfismo do m-toro, porém, sua realizacao geométrica
nao ¢é simples de ser memorizada no sentido de se saber exatamente a posicao e orientacoes
das curvas de homologia. A Figura 2.3.3 mostra as etapas da realizacao geométrica do bitoro,
a partir da forma normal, indicando as curvas de homologias em cada etapa. O conhecimento
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das curvas de homologia permite reveter o processo de construcao de um mergulho de grafo
que se encontra sobre o modelo espacial, para o modelo planar da superficie.

Figura 2.3.3: Transformagao geométrica do bi-toro [15]

Obter o mergulho sobre o poligono orientado é dificil em qualquer um deles. Obter
a posicao e orientacao das curvas de homologia da superficie mT, para m > 2, oriunda
da forma normal, s6 com a construgao passo-a-passo da realizacao geométrica. Como o
objetivo é construir uma modulacao sobre o modelo planar de uma superficie proveniente
de um mergulho no modelo espacial, a principio, apenas o grafo K, , é conhecido. Disso,
podemos escolher adequadamente os elementos a serem utilizados, ou seja, a forma espacial
de mT, o rotulamento e as orientagoes das curvas de homologia. A Figura 2.3.4 contém os
elementos que utilizaremos.

—\l———
\-—- v b v
n /
N NG ANy Do y

Figura 2.3.4: Forma espacial do m-toros e curvas de homologias

Para obter o modelo planar de mT' é necessdrio construir a realizacao geométrica in-
versa, como ilustrado na Figura 2.3.1. Para tanto, hd de se fazer um corte nas curvas de
homologia da superficie, para obter o modelo planar do mergulho. Este corte em cada uma
das 2m’s curvas de homologia ay,as, - - , @y, b1, b, -+ , by, de mT, duplicam cada uma das
curvas e, devido as orienta(;()es produzem automaticamente suas respectivas curvas inver-
sas a;t,azt, -, a,t by Loyt ,b1. Observamos ainda, que o corte transforma o tnico
ponto de intersecao das curvas de homologia nos 4m-vértices do poligono da forma planar de
um mT. Apéds o corte, obtemos, inicialmente, uma curva fechada simples v, formada pelas
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4m-curvas de homologia e separadas por 4m-vértices. Uma curva fechada simples divide o
plano em duas regioes; logo a realizacao geométrica inversa transforma o modelo espacial de
um m71 em um poligono de 4m-lados, cujo bordo é formado por lados que correspondem as
curvas de homologia. Em particular, o tritoro com a forma, o rotulamento e a orientacao
das curvas de homologia mostradas na Figura 2.3.4, tem como forma planar o poligono de
12-lados definido pela palavra

W (3T) = ar1bia;  ay tag b3 azbsby asbaby t. (2.2)

No caso geral do m-toro mostrado na Figura 2.3.4, podemos comprovar através dos
exemplos construidos por [14], que a transformagao inversa resulta no modelo planar de um
m/T" definido por uma forma poligonal de 4m-lados, cuja palavra é

_ 11 -1 1,1 1 1 1
w=aibay ay a3 - a bt ambnbt (G 1by 1 -+ - asbsby  agbeb] (2.3)

a qual serd denominada de forma natural do m-toro. Observe que as formas normal e natural
do toro sao iguais.
A forma normal de uma superficie nao-orientdvel homeomorfa a m planos projetivos
mP, é dada por
w(mP) = aja1a2as -+ + Q. (2.4)

Para mostrar que as modulagoes podem ser construidas, veremos alguns exemplos de
mergulhos orientdveis construidos sobre as formas poligonais normal e natural em (2.2) e
(2.3) e mergulhos nao-orientédveis sobre a forma poligonal (2.4) .

2.4 Mergulhos de grafos

Em um mergulho de um grafo GG sobre uma superficie €2, indicado por G < €2, os niimeros
de vértices, lados e regioes serao denominados por v, e e f, respectivamente.
A caracteristica de Eiiler-Poincaré de uma superficie € é dada pela relacao de igualdade

X)) =v—e+f (2.5)

Se G possui um mergulho de 2-células sobre uma superficie €2 de género m, entao as carac-
teristica das superficies orientavel e nao-orientavel sao dadas por

2 —2m, se Q =mT
X(Q)_{Z—m, se Q =mP. ~ (2.6)

Conhecer os géneros minimo e méximo das superficies nas quais se encontram mergulha-
dos o grafo competo K, é fundamental para identificar os mergulhos de 2-células de K,,.

O género da superficie para o mergulho minimo orientdvel do grafo completo K, foi
determinado em 1968 por Ringel e Youngs [?] ao estabelecerem a veracidade da conjectura
do mapa colorido de Heawood [7]. Mais precisamente, foi provado que se 7 (K,,) é o género
da superficie para o mergulho minimo orientdvel do grafo completo K,,, entao

W(Kn):{l—g(n—?))(n—él)}, para n > 3. (2.7)
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onde {z} é igual ao menor inteiro maior ou igual ao nimero real z.

O género méaximo para muitos dos mergulhos conhecidos foi determinado entre 1970 e
1974 . Em 1972, Ringensen [22] mostrou que se 7, (K,,) é o género para o mergulho maximo
orientado do grafo completo K, entao

1

v () = L—l (n—1)(n— 2)] , paran > 1. (2.8)

onde [z] é 0 maior inteiro menor ou igual ao nimero real x.
O género minimo do mergulho nao-orientével do grafo completo K, é dado por [24]

7<Kn):{(n—3>6(n_4)}’paranZ$en7§7, (29)

(&3 7 (K 7) = 3.
As férmulas dos géneros minimos dos mergulhos orientaveis e nao-orientdveis do grafo
completo bipartido K, , s@o dadas respectivamente por [1]:

’y(Km,n):{<m_2>4(n_2)}, sem>2en > 2, (2.10)
WKm’n):{(m—?)z(n—?)}’ sem>3e >7. (2.11)

Pode-se até determinar os géneros das superficies para os mergulhos minimos de uma
superficie, analisando os tipos de regioes dos mergulhos minimos e tentando construir modelo
de mergulhos, mas fica sempre a divida de que o mesmo poderia ser mergulhado em uma
superficie de género menor. Por isso, as férmula (2.7)-(2.11) sdo extremamente importantes
para validar os resultados deste trabalho.

Uma observagao simples, mas de extrema importancia na demonstragao de determinadas
afirmagoes deste trabalho, refere-se a principal diferenca entre as sequéncias de mergulhos
orientaveis e nao-orientaveis.

Observagao 2.4.1 Subsequéncias de sequéncias orbitais do tipo (---ij---ij---) s0 existem
em merqgulhos nao-orientdveis. Ja as subsequéncias do tipo (---ij---ji--+) caracterizam
regioes de merqulhos orientdveis. Evidentemente que este tipo de subsequéncia pode também
existir em mergulhos nao-orientdvers.

O teorema seguinte, de Duke [?], ¢ imprescindivel na solugdo do problema da identificagao
dos mergulhos de K.

Teorema 2.4.2 Sem < k <n e G tem um mergulho de 2-células nas superficies m1T e nT),
entao G tem um mergulho de 2-células em kT.

O Teorema 2.4.2 garante a existéncia de mergulhos de 2-células em superficies de k,
m < k < n, um dos resultados mais importantes utilizados neste trabalho. J& o préximo
resultado, nao menos importante, garante a existéncia da unicidade do mergulho de 2-células.
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Teorema 2.4.3 [30] Eziste uma correspondéncia um-a-um entre os sistemas de rotagoes do
grafo G e seus merqulhos sobre superficie orientdvel.

O principio do Teorema 2.4.3 garante que o niimero de modulagoes sobre superficies ori-
entdveis vindas do mergulho de G é igual ao seu nimero de mergulhos. Entao, é importante
saber qual o mimero de sistemas de rotagoes de um grafo G.

Seja G um grafo com p vértices e degv o grau (ou valéncia) do vértice v € G. Entao, o
nimero de sistemas de rotacoes de G' é dado por

0 (G)] = Tuev(q) (deg v — 1), (2.12)

férmula que garantird se todos os mergulhos de um grafo foram identificados ou nao. A sua
demonstracao é simples e nao se deve ter maiores problemas em prové-la.

2.4.1 Propriedades de mergulhos do grafo completo K,

As propriedades apresentadas a seguir foram demonstradas em [15] e sdo de interesse
para o desenvolvimento deste trabalho.

Proposicao 2.4.4 Seja v = (70,71, e ,yt_l) uma sequéncia orbital de uma regiao R; de
um mergulho orientdvel de um grafo completo K,. Entao vale as sequintes propriedades:

i) t>3;
i1) Trés elementos consecutivos de v sao sempre diferentes;

i) v, e vy de K, — Q passam por um lado e de K, se, e somente se, percorrem e em
sentidos opostos.

iv) O conjunto I' (K,,) das sequéncias orbitais de K, — Q é uma particao do digrafo K,.
v) A menos de deslocamentos ciclicos, v estd definida de forma nica.

vi) O ndmero de lados de todas as sequéncias de I' (G) ¢é igual a dobro do nimero de lados

de G.

Nas afirmagoes (i) e (i) s6 sao verdadeiras para o grafo completo K,,, um dos grafos
abordados neste trabalho. As demais afirmagoes sao vilidas para qualquer tipo de grafos. Em
outra categoria de grafos é importante estabelecer condigoes equivalentes as da Proposicao
2.4.4 para possibilitar o processo de identificacao das modulagoes QAMS’s e twisted vindas
de mergulhos destes.
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2.4.2 Emaranhados pontual e linear

O conceito de emaranhado tem sido de extrema importancia na anglise de mergulhos.
Os emaranhados referem-se a duas caracteristicas das fronteiras de regioes de mergulhos que
influenciam consideravelmente no desempenho das classes de modulacoes sobre superficies.
A classificacao das classes de modulagoes podem até ser realizadas sem o uso do conceito de
emaranhamento, mas terfamos classes de modulagoes contendo elementos de desempenhos
diferentes as quais s6 seriam identificadas através dos seus tipos de emaranhados. Portanto
¢ imprescindivel que analisemos os tipos de emaranhados de um mergulho de grafo para
identificarmos modulagoes com desempenhos diferentes.

Definig¢ao 2.4.5 [15] Diremos que G — Q é um emaranhado se este possui pelo menos uma
regiao R, com intersecoes entre pares de vértices ou entre pares de lados da fronteira de R,
0 (R,). Diremos que G — Q é um emaranhado pontual se as interse¢ées ocorrem somente
entre pares de vértices de 0 (R,), e que G — § é um emaranhado linear, se a intersegoes
ocorrem somente entre pares de lados. No caso de ocorrer os dois tipos de intersecoes,
diremos que G — ) é um emaranhado misto ou simplemente um emaranhado.

Se G — € ¢é um emaranhado, entdo existe uma regidgo R, em cuja fronteira 0 (R,)
contém intersegoes. Neste caso, diremos que a prépria R, é um emaranhado pontual, linear
ou misto conforme a intersecao ocorra entre pares de vértices, pares de lados ou ambos os
casos, respectivamente. Se a fronteira 0 (R,) ndo possui auto interse¢oes diremos, entao, que
R, & uma regiao simples.

Definigao 2.4.6 [15] Seja M = G — Q = U™ R,. o mergulho de G sobre a superficie SQ.
Denominaremos de grau do emaranhado pontual de uma regiao R,, o nimero inteiro w (R.,,)
de pares de vértices que se interceptam em O (R,,) e nao pertencem a emaranhados lineares.
Denominaremos de grau do emaranhado linear de uma regiGo R,, o nimero inteiro o (R,,)
de pares de lados que se interceptam em O (R,,). O grau de emaranhado do mergulho M,
indicado por o (M), serd definido pela soma dos graus de emaranhados pontuais e lineares
das fronteiras das m regioes de M, isto é,

o (M) =31"0" (@ (Ra,) + 0 (Ra,)) -

O fato de um mergulho possuir uma regiao emaranhada ou nao faz muita diferenca
quanto ao formato do grafo dual e ao formato de suas sequéncias orbitais no que diz respeito
a existéncia de elementos repetidos. A afirmacao abaixo caracteriza o grafo completo K,
quanto a condicao de que as suas regioes nunca serao do tipo emaranhados. A demonstracao
da afirmagao pode ser vista em [15].

Proposicao 2.4.7 [15] Nao existem regides emaranhadas Ro, o = 3,4,5, em um mergulho
de K,, para todo n € N.

Os mergulhos méximos de 2-células de um grafo possuem propriedades particulares que
podem ser expressa na forma de afirmacoes. Uma delas, de grande interesse neste trabalho,
serve para caracterizar os mergulhos duais.
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Teorema 2.4.8 [15] Seja | K, (max)| o nidmero de regides do mergulho mdzimo de K,,. En-
tao, para todon >3 ek € {0,1,2,---}, temos que

2, sen=3+4k oun =4+ 4k

| K (max)| = { 1, sen =544k oun =6+ 4k. (2.13)

Pelo Teorema 2.4.8, os mergulhos do grafo completo K5 atendem a iltima condigao de
(2.13) , isto é, possuem somente uma regiao.

O nimero de modulacoes distintas de um mergulho de grafo é maior quando se usa uma
sequéncia que caracteriza os mergulhos através do conceito de distancia entre os emara-
nhados.

Definigao 2.4.9 [18] Seja R, = (v1,%2,+ -+ ,Tj, -+ , T, -+ ,Tq) uma sequéncia orbital de
um mergulho de G. A distancia de Lee entre z; e z; de R, é a menor das distancias dy__ (z;)

— + P p . \ L P
e di, (x;), onde di_, (v;) é o nimero de elementos percorridos & direita de x; em R, até
chegar ao vértice x;, e di., (v;) é o numero de vértices percorridos & esquerda de x; em R,
até chegar ao vértice ;. Em notagdo matemdtica temos que

dice (%3, ;) = min {dy, (), dpee (25) } - (2.14)

Em um emaranhado pontual no vértice v; os rotulos x; e x; de R, sao iguais, entdo a
distancia de Lee do emaranhado pontual v; é dada por dpee (z;,x;), isto €,

dLee (Uz) = dLee ('ri) ZE]‘) :

Em um emaranhado linear sobre um lado (v;,v;) de G existem subsequéncia (x;,z;11) €
(j,zj41) de R, tais que

Ti = Tj+1 € Tip1 = Ty,
neste caso, a distancia de Lee do emaranhado linear (v;, v;) serd definido como a menor das
distancias de Lee entre os vértices de rotulos x; e x;, isto €,

diee (Vi,v;) = min {dpee (i, Tj+1) , dree (Tit1, )} - (2.15)

Se o emaranhado pontual ocorre nos vértices z; e x; de R,, a igualdade (2.14) é equiva-
lente a

dree (Vi) = dpee (i, ;) = min{x; — x;, a0 — x5 + 5} . (2.16)

Se o emaranhado linear (v;,v;) ocorre nos vértices (z;,i11) € (xj,z;41) de R, entdo, pela
igualdade (2.16), a distancia de Lee de (v;,v;) pode ser determinado pela férmula

dLee (Vi,v;) = min {dree (Ti, Tj11) , dree (Tit1, ;) }
= min {l’j+1 — Ty, O — Tj41 + LiyXj — Lig1, X — Tj + xi—i—l}

Lema 2.4.10 [18] Se o lado (v;,v;) de G é um emaranhado linear de Ry, diee (v;) =k €
a = 2k, entao vale a igualdade

diee (Vi) + dee (V) = a0 — 2. (2.17)
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Teorema 2.4.11 [18] Se (v;,v;) é um lado emaranhado de R, € diee (vi,v;) = k, entdo
a > 2k.

O Teorema 2.4.11 estabelece o limitante inferior para a distancia de Lee de um emara-
nhado linear R, em fun¢ao do nimero de lados o de R,.

O conceito de distancia de Lee e suas propriedades relacionadas acima, tem por objetivo
principal classificar os mergulhos de um grafo em classes em maior nimero do que usando
somente o conceito de particao. Avaliado sob o aspecto de particao, as classes de mergulhos
de um grafo possuem um determinado nimero e contém modulagdes com desempenhos
diferentes. A distancia poderd ser usada para distinguir tais modulagoes.

2.4.3 Mergulho dual

Modulacoes e cédigos com padroes de um sistema integrado também sao projetados sobre
o mergulho dual. Este é alcancado apds obtermos a construgao do mergulho de um grafo.
O grafo dual é construido, entao, segundo as seguintes condigoes:

Definicao 2.4.12 [15/Seja G (p,q) — Q2 = U™, R,, um mergulho orientado de G, chama-se
mergulho dual de G, o mergulho G'(p',q') — Q = U, R,,, tal que, cada regido R,, de G
contém um unico vértice v de G' em seu interior e, para cada lado l, = (vg,vy) de G com
Ro, N Ry, = (v, vp), existe um unico lado lj, = (vi,v;,) de G’ tal que v;, € Ry, , v, € R,,,

I N1, = {pr} com pr # v e pr # vp.
2.4.4 Classe de mergulhos

O conjunto dos mergulhos de um grafo serd utilizado neste trabalho para projetos de
modulagoes e de codificagoes. O niimero de elementos do conjunto de mergulho é muito
grande e foi observado que mergulhos distintos apresentam propriedade particulares como
tipo de particao e emaranhamentos iguais. Pode ocorrer que os sistemas de cédigos corre-
tores de erros definidos neste trabalho dependam destas particularidades. Serd que cédigos
vindos de mergulhos com mesmas particoes nao teriam o mesmo desempenho? E aqueles
correspondentes a emaranhamentos idénticos? Para responder este tipo de questionamento,
consideraremos uma particao no conjunto dos mergulhos de um grafo em subconjuntos de-
nominados de classes conforme definido a seguir.

Definicao 2.4.13 [15/Seja A = {\: A = G (©,) — Q} o conjunto de todos os mergu- lhos
orientados de G, onde O, é o sistema de rotacoes de G associado ao mergulho \. Dizemos
que dois mergulho A1 e Ao de Ag sao semelhantes, e indicamos esta relagao por Ay ~ Xy se,
e somente se, possuem o mesmo tipo de composicGo de regioes, e escrevemos

A1 ~ Ag & Part (G (0,,) — Q) = Part (G (0,,) — Q) (2.18)

onde Part (G, — Q) é a parti¢cio do mergulho \;. O conjunto de todos mergulhos \; € Ag
que estao relacionados com A serd denominado de classe de A, a qual serd indicado por

A={NEAg: A~ N}, (2.19)
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E o conjunto de todas as classes de mergulho de K,, serd denominado de conjunto quociente
de K, pela relacao de semelhanca ~ e serd denotado por

AG/ ~ = {X17X27'.' 7Xk} .

Processos de identificacao das classes de mergulhos do grafo completo K, e do grafo
completo bipartido K, , sdo apresentados em [15] e [18], respectivamente. Como se trata
de problemas de alto processamento de dados, foram identificados os mergulhos do grafo
completo K3, do grafo completo bipartido K44, do hexaedro Hgo e do octaedro Hg,.
Utilizaremos as classes de mergulhos destes grafos como os elementos que irao compor os
sistemas de modulagoes sobre superficies.

2.4.5 Mergulho com bordos

Uma superficie 2 com k componentes de bordos, denotada por €2, é considerada, do
ponto de vista da Topologia Algébrica, como uma superficie homeomorfa a 2 menos k
pontos. O conceito de mergulhos em superficies com bordos foi introduzido por Lima e
Palazzo [14], através da seguinte

Definigao 2.4.14 Seja G — Q = U | R,, um mergulho de um grafo G. Chamaremos de
mergulho com $ componentes de bordos, a todo mergulho obtido de G — §2 pela exérese de
B regices de UF_, R,,., e o denotaremos por

— | k=
G—Qs=U"TR,.

A Defini¢ao 2.4.14 introduz um tipo especial de mergulhos que ird permitir expandir
o conjunto das modulagoes abrangendo um nimero maior de superficies superior ao do
conjuntos de superficies sem bordos.

2.5 Canal Associado a uma Modulacao QAMS

A nomenclatura de algumas das modulagoes utiliza, como padrao internacional, acronomos
oriundas do idioma inglés. A seguir apresentamos os acrénomos das principais modulagoes
abordadas neste trabalho [21].

1. Modulacao ASK (do inglés Amplitude Shift Keying) ou modula¢ao por salto de ampli-
tude: a informacao da moduladora digital é impressa na caracteristica de amplitude
da portadora senoidal. Se o sinal é bindrio, teremos o ASK bindrio ou BASK. Se o
sinal tiver m niveis (sinal multinivel ou m-ério) teremos ASK multinivel, ASK m-drio
ou MASK. Os demais tipos de sinais adotam este tipo de nomenclatura.

2. Modulagao PSK (do inglés Phase Shift Keying) ou modulagao por salto de fase: a
informacao é impressa na caracteristica de fase da portadora senoidal. Se o sinal é
bindrio, teremos o PSK bindrio ou BPSK. No caso do sinal PSK m-drio este é denotado
por MPSK.
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x=0 y=0
x=1 y:l
X =12 y =
X =13 y =3
X =4 y =4

Figura 2.5.1: Associacao, via Regra 1, do grafo G (5,5 + 7) ao canal Cs 5. [15]

3. Modulagdo PRK (do inglés Phase Reversing keying) ou modulagdo por oposi¢do de
fase: é a aplicacao mais importante do sistema BPSK e consiste em na inversao da
fase de um estado para outro (ou seja, fases de 0° e 180°).

4. Modulagao ASK/SC (do inglés Amplitude Shift Keying / Suppressed Carrier) ou mod-
ulagao por salto de amplitude / portadora suprimida.

Uma modulagao QAMS é definida pela particao de uma variedade riemanniana topolégica
proveniente de um mergulho de um grafo G. Lima [15] além de definir uma modulagao QAMS,
analisar o seu desempenho, relacionar modulacoes vindas de mergulhos do grafo completo,
mostra ainda que é possivel associar um canal discreto sem memoéria, a toda modulacao
QAMS. Este processo de associagao serd descrito a seguir da mesma forma com que foi
descrita em [15].

Regra 1 Seja G (p,q) um digrafo de vértices vy, vy, -+ ,v, e de q lados. Se x; é o simbolo
do alfabeto F , correspondente ao vértice v;, e o alfabeto na saida do canal, I, é igual a
F », chamaremos de canal associado ao digrafo G, o canal C,,, que a cada lado (v;,v;) de
G associa as duas transigoes de Cy, ., (z;,y;) € (y;,x;), correspondentes as probabilidades
condicionadas

(Uhvj) = Pyjla; (yl|x1) € (Ujv Ui) 7 Daily; ($Z|yz) . (2'20)

Pela Regra 1,0 pondente ao vértice v;, e o alfabeto na saida do canal, F,, é igual a
F », chamaremos de canal C,, associado a um digrafo G (m, ¢) s6 ndo possuem as transi¢oes
(wi,y;) e (y;, z;) se, e somente se, (v;,v;) nao for um lado de G. Neste caso, faz sentido dizer
que as probabilidades condicionadas p, |o; (¥i|7:) € Pe,ly, (2i|y:) s@o ambas iguais a zero, se

(vi, vy) & G.

A Figura 2.5.1 ilustra um caso de associagdo de um canal 5-drio a um grafo G (5,7).
Observe na segunda construgao desta figura referente ao canal 5-drio, Cs que o processo de
associacao da Regra 1, por considerar GG como um digrafo, dobra o niimero de re- presentacoes
de transicoes do canal em relacao ao nimero de lados de G. Este aspecto pode ser visto
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COMmMoO um processo que maximiza as representacoes de um canal a partir do nimero de lados
de um grafo, no sentido de conter o maior nimero de transigoes cruzadas, isto é, entre sinais
distintos. Veja que cada lado produz duas transicoes e, portanto, o nimero de transicoes
cruzadas no canal é igual o dobro do nimero de lados do grafo.

Apesar da Regra 1 ser eficiente em relagao as probabilidades condicionadas entre sinais
distintos, faltam as transicoes relativas as probabilidades de acertos de cada sinal. Em um
canal, pode até nao existir transigoes entre sinais distintos, mas nao deve faltar as transigoes
de acertos entre os sinais, ou seja, aquelas correspondentes as probablilidades condicionadas
da forma py,y, (vily:) -

Esse problema pode ser resolvido através da seguinte propriedade ébvia de mergulho de
grafo: uma vez que o processo de associagao envolve o mergulho do grafo G (p, ¢) sobre uma
superficie €2, podemos acrescentar p-lacos, um em cada vértice v; de G, de tal modo que o
grafo de p lagos G (p,p + q) também esteja mergulhado em ).

Neste caso, a Regra 1, quando aplicada ao grafo de p lagos G (p, p + ¢q) , associa um canal
p-drio C), ao grafo G, que contém todas transicoes de acertos, além de conter as transicoes
cruzadas referentes aos lados de GG que nao sao lagos. Portanto, para incluir as probabilidades
de acertos no processos de associacao do canal ao grafo, basta acrescentar lagos em cada
vértice de G e aplicar a Regra 1.

Em particular, para o grafo de 5 lagos G (5,5 4 7) na parte a esquerda da Figura 2.5.1,
ilustramos, a direita desta figura, o canal associado C's, o qual foi obtido segundo as condigoes
estabelecidas pela Regra 1.

A associagao do grafo de p lagos G (p,p + q) ao canal discreto sem memoéria - DMC
(Discrete Memoriless Channel) C,, realizada através da Regra 1, contém todas as transigoes
que um grafo pode fornecer. Faltam somente as informagcoes cruzadas em relagao as probabi-
lidades condicionadas py, ., (¥i|7i) € Pa,jy, (Tily:) , as quais serdo consideradas iguais a zero,
quando o lado (v;,v;) ndo pertencer a G.

Dispomos agora dos elementos necessédrios para definir precisamente um processo de
associacao entre uma modulacao QAMS e um canal DMC.

Definigao 2.5.1 [15/Sejam k-QAMS e p-QAMS' as respectivas modulagoes oriundas dos
mergulhos de G e seu dual G' dados por

G(p,q) — Q= UleRgi e G'(m,q) — Q= U?Zlej. (2.21)

Denominaremos de canal associado & modulagao k-QAMS (canal associado & modulagao
dual p-QAMS') o canal discreto sem memdria, Cy, associado ao grafo dual G'(k,p+ q) (o
canal discreto sem memdria C,, associado ao grafo G(p,p + q)), através da Regra 1.

Vale ressaltar que as notagoes do mergulho de grafo G e do seu dual em (2.21), contém
as principais relacoes entre os elementos que irao definir as componentes das modulacoes
E-QAMS e p-QAMS’.

2.6 Algoritmo Identificador de Mergulhos

Um algoritmo estabelecido por Lima [13] identifica as sequéncia orbitais de um mergulho
de um grafo G. Consequentemente, o préprio mergulho é identificado, isto é, a superficie
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sobre a qual GG se encontra mergulhado pode ser identificada aplicando-se a caracteristica de
Eiiler (2.5) da superficie uma vez que os nimeros de lados, vértices e regides de G sdo agora
conhecidos. Uma versao deste algoritmo [13] é apresentada a seguir.

Algoritmo 2.6.1 [15/Dado o grafo G {p,q} definido sobre o conjunto de q lados e p vértices

{vo,v1,- -+ ,vp_1} e provido do sistema de rotagoes
© = {0 (01,702, "+ ,T0a) > 01 (P11, %125 "+ s 0101) 5+ Op—1(Ep—1)15 T (p—1)25 " " * > Lp—D)ap_1) }
entdo a j-ésima sequéncia orbital v; = (ji,j2,- -+ ,ji) da regido R{ do mergulho orientdvel

G{p,q} (©) — Q, é dado por:

1. Parat € {0,1,--- ,p—1} e s € {0,1,--- ,dy, — 1}, d, = deguy, faga:

2. se i € escolhido em 0y, entdo ji = iss, jo =1¢, j3 = its41, 5 Jk = S0, (Jr—2) "+,
3 Para A ={1,2,3,---} faca:

4 se u ¢ 0 menor elementlo de A tal que sg; (Js) =J1 e S0, . (Js+1) = Jjo2, entao

5. G{p,q} — Q tem RiH definida por v; = (41, J2,- - 1 Js41), 0 = s+ 1.

6. Para todo par de niimeros (i, t) em © faga: se (its,t) ndo é uma subsequéncia de v;, entao
7 Repita as etapas 1-5 para construir outra sequéncia orbital v, = (h1, ho, -+, hs;4+1),

8

Assim, o mergulho G {p,q} — Q = UleRgi ¢é determinado quando Z](;l o, = 2q.

O mergulho de um grafo qualquer pode ser identificado através do Algoritmo 2.6.1. Todos
os mergulhos de grafos relativamente pequenos também podem ser identificados. Mas, devido
ao grande nimero de mergulhos existentes, o conjunto dos mergulhos do grafo completo
K,, n > 6, e do grafo completo bipartido K, ,, com n > 4 podem até ser possiveis de
identificagoes, depende da robustez do equipamento.



CAPITULO 3

Modulacao sobre Superficies

Vimos no capitulo anterior, conceitos, defini¢oes e caracteristicas dos mergulhos de grafo,
as propriedades para um grafo completo K, , o canal associado a uma modulacao QAMS e
apresentamos um algoritmo identificador de mergulhos.

Neste capitulo, mostraremos os tipos de modulagoes usuais e via mergulho de grafo e
justificaremos o motivo pelo qual escolhemos trabalhar com modulacoes sobre superficies.

3.1 O Canal em um sistema de comunicacgoes

Em um sistema de transmissao digital de dados a informacao é codificada através de uma
fonte de simbolos composta de elementos os quais sao denominados de alfabetos. Quando
este é formado pelos m primeiros nimeros de inteiros A = {0,1,--- ,;m — 1} o alfabeto é dito
m-édrio. Para uma descri¢ao simplificada de como o canal transmite a mensagem formada
pelos simbolos de A, consideremos o sistema de comunicag¢oes na Figura 3.1.1.

Fonte » Emissor » Meio » Receptor »  Destinatério
Ruido
Canal

Figura 3.1.1: O canal em um sistema de comunicagoes [21]

O problema bésico do ponto de vista técnico consiste em transmitir os simbolos de A,
de modo que a informacao associada nao seja perdida. A transmissao de um simbolo u de
A é feita pelo emissor no qual, acionado pela fonte, entrega um sinal de energia adequado
ao meio e associado a u. Para tanto, dispoe de um componente interno, o modulador, que
transforma u em sinais convenientes para serem transmitidos pelo meio.
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O meio é o componente que propaga a energia correspondente ao sinal entregue pelo
emissor até o receptor, permitindo que o sinal seja transmitido. O receptor é o dispositivo
que retira a energia do meio e recupera o sinal, da forma mais precisa possivel. Para tanto,
dispoe de um componente interno, o demodulador, que recupera, a partir da energia recebida,
os simbolos portadores da informacao. Deste modo, o emissor e o receptor desempenham
funcgoes inversas e complementares e o meio os interliga.

O ideal seria que o receptor recuperasse fielmente a mensagem produzida pela fonte. Na
préatica isto nao ocorre. Limitacoes fisicas e outros fatores presentes no sistema alteram as
caracteristicas do sinal que se propaga, produzindo a distorcao.

Além disso, sinais de natureza aleatéria sao adicionados ao sinal propagado produzindo
o ruido. Um dos maiores problemas do projetista do sistema consiste em manter tanto a
distorcao como o ruido em niveis aceitdveis.

3.2 Modulacoes usuais

Geometricamente, um projeto de modulagao pode ser visto como uma distribuigao dos m
sinais do alfabeto sobre um espago métrico. A fim de justificar o estudo da modulagao sobre
superficies introduzida neste capitulo ilustramos, na Figura 3.2.1, os modelos de modulagoes
usuais.

’

* Circulolde

57 lindecisao -
(a) ModulagaoPSK (b) ModulagédoPRK (c) EModulaz;éo MMPSK (d)ModulagaoPSK
bindrialirregular bindriallregular [quaterndrialirregular quaterndrialtegular

_________ .

(e) ModulagaoTASK/ (f)Modulacaolldelldois  (g)Modulagaolldeldois  (h)Modulagao Ide(2sinais
SClIguarterndrias sinais[PSK(de[4fases sinais[IMASK[/[SC  MASK/SClem(duadratura

Figura 3.2.1: Modelos usuais de modulacoes

Nos modelos da Figura 3.2.1, observamos a existéncia de modulagoes irregulares ((a) e
(c)) e regulares (demais modelos). Em geral, os sistemas de comunicagoes quase sempre
requerem modulagoes irregulares, no entanto, por exigirem menos complexidade, as modu-
lagoes regulares sao mais faceis de serem implementadas e, por isso, sao as mais utilizadas.
Na verdade, hd um grande interesse por parte dos pesquisadores em identificar modulagoes
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regulares, uma das prioridades deste trabalho.

O circulo de indecisao usado em torno de cada sinal, nas modulagoes da Figura 3.2.1, esté
de acordo com a uniformidade da andlise da familia ASK e com a praticidade de representar
a zona de indecisao de um sinal. No demodulador real, tudo pode acontecer: um sinal trans-
mitido, quando demodulado, pode pertencer ao circulo de indecisao de qualquer outro sinal
da modulacao e, mais ainda, pertencer a um ponto do espaco de modulacao que nao pertence
a nenhum dos circulos de indecisoes. O modelo do circulo é devido a sua praticidade, princi-
palmente no que se refere & complexidade de célculo. Sendo assim, o quadrado de indecisao
em cada sinal das modulagdes (b) e (h), e as regides angulares nas demais modulagoes da
Figura 3.2.1, sao modelos de regioes de indecisao mais coerentes com o comportamento do
sinal no demodulador de um canal.

3.3 Modulacoes via mergulhos de grafos

Do ponto de vista de faixas angulares ou de regioes quadrangulares, as regides de indecisao
de uma modulacao podem ser consideradas como os interiores de regioes, cuja fronteira é
um grafo conexo mergulhado em uma superficie. No caso das modulagoes da Figura 3.2.1,
os grafos que definem as modulagdes, superficies e partigoes (regides de indecisdo sobre a
superficie), sao ilustrados na Figura 3.3.1.

()G

(e

1 2 3 0

IS

5 6 7.4

)

9 10 11,8

12 13 14 1512
1 2 3 0

07 Jo _1_‘_\.?0’ ',"
() G(2,8) eSS EIBR, (f)[G(2,8) (€IS =B8R, (2)/G(6,8) =wISEBR,  (h)(CG(16,32) & T=I16R,

[=)

Figura 3.3.1: Grafos sobre superficies que definem regices de indecisao de modulagoes

Nos grafos da Figura 3.3.1 observam-se vértices distintos do plano com rétulos idénticos.
O objetivo é encontrar um mergulho de um grafo simples sobre uma superficie que contenha
uma modulagao equivalente. No plano, as modulagoes seriam como os modelos da Figura
3.1.1, 86 que as regides de indecisao seriam ilimitadas, pois nao existiriam circunferéncias
externas nas modulagoes (a), (¢)-(g), e nem os quadrados externos nas mo- dulagdes (b)
e (h). (Estes foram colocados somente com o intuito de abstrair o formato geométrico da
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modulagdo.) Modulagoes equivalentes em superficies com regioes bem definidas podem ser
obtidas utilizando procedimentos bésicos da topologia algébrica.

No plano, os rotulamentos de grafos da Figura 3.3.1 nao fazem sentido (dois vértices dis-
tintos com o mesmo rétulo), entretanto, no ambiente da topologia algébrica, os rotulamentos
correspondem a grafo mergulhados em superficies definindo precisamente uma modulagao
sobre uma superficie equivalente ao plano. Entao, o primeiro objetivo deste trabalho sera
procurar solugoes para o seguinte problema.

Problema 3.3.1 Dada uma modulacao M, para uma constelagao de m sinais, encontrar
um grafo G tal que G — ) = U;’;BlRai define um projeto de modulacdo sobre €} equivalente
a M,,.

A condicao de equivaléncia entre M, e M, serd estabelecida através de trés condigoes,
quanto ao nimero de sinais, regularidade e posicionamento de sinais.

Definicao 3.3.2 Duas modulagoes M,, e M, sao equivalentes se, e somente se, possuem 0s
mesmos niumeros de sinais e suas regioes preservam as caracteristicas de regularidades e de
posicionamento de sinal.

Se M,, e M, sao modulagOes equivalentes sobre os espagos métricos €2 e €)', respectiva-
mente, entao m = p, cada sinal s; de M,, em ) corresponde a um sinal s; de M, em .
Além disso, se Ry, e Ry sao as regioes de indecisdo de sinais correspondentes, entao a razao
entre dreas de regides de indecisao de sinais correspondentes sao proporcionais. Com isto,
modulagoes equivalentes M,, ~ M, sao caracterizadas pelas seguintes relacoes

M,, ~ M, <

1 B Rew _ (3.1)

A condigao de proporcionalidade em (3.1) corresponde a preservagao da regularidade em
modulacoes equivalentes, termo introduzido na Definicao 3.3.2. O posicionamento de dois
sinais correspondentes s; e s; também devem ser relativos. Se s; encontra-se no centro de
R,, em (2, entdo s; também deverd estar no centro de R,;, ou seja, sinais correspondentes
devem ocupar posicoes equivalentes em suas respectivas regioes. Tal condicao estabelece o
posicionamento de sinal, termo também introduzido na Definicao 3.3.2.

A Figura 3.3.2 mostra mergulhos dos grafos com os rotulamentos fixados na Figura 3.3.1,
exceto (h), que possui modulacoes equivalentes sobre a esfera. Observe que somente em
(g) foi utilizado um grafo normal, nas demais modulagoes os grafos mergulhados sdo todos
multigrafos definidos sobre dois vértices.

A Figura 3.3.2 contém modelos de modulagbes sobre a esfera com as seguintes ca-
racteristicas: bindria irregular em (a), em virtude da distribui¢do nao uniforme dos dois
sinais sobre um circulo maximo do toro; bindria regular em (b); Em (c), a distribuicao
nao-uniforme de quatro sinais sobre um circulo maximo de S caracteriza uma modulagao
4-aria irregular; (d) contém o caso 4-dria regular; (e) corresponde a uma modulagao 8-dria
regular; e em (f) e (g), dois pares de conjuntos com 4 sinais sdo distribuidos uniformemente
sobre circulos iguais ndo maximais de S, sendo que em (f), os sinais sobre um circulo estao
rotacionados, em relagao ao outro, por um angulo de 45°.
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Nas construgoes da Figura 3.3.2, usamos os métodos de construcao de superficies topols-
gicas [29] para construir mergulhos de grafos sobre S, cuja parti¢do resulta em uma modu-
lacao equivalente a da Figura 3.2.1. Neste tipo de construgao, é comum a existéncia de mais
de um vértice de uma modulacao do plano ser levado em um tnico vértice de uma superficie
Q. Isto s6 ocorre quando os vértices encontram-se na fronteira da modulagao. Observe que
muitos dos rétulos dos vértices dos grafos da Figura 3.3.1 sao idénticos, estes sao levados em
um unico vértice da esfera, como mostram as construgoes das Figuras 3.3.2 e 3.3.3.

(a) Modulagao bindria (b) Modulagaobindria (¢) Modulagaol4[4ria (d)Modulacio(4 4ria
sobrelS, [irregular sobrellS, [tegular sobrel$, [irregular sobre TS, Tegular
Grafo 115, \s Grafo
G(2.8) S0, s I G(6,8) —
\ A S U
. g I
S5 ] , “"% % 1
3 : 1 4 S [/
5 5 NN
£ - S
S~ - - —» UDSTAN N
— g 4 =
(e)Modulacao(8(dria (f)(Modulagao(8laria (g) Modulagao 8 4ria
sobre(T$, [tegular sobre(TS, l[irregular sobrel(lS, [tegular

Figura 3.3.2: Modulagoes sobre a esfera equivalentes as modulagoes da Figura 3.3.1

Poderfamos ter utilizados outros mergulhos, inclusive sobre outros tipos de superficie.
Mas a intencao era utilizar uma superficie conhecida, grafos simples e preservar, sempre que
possivel, as caracteristicas de regularidades das modulagoes do plano.

A modulagao (h), da Figura 3.3.1, é um caso especial de modulagao 16-QAM. Apresenta
caracteristicas diferentes das demais, quanto & geometria e, especialmente, em relagao a
superficie na qual pode ser mergulhada. Como a fronteira do grafo é quadrangular, o modo
mais natural de mergulho é, reconhecidamente, sobre a superficie toro (7).

A Figura 3.3.3, mostra como transportar uma modulagao do formato de (h) para o toro.
Para isto é suficiente orientar a fronteira do grafo em (h), de modo semelhante ao modelo
planar (a) do toro da Figura 3.3.3, e realizar a transformacao geométrica estabelecida na
Subsegao 2.3, para obter o mergulho da modulagao sobre o modelo espacial do toro (b).

Ressaltamos que a modulacao da Figura 3.3.3 nao é equivalente ao projeto de modulagao
em (h), é somente do mesmo tipo. Naturalmente que 16-QAM em (h) é uma modulagao
para uma constelacao de 16 sinais enquanto a modulacao na Figura 3.3.3 é do tipo 128-QAM
e, portanto, uma modulagao para uma constelacao de 128 sinais. Devemos considerar aqui
que a modulagao 16-QAM em (h) pode ser realizado no toro do mesmo modo que 128-QAM
foi realizada na Figura 3.3.3.



26 Modulagao sobre Supertficies

Vale ressaltar, da Topologia Algébrica, que o toro nao é a unica superficie que se pode
transportar a modulacao 16-QAM ou a 128-QAM. Basta mudar a orientacao dos lados do
poligono (a) para que estas modulagoes sejam realizadas sobre uma superficie nao-orientével,
como a garrafa de Klein. E bom que se saiba que, dependendo do poligono sobre o qual a
modulagao estd definida, hd um conjunto de superficies nas quais a modulacao equivalente
pode ser realizada.

(a)Modeloplanar(de[4[QAMI[Sobre[T (b) Modeloléspacial de[4[QAMIsobre[T
Figura 3.3.3: Modulacao 128-QAM e sua equivalente sobre o toro [15]

As caracteristicas comuns entre os grafos que definem as regioes de indecisao das mo-
dulagoes 16-QAM da Figura 3.3.1 (h) e o grafo de 128-QAM da Figura 3.3.3 (a), é por que
ambas sao definidas sobre reticulados bi-dimensionais A, e possuem fronteiras quadrangu-
lares, condicoes necessarias para que se tenha mergulhos torodais.

3.4 Propostas de solucoes para o Problema 3.3.1

Analisando os espagos sobre os quais as modulacoes da Figura 3.2.1 encontram-se, a
conclusao é de que elas podem ser projetadas sobre superficies, como mostram as Figuras
3.3.2 € 3.3.3. Além disso, podemos considerar que os sinais de (b) encontram-se sobre a reta,
os de (e) sobre uma circunferéncia, e os sinais das demais modulagoes encontram-se sobre o
plano. Mas a reta, circunferéncia e plano sao exemplos clédssicos de variedades riemannianas.
Como a esfera e o toro também sao, entao a conclusao é que em todo projeto de modulagao,
os sinais e regioes de indecisoes podem ser considerados como pontos e regioes de uma
variedade riemanniana.

3.4.1 Solugao para o Problema 3.3.1 a partir da modulagao

Na Secao 3.4 apresentamos uma solucao para Problema 3.3.1. Seria esta a solucao mais
vidavel? Do jeito que este foi colocado, uma estratégia de solucao seria construir um grafo
sobre a modulacao, através de retas perpendiculares pelos segmentos que ligam sinais vizi-
nhos [10], procedimento que define as regides de decisdo, quando os sinais sao equiprovaveis
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na fonte. O caso de sinais nao-equiprovaveis é semelhante, s6 que as retas perpendicu-
lares sao tragadas de acordo a probabilidade de ocorréncia dos sinais vizinhos na fonte.
Os grafos definidos sobre as modulagoes na Figura 3.3.1 foram obtidos através dessa regra,
considerando sempre que a fonte seleciona os sinais de forma equiprovavel.

A construcao referida acima resulta sempre em um problema. O que fazer com os lados
da fronteira do grafo? Como rotuld-los? Como orientar a sua fronteira? A primeira questao é
simples. Basta construir a fronteira de modo que esta tangencie os circulos de indecisoes dos
sinais externos, ou préximo destes, de modo que a fronteira defina uma regiao que contenha
todos os sinais e circulos de indecisoes em seu interior.

Quanto ao problema de orientagao da fronteira, esta depende da superficie na qual se
deseja colocar a modulacao. Como a fronteira é um poligono de n lados, é preciso conhecer
a orientagao poligonal das superficies para resolver este problema. Neste processo, hd uma
restricao quanto a escolha da superficie, uma vez que a fronteira da modulagao possui um
numero finito n de lados. Identificado o conjunto de superficies, escolhe-se uma delas 2,
orienta-se a fronteira e rotulam-se seus vértices de acordo com a orientacao de €2. Foi assim
que as modulagoes equivalentes sobre superficies nas Figuras 3.3.2 e 3.3.3 foram construidas.

Podemos sintetizar as conclusoes da andlise sobre a construgao da modulagao equivalente
através do grafo que define a fronteira das regioes de indecisao de uma modulagao através
da seguinte afirmagao.

Proposicao 3.4.1 Seja M,, uma modulacao para wma constela¢ao de m sinais sobre um
espagco métrico, digamos, o R™ com a métrica euclidiana. Se existe um grafo G em R"
definindo as regices de indecisao dos m sinais de M,,, entao podemos transportar M,, para
uma variedade riemanniana bidimensional (ou superficie) Q.

Demonstracao. De fato, como m é finito e existe G definindo as regices de indecisao
dos m sinais de M,,, entao existe uma representacao planar do grafo G, isto é, os lados e
vértices de GG podem ser representados no plano. Assim, G possui uma fronteira G definida
sobre n lados de G. Se n é par da forma 4p, entao podemos orientar 0G como fronteira de
uma superficie orientavel ou nao-orientavel. (Também pode ser possivel o caso com bordo).
Se n = 2p, 0G pode ser orientado como fronteira de uma superficie nao-orientavel (o caso
com bordo também pode ser possivel). Se n é impar, podemos usar trés lados consecutivos
de 0G com a orientagdo de uma componente de bordo, neste caso, n — 3 é par, recaimos
no caso par e, consequentemente, G pode ser orientdvel como uma superficie orientdavel ou
nao-orientdvel com um componente de bordo. Em quaisquer dos casos, o mergulho G pode
ser realizado geometricamente sobre uma superficie 2. ]

O processo de construcao acima depende exclusivamente do tipo de fronteira do grafo
que define as regioes de indecisao da modulacao. Ao serem fixados os vértices, tém-se um
conjunto de superficies que podem ser identificadas, nas quais os projetos de modulagoes po-
dem ser realizados. Esta é uma excelente estratégia de resolucao do Problema 3.3.1, porque
o mergulho pode ser realizado, apesar de trabalhoso nos casos de grandes modulacoes e
a descricao algébrica do mesmo em termo de sequéncias orbitais, também nao resulta em
maiores dificuldades. No entanto, foge ao escopo deste trabalho, pois a construgao de proje-
tos topolégicos de modulagoes demanda muito tempo. Fica aqui, entao, como sugestao para
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trabalhos futuros, a proposta de construir modulagoes equivalentes em variedades riemanni-
anas, utilizando o método do mergulho de grafos descrito acima.

3.4.2 Solugao para o Problema 3.3.1 via mergulho de grafo

Neste trabalho, serao identificadas modulagoes diretamente das classes de mergulhos de
um grafo qualquer. Esta opcao deve-se ao manancial de resultados ja existentes, que podem
ser implementados na forma de algoritmos, o que permite andlises melhor fundamentadas,
agilidade do processo e abrangéncia de resultados. Serao identificadas modulagoes a partir
de vérios tipos de grafos, visando identificar suas caracteristicas peculiares.

Enquanto a solucao do Problema 3.3.1 apresentada na Secao 3.4.1, parte de uma mo-
dulagao conhecida para identificar um conjunto de modulagoes equivalentes em superficies,
aqui o objetivo é identificar todos os projetos topoldgicos de modulacoes distintas vindas
dos mergulhos de um grafo em especifico. Uma das vantagens neste processo é a surpresa e
o fato da descoberta de novos tipos de modulagao nunca imaginadas antes. Melhor do que
isto, muitas delas regulares e que podem ser trabalhadas no sentido de obter um espago de
modulacao do tipo geometricamente uniforme.

Outro ponto positivo vem da praticidade do Algoritmo 2.6.1, o qual agiliza o processo de
identificagao de uma série de grafos, garante a existéncia da modulacao e identifica aquelas
que nao podem ser realizadas através do mergulho de um determinado grafo, apesar da
relacao de Eiiler demonstrar o contrério.

Uma vez que as modulagoes serao identificadas a partir de um grafo em especifico, pos-
teriormente apresentaremos, detalhadamente, este processo. Retornemos entao ao objetivo
desta segao que € justificar o porqué de se propor modulagoes sobre espagos métricos (€2, d) ,
sendo {2 uma superficie e d uma métrica de €.

3.5 Por que Modulacoes sobre Superficies?

Modulacao em superficie existe hd algum tempo. Recentemente, pesquisas sobre o tema
([2], [5], [11], [20]) demonstram o interesse e a importancia do uso de superficies em projetos
de modulacao. Neste trabalho, estamos introduzindo um elemento novo neste processo, o
mergulho de um grafo, como agente identificador de modulagoes. Também serao apresen-
tadas justificativas do porqué do uso de modulagoes em superficies.

3.5.1 Modulacao twisted e mergulhos de grafo

Técnicas de modulagao associadas a curvas no R", introduzidas em 1976 [32], foram pio-
neiras no uso de superficies para projetos de modulagoes. A interpretacao geométrica deste
método possibilita o projeto e andlise de desempenho das modulagoes usando ferramentas da
geometria riemanniana ou, de um modo mais particular, da geometria diferencial. Trata-se
de uma modula¢ao nao linear (ou twisted - retorcido), e sdo conhecidas por produzirem um
erro quadrado médio, que pode ser reduzido, em geral, somente pelo incremento de energia
média de transmissao, quando é utilizada em sistemas de comunicagoes que usam um re-
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ceptor de maxima verossimilhanca. Analises e exemplos de modulacgoes twisted podem ser
vistas, por exemplo, em [2].

A modulagao nao linear é projetada sobre uma curva da superficie. Os lados de um
grafo mergulhado sao curvas sobre uma superficie. No caso especifico do toro, o mergulho
do grafo pode ser realizado na regiao fundamental (modelo planar) e conduzido, através de
uma parametrizagao, para a superficie toro (modelo espacial). Entao hd uma relacao entre
modulacgoes twisted e mergulho de grafos, uma vez que ambos sao formados por curvas sobre
superficies.

Figura 3.5.1: Modulagao toroidal M;5 vinda do mergulho de Kj

Consideremos entao os mergulhos do grafo completo K, ilustrados na Figura 3.5.1, sobre
o modelo planar U e o modelo espacial ¥ (U) do toro, sendo U o aberto do plano dado por

U={(z,y) eR*:0<z,ye2r}=[0,27) x [0,27).

A fronteira da regido U é um poligono 4-lados orientado pela palavra w = aba='b!,
orientacao da superficie toro. Sobre U, encontra-se o mergulho regular de K5 sobre o toro
K5 — T = bR4. A particao bR, corresponde a 5 regides quadrangulares definidas pelas
sequéncias

’70:(0717?)’4)7 71:(0727471)7 72:(0737172)a 73:(0a47273)a V4 = (1>4a372)7

onde v; ¢ denominada de sequéncia orbital da regiao R;. Para efeito de simplificagao, o
elemento j de 7, indica o indice do vértice v; € V' = {vg, v1, V2, V3, v4 }, conjunto dos vértices
de K5, dados pelos pontos do plano

vo = (m,m), v1 = (37/2,37/2), vy = (37/2,7/2), v3 = (7/2,7/2) e vy = (7/2,37/2) .

No mergulho toroidal da Figura 3.5.1, cada regiao R é destacada com uma cor diferente,
tanto no modelo planar como no espacial, e contém, em seu interior, o sinal s; da constelacao
A = {so, 1, S2, 3, 54} , 0s quais foram associados aos pontos da regido fundamental U, cujas
coordenadas estao relacionadas na Tabela 3.5.1.
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Os mergulhos da Figura 3.5.1 podem ser considerados como modulacoes equivalentes, as
quais serao denominadas aqui de modulagcao planar 5-M,, a que vem do modelo planar, e de
modulagao toroidal 5-M,, & correspondente ao modelo espacial do mergulho de K.

Segundo conceitos da topologia das superficies, a modulacao toroidal 5-M; é, de fato,
uma modulacao sobre um toro e pode ser realizado neste, via geometria diferencial, através
de uma parametrizacao do toro, em particular, pela parametrizacao

U (u,v) = ((3+4 cosv) cosu, (34 cosv)sinu,sinv), (u,v) € U.

A modulagao toroidal 5-M;, da Figura 3.5.1 foi construida por Costa [4], utilizando as
ferramentas do software Mathematica, segundo a rotina de programacao disponibilizada no
Apéndice A.

Qualquer mergulho topolégico sobre o toro pode ser transformado em um projeto ge-
ométrico de modulagao toroidal, da forma como foi realizado na Figura 3.5.1. Qual a relagao
desse mergulho com uma modulacao twisted? Em principio, seria revelar curvas caracterfs-
ticas sobre o toro adequadas, ou que apresentem desempenhos diferentes, para projetos de
modulacoes twisted .

A vantagem do uso de um mergulho topolégico é porque hé liberdade de escolhas de
lados e vértices, e quando se trata de um mergulho de 2-células a tendéncia deste é distribuir
uniformemente os lados sobre a superficie, condi¢oes que permitem avaliar os tipos de curvas
que mais se adequam & modulacao twisted.

Evidentemente que a liberdade de escolhas de vértices e lados em um mergulho topolégico
também ajuda a encontrar uma distribui¢ao uniforme de regioes sobre a superficie, quando
o objetivo for o de priorizar a partigdo regular, como foi demonstrado por Costa [4], os quais
provaram que hd uma modulagao planar 5-M,, cuja modulagao toroidal 5-M; equivalente &
um espago de sinais do tipo geometricamente uniforme.

3.5.2 Caracteristicas das regioes de indecisoes

Escolhamos o circulo de raio r; = 0.4398 centrado em s; como regiao de indecisao do
sinal s;. Logo, a a¢ao do ruido atua em um disco Dy, de drea ds, = 0.607 65. Fixemos ainda,
as coordenadas dos sinais de A como na segunda coluna da Tabela 3.5.1.

Constelagdo A | Coordenadas | Area de ¥ (Ds,) em T

S0 (4.7124, 3.4314) 1.60350
51 (2.8518, 4.7124) 2.32133
52 (1.5708, 2.8518) 1.60350
53 (3.4314,1.5708) 2.32133
51 (0.0000, 0.0000) 3.0704

Tabela 3.5.1: Dados referentes as areas de indecisoes da modulagao toroidal Mj

Supondo que B = {w; :w; = ¥ (s;)} é a constelacdo de sinais da modulagao toroidal
5-My, segue da terceira coluna da Tabela 3.5.1, que as dreas das regioes de indecisoes dos
sinais de B podem ser iguais ou ndo. Em particular, se h (s) é a drea da regiao de indecisao
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do sinal s, entao as dreas das regioes dos sinais das modulagoes equivalentes 5-M, e 5-M;
satisfazem as seguintes relacoes

h (So) = h(Sl) =..-=h (84) < h(u)()> = h(WQ) <h (wl) =h (Cdg) <h (CL)4) . (32)

Sob o aspecto de regiao de indecisao, 5-M, ¢ uma modulagao planar regular. Em relacao
a distancia minima entre os sinais vizinhos a regularidade s6 nao existe no caso do sinal sy.
Observe, na Tabela 3.5.2, que a distancia entre o sinal s4 e seus vizinhos é igual a 3.255 8,
enquanto a distancia entre dois vizinhos quaisquer, em que um deles nao é o s4, é sempre
igual a 2.2589.

d(Si,Sj) S0 S1 S92 S3 S4
50 0.0000 | 2.2589 3.2558
51 2.2589 | 0.0000 | 2.2589 3.2558
S9 2.2589 | 0.0000 | 2.2589 | 3.2558
S3 2.2589 | 0.0000 | 3.2558
S4 3.2558 | 3.2558 | 3.2558 | 3.2558 | 0.0000

Tabela 3.5.2: Distancia euclidiana entre os sinais vizinhos da constelacao A

Obviamente, ¢ um problema simples escolher os elementos de A de tal modo que a dis-
tancia entre dois vizinhos seja constante e terfamos, portanto, uma 5-)/, regular. Como nao
h4 intersecoes entre regioes de indecisoes distintas de 5-1,, e pouca diferenca do caso regu-
lar, podemos consideré-la como tal. Os seus desempenhos seriam praticamente os mesmos
em um sistema de comunicagoes. O problema que nos interessa analisar é como seriam as
regioes de indecisao da modulagao toroidal 5-M,, dado que as regides de modulacao planar
equivalente 5-M, sao todas congruentes.

Pelas relagoes (3.2), vemos que as regioes de indecisoes dos sinais w;’s da constelacao B
podem ser diferentes ou iguais, apesar de serem imagens de regioes iguais. Em particular,
possuem &reas bem maiores do que as regioes de indecistes de A. Como a probabilidade
de erro de transmissao de sinal diminui com o aumento da drea de regiao de indecisao do
sinal, a conclusao é: modulacoes sobre superficies podem apresentar melhores desempenhos
do que as suas modulagoes planares equivalentes. Uma vez que as regioes de B possuem
dreas maiores ou iguais as de A, podemos obter uma modulagao toroidal 5-M,, de tal modo
que a poténcia média do sinal de 5-M. ¢ menor do que a de sua equivalente 5-M,, e com
desempenho igual ou superior a de 5-M,,.

3.6 Justificativas

A discussao acima sobre a modulagao toroidal é apenas uma pequena amostra do po-
tencial das modulacoes sobre superficies. Foram abordados somente alguns aspectos do
problema. A geometria diferencial foi utilizada para mostrar que podemos diminuir, simul-
taneamente, a probabilidade de erro de transmissao e a poténcia média de sinais, quando
modulagoes sobre superficies sao usada em sistemas de comunicacoes. A geometria riema-
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niana pode fazer mais ainda, contribuir com novas variedades para projetos de modulagoes,
além de disponibilizar ferramentas que permitem analise da performance da modulagao [2].

O problema do projeto de uma modulacao p-M sobre variedades riemannianas, consiste
em distribuir os p sinais sobre ) de forma uniforme e com poténcia média apropriada a um
processo de transmissao. Nao existe um método geral para resolver este problema. Em geral,
a distribuicao de sinais é feita de modo intuitivo e depende da forma da variedade 2. Se
simplesmente distribuimos os sinais sobre €2, nao fazemos ideia do tipo de regides que irao
compor a particao de 2. Entao, o que fazer? Distribui os sinais sobre () e fazer a particao
de modo intuitivo? Pode ser, mas fica sempre a divida se esta é a melhor distribui¢cao ou a
melhor particao.

Quando o mergulho de grafos é usado para projetar uma modulacao p-M sobre €2,
podemos dar respostas para o problema de existéncia das particoes. O que se pode fazer
neste caso é construir um grafo G (p, q) sobre os p vértices e identificar o conjunto de par-
tigoes possiveis sobre variedades topolégicas vindas do mergulho de grafo GG. Para G nao
suficientemente grande, pode-se prever todos os tipos de particoes e identificar aquelas que
realmente existem, usando o algoritmo 2.6.1.

No caso de G ser grande o suficiente de modo que o algoritmo nao possa exibir todas as
suas particoes, é possivel saber qual o conjunto de superficies onde se encontram as particoes
de GG, o nimero de particoes e possiveis formatos. S6 nao é possivel ainda determinar aquelas
que nao existem, entretanto, fixado um sistema de rotagoes © para GG, pode-se identificar a
superficie, a particao e descrevé-la em termos de sequéncias orbitais.

A identificagdo da partigdo de 2 vinda do mergulho de G (p,q) é fundamental para a
obtencao da construgao do modelo planar topolégico da modulacao p-M,. O modelo espacial,
correspondente & modulacao p-M, sobre (), em termos de particao, s6 é possivel se o seu
equivalente p-M,, é conhecido, como foi mostrado no caso da modulacao toroidal da Figura
3.5.1. Pode-se até desenhar uma particao p-M, sobre €2, mas ficaria impossivel realizar
as operacoes desejadas sem conhecer os pontos (sinais) e curvas sobre D = p-M,, mesmo
conhecendo uma parametrizagao ¥ : D — ().

Um dos objetivos deste trabalho é, portanto, identificar todas as modulagoes p-M vindas
de um mergulho do grafo G (p,q), em particular, do grafo completo K, grafo completo
bipartido K44, e dos grafos de Cayley do hexaedro (cubo) e octaedro.

Os casos de K5 e K4 4 foram escolhidos porque hd muita informacao sobre os seus mergu-
lhos e tratam-se dos primeiros casos nao triviais quanto ao problema de identificagao. Além
disso, ha uma relacao natural entre o grafo completo bipartido K,,, e o modelo de canal
[14]. Poderfamos ter escolhido outros tipos de grafos, mas o principal motivo da escolha
dos quatro tipos de grafos abordados neste trabalho é porque a identificacao completa de
todos os mergulhos, sua classificacao e identificacao de emaranhados podem ser realizados.
Outra razao ¢é a existéncia de simetrias, o que pode contribuir para a geracao de modulagoes
regulares. Além disso, o processo detalhado de identificacao dos grafos K5 e K4 4 € conhecido
([15], [18]) e as modulagdes dos grafos de Cayley do hexahedro e octaedro serao apresentadas,
em primeira mao, no préximo capitulo.



CAPITULO 4

Modulagoes de Grafos Completos

Neste capitulo, serao idenficados projetos de modulacoes obtidas através de mergulhos de
quatro categorias de grafos conhecidos. Em principio, serao estimados os possiveis modelos
de modulacoes sobre superficies orientdveis, nao-orientdveis, com e sem bordos.

4.1 Processo de Identificacao de kM

Antes de descrever o processo de identificacao definiremos a notacao que serd utilizada
neste capitulo.

Seja G (p,q) um grafo definido sobre um conjunto de p vértices, denotado por V =
{vo,v1,--+ ,v,21} e um conjunto de ¢ lados. Entao, existem conjuntos de superficies nas
quais G possui mergulhos de 2-células. Tais conjuntos serao denotados por

S(G) £ conjunto das superficies orientdveis de mergulhos de G

S(G) £ conjunto das superficies ndo-orientéveis de mergulhos de G

Sy (G) £ conjunto das superficies orientdveis com bordos de mergulhos de G

Sy (G) = conjunto das superficies ndo-orientdveis com bordos de mergulhos de G.

. A .1 . . .
O simbolo = utilizado acima tem o significado de ‘corresponde ao’ ou ‘representa o’.
Caso nao queiramos especificar o tipo de superficie utilizaremos a notacao Sg para indicar
o conjunto de superficies para o mergulho de GG. Neste caso, temos que

Se = S(G) US(G) USy (G) US, (G).

Para cada superficie €2 de S (G) existe um conjunto de modelos de parti¢oes sobre )
correspondente aos mergulhos de GG, o qual serd denotado por = (2). O conjunto = () é
parte do conjunto de modelos possiveis de mergulhos de G que serd indicado por =, (Q2) .

Um mergulho de grafo é identificado a partir de uma rotagao fixa de G, que serd denotada
por ©. O conjunto de todas rotagoes de G serd representado por © (G) . Uma rotacao © de G
¢ definida por um determinado conjunto de rotagoes dos vértices de G. Entao denotaremos
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por #; a rotagao do vértice v; de V. Sendo assim, em vez da representacao entre chaves,
iremos indicar uma rotacao de G pela notagao vetorial

O = (00a917027 e 701)—1)’

onde 0; = (n;1, N2, - -+ ,m;3) € a rotagdo de v; de V.

Fixada uma rotagao © de GG, o mergulho de G munido desta rotagao fica bem determi-
nado no sentido de que o mesmo pode ser realizado de modo tinico sobre uma determinada
superficie Q2. O grafo G munido da rotagdo © serd denotado por G (0). O mergulho de G,
munido da rotagao ©, sobre a superficie () serd representado por

G(©) = Q=U" R, (4.1)

onde k é o niimero de regioces da particao e Rgi ¢é a i-ésima regiao da particao com «;-lados.

Uma regiao R, de UY_, Rl serd representada pela sequéncia v; = (x;, 22, - - , Z4) denom-
inada de sequéncia orbital. Um mergulho é identificado quando o conjunto de sequéncias
orbitais é determinado. O conjunto das sequéncia orbitais de um mergulho é, portanto, o
conjunto das k sequéncias orbitais 7y, s, - , 7, de comprimentos oy, aq, - - - , oy, respecti-
vamente, e serd denotado por I'.

Ao identificarmos um mergulho de G sobre 2, o mergulho dual de G ¢é imediatamente
identificado. Pela Defini¢ao 2.4.12 o dual do mergulho (4.1) é dado por

G'(0) = Q=U_ R, (4.2)

onde o; = degv; e Réj ¢ a regiao do dual que contém v; em seu interior. Como o mergulho
(4.2) define uma partigdo sobre Q0 em p regides, isto é, uma modulagdo kM sobre 2, o
mergulho dual também define uma modulacao pM sobre 2 para uma constelacao de p
sinais, denominada de modula¢ao dual de kM. Consequentemente, cada mergulho sobre uma
superficie sem bordo define duas modulagoes, kM e sua dual pM. Para efeito de simplificacao,
a partigao UleRgi de um mergulho de G serd representada através da forma

Ry a9, -

Identificada uma modulagao kM vinda de um mergulho de G, o seu dual pM ¢ facilmente
identificdvel. O processo de identificacao da modulagao kM serd dado a seguir na forma de
um algoritmo. Evidentemente, o processo de identificagao ¢ idéntico ao dos megulhos de G.

Dado um grafo G (p,q), o processo de identificagdo das modulagdes kM’s vindas dos
mergulhos de GG consistem de virias etapas. A seguir, mostraremos como este processo é
realizado.

4.1.1 Identificagao dos mergulhos

A identificagao do conjunto das superficies de um grafo G' depende somente dos géneros
v e v,; dos mergulhos minimos e méximos, respectivamente. Pelo Teorema 2.4.2, G possui
mergulhos em toda superficie orientdvel k7" para todo v < k < 7,,. Conhecidos os mergulhos
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minimo v e méaximo 7,, orientdvel e os mergulhos minimo 7% e maximo 7,, nao-orientdveis,
o conjunto das superficies sao dadas imediatamento por

(G) = {(WT,(v+ )T, (v+2)T,--- v T} (4.3a)
(G) = {7P7(7+1)P7(7+2)P7"'>7MP}' (43b)

Mergulhos minimos e méximos de muitas familias de grafos sdo conhecidos ([30]). Quanto
ao grafo completo K5 e ao grafo completo bipartido K4 4, sao conhecidos os mergulhos mfnimo
e maximo orientdvel e o mergulho minimo nao-orientdvel. Como iremos fazer apenas uma
estimativa do caso nao-orientdvel, é suficiente conhecer o mergulho minimo deste.

Nos casos do cubo e octaedro os mergulhos minimos orientdveis sao faceis de serem
determinados, condicao suficiente para identificar as modulagoes oriundas destes grafos.

Conhecer as superficies nao é suficiente para identificar a modulacao, é preciso conhecer o
tipo de particao de cada superficie, esta tem um niimero constante de regioes. O pardmetro
importante usado na identificacao do nimero de regices da particao de uma superficie é o
nimero de regioes do mergulho minimo. Conhecido v e 7, o nimero de regides o e @ dos
mergulhos minimos orientdvel e ndo-orientédvel, sdo dados pela caracteristica de Eiiler (2.5)

x(OWT) = p—q+a (4.4a)
X(AT) = p—q+a. (4.4b)

No caso de uma estimativa em que o mergulho minimo de G (p, ¢) néo é conhecido, pode-
se tomar o = 2¢q/t, onde R; é a regidao com o menor nimero de lados, usar (4.4a) para obter
X (7T), e as igualdades (2.6), (4.4a) e (4.4b) para obter as relagoes

X0T) = 2=-2y=2-2y=p—q+a,
xX(OWP) = 2-y=2-7y=p—q+a

Consequentemente, os géneros para o mergulhos minimos orientdvel e nao-orientdveis do
grafo G (p, q) sdo dados por

L = Pboata
2
l-p+g—a

7 = — A= (4.5b)

(4.5a)

Pela igualdade (4.10), o nimero de regices o do mergulho minimo ocorre no caso em que
7 = 0. Um mergulho maximo orientavel possui duas regioes, se a é par, e uma regiao, se «
é impar. No caso nao-orientdvel o mergulho méximo tem uma regiao. Como o mergulho
minimo tem « regioes e encontra-se sobre uma superficie de género v, pelas condi¢oes de mer-
gulhos maximais, os mergulhos orientéveis de G (p, ¢) , no caso em que « é par, encontram-se
sobre as seguintes superficies e particoes

VT =U R, (v+ )T =R (v+ )T =U PR -

. 4.6
(vtrajg- T =uiog (40
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e no caso em que « é impar, tém-se que:

VT =UL R, (y+ )T = UPR - (v + )T = UL R, -
(v + (e —1) /2)T = R;I,

Por motivos andlogos deduzimos que mergulhos nao-orientéveis de G (p, q) sdo da forma

FP=U_ R, - ,(F+j)P=U{R, ,--,(F+a@—1)P=R. . (4.8)

(4.7)

Segue de (4.6), (4.7) e (4.8), que o conjunto de superficies que contém projetos de
modulacoes kM, vindas dos mergulhos de GG, sao dados por

{ {fyT(aM),(fy+1)T(a—2)M o (e ) T (2M) ), a=2k
{gT (aM),(g+1) T (a-2) M, (g+ET (1M)} , a=2k+1
S(G) = {{p@M), G+ P(@-1)M), -, (F+a-1)P(IM)}.  (4.9b)

onde 2 (kM) indica que as modulagoes sobre as superficie M sao para constelagoes de k
sinais, u é o nimero de regioes do mergulho minimo, o qual pode ser obtido pela igualdade
(4.4a) ou (4.4d), desde que {2 seja conhecida.

A modulagao 1M corresponde aos mergulhos maximais com uma regiao. Nao é usada em
sistemas de comunicagoes, pois trata-se de uma modulacao para um sinal. A sua presenca
nos conjuntos (4.9a) e (4.9b) é somente para confirmar a sua existéncia. Observamos que
quando u é impar, no caso orientdvel, a menor modulacao existente é do tipo 3M, isto é,
para constelacao de 3 sinais. No caso nao-orientavel, existe a modulacao bindria 20, como
também existe no caso orientdvel em que u ¢ um niimero par.

S(G) (4.9a)

4.1.2 Identificacoes das particoes

Dado um grafo G (p, q), seja = (G) o conjunto das partigoes sobre superficies dos mer-
gulhos de 2-células de G. A principio, consideraremos que = (G) é o conjunto de todas as
possiveis particoes, independente de que esta exista ou nao. Em notacao matemdtica temos

E(G)={Ru a9 ar : G(P,q) = Q= Ry, 4y a, ¢ um 2-células} .

Um modo prético de obter todas as parti¢oes de = (G) é conservar a relagao de desigualdades
a; < as < -+ < ag. O nimero de regioes &k de um mergulho minimo depende da regiao com
o menor nimero de lados e do pardmetro 2q. O valor de k e tipos de regioes variam com o
tipo de grafo e serd determinado para os grafos abordados neste trabalho.

Seja R, a regiao com o menor nimero de lados de um mergulho de G e 2¢ = ua + 1,
0 < r < a. Pelas igualdades em (2.6), as modulagées kM’s em superficies sem bordos sao
definidas pelas particoes:

1€ {0,1,--- ,TQ} se u = 2k

ﬁ(G)j i€40,2,--- %}, seu =2k+1 (4.10)
S(G)=ied{0,1,--- ,u—l}

As condigdes de (4.10), além de identificar as partigoes que definem as modulagoes kM’s

sobre superficies compactas, sao suficientes para identificar as modulacoes em superficies
com bordos.

u—t
Ral:a2»"'7(lu—2i; Z aj = 2Q7 Qe
Jj=1
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Definicao 4.1.1 Seja G — Q = uj;lei um mergulho de 2-células e suponha que Ef‘ =
UL R!. . Chamaremos de conjunto gerado do mergulho G — Q, denotado por Q(Zy), o
conjunto,

Q(Ek) = {Q7gla927"' 7Qk‘} (411)

tal que, para todo 0 < p < k, §,, é a superficie com p componentes de bordos que possui um
mergulho com k — u regioes.

Por exemplo, se =% = 4R32R, é composto por 6 regioes, entdo GG possui mergulhos no
conjunto de superficies

Q (56) = {Q7ﬂla927' o 796}

e sao mergulhos dos tipos
G—Q=UL R .G =U R .G QW=UTR - . GoU=G  (412)

O processo de identificagao de mergulhos com bordos consiste em tomar cada particao
Uf;“ R!,. do mergulho G — Q, = Uf;l“ R!, e determinar todas as particoes posiveis de k — p
regioes através das combinagoes possiveis destas regioes.

E evidente que se ZF ¢ uma particdo de uma superficie Q em k regides. Pelo mergulho de
G, entao {2 (Ek) possui k + 1 superficies, a prépria superficie €2, e ksuperficies com bordos
01,09, - -+, Q. As modulagoes orientdveis e nao-orientaveis, principalmente as sem bordos,
serao identificadas através da Definicao 4.1.1. Neste processo, para cada superficie €2, do
conjunto (4.11) é determinado todas as possiveis partigdes satisfazendo as condigoes dos
mergulhos em (4.12) .

4.1.3 Identificacao das rotacoes

Cada rotacao © do grafo G (p, q) estd associada a uma modula¢ao kM. Identificar todas
as kM de G, equivale identificar todos os mergulhos de G. Se © (G) é o conjunto de todas
as rotagoes de (G, entao este nimero é dado por

10 (G)] = Myey (g (degv — 1)L, (4.13)

Para determinar as Il,cy () (degv — 1)! rotacoes de G (p, ¢) , rotulamos os p vértices com
os elementos de Z,_1, identificamos, para cada i € Z,_1, a rotacao 6; = (i1,%2, * * , ldegv;)
do vértice v;, e a partir desta determinamos o conjunto das rotacoes distintas do vértice v;,
denotado por ;.

Proposicao 4.1.2 O numero de rotacoes distintas de v; € G é dado por

|0;] = (degv — 1)!. (4.14)
Demonstragao. Seja 6; = (i, i, ,1,) uma rotacao de v;. As n rotagdes ciclicas de 6;
0?:@1’7:27'”7in)a97j1:(in7i17i2a"'7in—1)7"'70?_1:(i27i3a"'7in7i1)

produzem o mesmo efeito quando se trata de mergulho de G e 6; contém n! permutagoes
distintas. Entao segue a igualdade (4.14). [
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Definicao 4.1.3 As rotacoes 01 e 65 do vértice v; sao ditas rotacoes distintas se, e somente
se, pertencem a conjuntos de ciclos distintos.

As rotagoes 61 = (0,1,3,2) e 5 = (0,1,2,3) sao distintas enquanto 03 = (2,0,1,3) e
0, = (3,2,0,1), ndo. Observe que 0, = 9%. Neste caso, #; e 05 produzem mergulhos distintos,
0 que nao ocorre com 3 e 04, caso sejam usadas para compor o sistema de rotagoes de um
grafo.

No caso de um grafo G (p, q), o nimero de rotagoes distintas dos vértices de G é dado
pelo seguinte

Coroldrio 4.1.4 O niumero de rotagées distintas dos vértices de G (p,q) é dado por
U] = 3207 (degv; — 1)), (4.15)

Demonstracgao. Pela Proposicao 4.1.2, segue que

_1 degv;!
0G| =S Y = (degv; — 1)\,
0(6)] = X7 G2 = (deg — 1)
o que mostra o desejado. ]
Neste caso, o conjunto das rotagoes dos vértice de G, ¥ = {¥q, ¥y, - , ¥, ;}, ird compor

as rotagoes de G, isto é, cada rotacao de GG é da forma
© = {0001, ,0, 1}, 0; €V,

Portanto © (G), o conjunto das rotagdes de G, é dado pelo produto cartesiano Wy x Wy x
-+ x WU,_4, por isso, o nimero de elementos de © (G) é como na igualdade (4.13)
Um algoritmo simples de identificagao dos elementos de ¥ é dado a seguir.

Algoritmo 4.1.5 Dada a rotagdo 0y = (iy, 4, - ,i,) dev; em G (p,q), seja 0y = (in,in_1, - ,i1)
a rotacao inversa de 01. Entdao:

1. Determine o conjunto dos n ciclos de 0; e 0;*:

9? = {9? <i17i27"' 7Z‘n)>91 (inailaiQ"' 7Z‘n71)7"' ;671171 <i27i37"' 7in7i1)}
-n -0 ,. . . =1 ,. . . . -n—1 ,. ..
01 = {91 (Znazn—la"' 721)791 (Zlaznazn—la"' ,7,2),"' 791 (Zn—la"' 72172n)}

e considere o conjunto
_1)0
= (6, (6)°).

2. Se |U,| = 2, entdao V; é o conjunto de rotacgdes distintas de v;, caso contrdrio, escolha

0y = (i1,49, - ,in,in_1) € determine o conjunto dos n ciclos de 05 e 05" :
. 0/ - .. 1. . . n—1 /- - . .
02 = {02 (11732;"'72719271—1)702 (Zn—lallaz27"'77’n>7"' a92 (22a237"'7ln—1all)}
-n —=0 -1 —n—1

02 - {92 (in—hiny"' ;7:1)702 (iluin—laina"' 7i2)a"' 762 (in7in—27"' ailyin—l)}

e considere o conjunto
—0 —=0
\I;ZQ = {9(1)7 017 93, 92}
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3. Se |V;| = 4, entao ¥; é o conjunto de rotagées de v;, caso contrdrio, permute 0s
vértices i, o € i,_1 de 01 para obter O3 = (iy,i2, " ,in_1,0n_2,%,), aplique 0 mesmo
procedimento da Etapa 2 e considere o conjunto

Se U3 ndo for o sistema completo de rotagoes distintas de v;, continue com processo
até obter ;.

Estamos considerando G com nimero finito de vértices e de lados, logo o processo do
Algoritmo 4.1.5 é finito e ¥; pode ser determinado. Como teste, identificamos, através do
Algoritmo 4.1.5, o conjunto ¥ de rotacgoes do grafo K7, o qual é formado por

W (K7)| = 277 (degv; — 1)l = 320 (6 — 1)! = 840 rotagdes.

Nos passos do algoritmo 4.1.5 foi mensionado, para efeito de simplificagao, somente as
permutacoes de dois elementos consecutivos da rotacao 6,. Este procedimento nao é sufi-
ciente para determinar todas as rotacoes distintas de v;, o processo deve continuar para dois
elementos nao consecutivos quaisquer e, se necessdrio, permutar 3,4, 7, - - - , elementos de 6,
até obter ¥;. A férmula (4.15) é o critério que iréd estabelecer com precisao os elementos de
U, e, consequentemente, todas as rotagoes de vértice de conjunto V.

A implementacao do algoritmo 4.1.5 é relativamente simples. Quando os grafos sao
pequenos, como ¢é o caso dos grafos Ky, K5 e K33, os sistemas de rotagoes sao facilmente
determinados. No caso de grandes grafos tais como K, K7 e K55, o algoritmo 4.1.5 é de
extrema utilidade devido a grande quantidade de rotacoes de um vértice destes grafos.

4.1.4 Identificacao das modulacoes

Esta etapa consiste em determinar a existéncia, de fato, das modulacoes distintas vindas
do mergulho de G (p, ¢) . Nas Subsegdes 4.1.2-4.1.3 as identificagoes s@o genéricas, conhecemos
as possiveis particoes, o conjunto das superficies e suas particoes e o conjunto das rotacoes
O (G) que irao fornecer modulagoes distintas. Este conjunto é quem vai gerar as modulagoes.
Os modelos de kM dependem deles e do tipo de orientabilidade da superficie.

Para o caso orientdvel, o algoritmo 2.6.1 gera todos os modelos possiveis de kM. Primeiro,
é gerado um arquivo com os sistemas de rotagoes de G, O (G), em seguida, este é processado
e fornece todos os mergulhos de GG, disponibilizando a rotagao, a particao, na forma ordenada
por nimero de regioes, visando facilitar a identificagao das classes de mergulhos e o respectivo
conjunto de sequéncias orbitais. Por exemplo, para uma entrada composta pela rotacao
O =ApA--- Ay, Ag € ¥, é criada a matriz de rotagao

Zo1 Zo2 Zo3 ce L0,deg vo
T11 T12 Z13 ce L1,degv1
©=| T2 T2 Tz ot Todegu (4.16)

| Tp—11 Tp-12 Tp-1,3 *°° Tp-ldeguvp 1
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onde 8; = (1, Ti2, - -+, Tidego;) € @ rotagao de v;. A partir da matriz ©, o Algoritmo fornece,
como saida, os seguintes elementos:

(a) A sequéncia de rotulamento ApA; --- A, 1 correspondente a rotacao ©;

(b) A sequéncia numérica ajas - - - oy correspondente a particdo da modulagao kM indi-

cando que é uma particao da forma R} R2 --- R ;

(c) As sequéncias numéricas

Y1 = (711771%“‘ a%q) » Vo = (’)/21,722,"' 77a2)a"' Ve = (71177127"‘ 7%%)

denotadas de sequéncias orbitais, correspondentes as regides de indecisao de kM, so-
bre uma superficie 2. A regidao de decisao 7, é definida pela sequéncia de vértices
Uyyys Uy 5 Uy, QUE pertencem a fronteira de R, , OR,, , quando esta é percorrida, a
partir de v, mno sentido anti-horario.

Das saidas (a)-(c) do algoritmo 2.6.1 e conjuntos (4.6)-(4.8) , concluimos que a modulagao
kM vinda do mergulho de G, munido da rotacao © em (4.16), ¢ da forma

_ pl p2 k

G(©O)— Q=R R, - R, (4.17)
onde R}, RZ .--- RE sdo regioes de indecisao de ay, s, - -+, oy lados, definidas pelas se-
quéncias orbitais v;,7s, -+ - ,7;. Na maioria das vezes, a particao do mergulho 4.17 é repre-

sentada na forma simplificada através da notacao U, R}, .

4.1.5 Identificagcao das classes de modulagoes

A execucao das etapas de identificagao das Subsecoes 4.1.2-4.1.4 é parte fundamental do
processo de identifica¢do de modulagoes kM sobre superficie. Cada relacao (4.17) identificada
implica na existéncia de duas modulacoes, kM e a dual pM sobre 2. Conhecido o sistema de
rotagoes O, a superficie (2, as regioes Rf.lz_’s e suas respectivas sequéncias orbitais, podemos
investir na construcao do modelo planar da modulacao kM, tendo a certeza de que este
existe.

O modelo planar da modulacao dual pM pode ser obtido, independentemente ou nao, do
modelo planar de kM. Mas é mais facil obté-lo a partir do modelo de kM. Caso o modelo
de pM seja obtido de forma independente, é possivel contruir o modelo kM, uma vez que
este é o dual de pM.

Seja qual for a escolha por um dos projetos da modulacao, as construgoes dos modelos
planares de kM e pM sao absolutamente necessarias. Se kM é escolhido, os k sinais da
constelagao podem ser considerados como os vértices do dual de GG. Se pM é a escolha, os p
sinais da constelacao podem ser considerados como os vértices de GG. Utilizar a relacao com
o dual tem sido providencial para identificar modulacoes com desempenhos diferentes.

O fato é que existem muitos mergulhos com o mesmo tipo de particao. Se conside-
radas todas com o mesmo desempenho, seria relativamente pequeno o niimero de modulagoes
distintas, quando comparado com o nimero de mergulhos de G. No entanto, foi mostrado que
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modulagoes kM’s com o mesmo tipo de particao possuem desempenhos diferentes, quando
vem de emaranhados distintos de mergulhos de G ([15], [18]). Como consequéncia, o nimero
de modulagoes distintas de G é bem maior do que o nimero de partigoes distintas. Entao
devemos identificar as modulagoes distintas existentes no conjunto de modulagoes kM’s com
o mesmo tipo de parti¢ao. Identifidas as modulagoes com desempenhos distintos de todas
as particoes de (G, encerramos entao, o processo de identificacao das modulagoes de G.

A prova de que modulagoes kM’s vindas de emaranhados distintos possuem desempenhos
diferentes é topoldgica, envolve o conceito de canal associado e isomorfismo de grafos. Até o
presente, somente algumas modulagoes torodais foram implementadas [3] e todas oriundas
de mergulhos simples (ndo-emaranhados). As modulagbes nao serao analisadas através de
simulagoes, a meta é a identificacdo de modulagoes. Quanto maior for o niimero de mo-
dulagoes distintas identificadas, melhor serd o uso do conjunto dos mergulhos de um grafo,
como projetos de modulagoes sobre superficies.

Classificar as modulagoes quanto ao aspecto de emaranhados, ja nos dd4 um nimero
maior de modulagoes distintas, entretanto, o objetivo é identificar o maior nimero possivel
de modulagoes distintas vindas de mergulhos de um grafo. Para tanto, iremos utilizar a
distancia de Lee entre os emaranhados estabelecida na Definicao 2.4.9.

Defini¢ao 4.1.6 Seja G — Q = UL R, um mergulho de 2-células. Chamamos de sequén-
cia de Lee de v, a sequéncia Nye. (V) = (b ooy B ey db) , onde d?, é a distancia de Lee
do h-ésimo emaranhado de .

Segue da notagao da Defini¢ao 2.4.6, que o comprimento i da sequéncia de Lee ., (7)
¢ dado por 4 = w + o, onde w é o grau de emaranhado pontual de v e o é o grau de
emaranhado linear de 7.

Uma regiao Rg pode ser simples (sem emaranhados), um emaranhado puro, quando s6
possui um tipo de emaranhado (pontual ou linear) ou um emaranhado misto, quando contém
emaranhados pontuais e lineares.

Observagao 4.1.7 A sequéncia de Lee de uma regido Réi serd indicada por:

0, se R., ¢ simples
"Lee (’71) = (diee7 d%ee? T 7dﬁee) , S€ Rfﬁzl pura . (418)

é
1 g I i s
(dLee7 dLee7 T 7dLee)7 Se Rai é masta,

o o -2 A
onde d .. indica a distancia do emaranhado pontual e d; ., indica a distdncia do emaranhado
linear.

A Tabela 4.1.1 mostra exemplos dos tipos distintos de sequéncias orbitais e suas respec-
tivas classificacoes quanto ao grau de emaranhados.

Na Tabela 4.1.1, tém-se: o emaranhado pontual no vértice v; é indicado por 7; o emara-
nhado linear sobre o lado (v;,v;) é indicado por ij; a linha Distdncia de Lee indica as
respectivas distancias dos emaranhados e; as Sequéncias de Lee indicam as respectivas dis-
tancias dos emaranhados, & medida que estes ocorrem na sequéncia orbital (o emaranhado
pontual é destacado com um nimero barrado superiormente).
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Seq. orbital 7,(02134) | 7,(1012432) | v4(013531024) | ~,(01342103124)
Graus w=0lc=0lw=2,|c=0|w=0|0=2|w=1 oc=14
Emaranhados | — — 1,2 - — 01,13 | 4 |01,13,42,21
Dist. de Lee — — 2,3 — — 3,2 4 4,5,4,3
Seq. de Lee 0 (2,3) (3,2) (4,5,4,4,3)
Emaranhado simples pontual (puro) | linear (puro) misto

Tabela 4.1.1: Classificacao de mergulhos emaranhados

Uma modulacao kM serd identificada a partir de sua sequéncia de Lee. Utilizaremos
a notacdo 75.. (y) para representar a s-ésima rotagao ciclica da sequéncia de Lee 7 dos
emaranhados de . Cada elemento de 7 é deslocado s posigoes a sua direita. Por exemplo,
no caso da sequéncia 7y, da Tabela 4.1.1, as rotagoes ciclicas de 7., (7,) sdo dadas por

Mee = (4.5.4,4,3), niee = (3,4,5,4,4), ni.. = (4,3,4,5,4),
3 _ T 4 _ T 5 _ T
Mee = (4,4,3,4,5), e = (5,4,4,3,4), niee = (4,5,4,4,3).

5 .0 .6 _ .1 T2 : :
Note que 17 ce = Mees Mee = Meer Mee = Niee, € assim por diante.

Observacao 4.1.8 Se N = (11,79, -+ ,1;) €N € S-€sima Totagao inversa de n; ., entio
NMiee = NMLe S€, € sSomente se, s = 0mod 17,.

Segue, da Observacao 4.1.8, que emaranhados com sequéncias de Lee distintas podem
caracterizar modulagoes com desempenhos diferentes. Por exemplos, os dois casos seguintes
serao considerados como emaranhados distintos

7711_4ee = (37475a17 4) 7& (4a1757473> = 771;319, S niee = (4’3747571) 7é (1’5’47374) = 775626'

As desigualdades acima fornecerao um nimero maior de modulacoes kM’s de desempenhos
diferentes, do que o tipo de emaranhados, como fator de diferenciacao de desempenhos de
modulagoes kM’s.

Definicao 4.1.9 Sejam kM e kN modulagoes sobre () de parti¢coes idénticas de mergulhos
de G. Diremos que kM e kN pertencem a mesma classe de modulagao se, e somente se,
para cada sequéncia vy de kM, existe v em kN tal que 0., (7) = 105, (1), caso contrdrio,
diremos que kM e kN pertencem a classes distintas de modulacoes. Se kM e kN pertencem
a mesma classe, escrevemos kM ~ kN. O conjunto de todas as modulagoes que estao na
mesma classe de kM serd denominada de classe kM. Seja = (G) o conjunto de todas as
modulagoes kM vindas de mergulhos de G, denominamos de conjunto quociente de = (G)
pela relagdo de equivaléncia ~ o conjunto = (G) /~ das classes kM de = (G). Em notagdo
matematica, temos

kM = {kN € 2(G) : kN = kM} (4.19a)
Z(G) [ =U" kM. (4.19b)
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O objetivo é identificar todas as classes kM, enumerar todas rotacoes de kN que compoem
kM e determinar o nimero de elementos de kM, nos casos em que o nimero de mergulhos de
G nao é muito grande. Dos grafos abordados neste trabalho, somente K, 4 possui um nimero
muito grande de mergulhos, o que torna dificil a identificacdo das classe de modulacoes kM’s
de Z(G) /~ e invidvel a relacao de todas as suas rotagoes.

O grande nimero de mergulhos existentes = (G) torna impraticdvel o processo de iden-
tificacdo de determinadas classes de Z(G) /., caso seja usado, como fonte de inspegao, a
saida do algoritmo 2.6.1. Terfamos que vasculhar cada mergulho de =(G), classificar os
emaranhados do mesmo modo como foi feito na Tabela 4.1.1, identificar cada classe kM de
Z(G) /., escolher e descrever o representante de classe e relacionar todas as rotacoes de kM.

A solugéo encontrada para resolver o problemas da identificacao de modulagoes com
desempenhos distintos, foi criar um algoritmo que classificasse os emaranhados de cada kM
de = (G) e fornecesse a sequéncia de Lee de cada sequéncia orbital do mergulho associado a
kM.

Algoritmo 4.1.10 (Classificador de Emaranhados) Seja G (©) — Q = UL R! um
mergulho de 2-células. Para toda sequéncia orbital v, = (71, ROTRRE ,yai) de Rf% em U,’f:lei,
faca:

1. Se para cada j € {1,2,--+ ;o — 1}, existe vy, Vi1 C Vi tal que v, = Vi1 € Vi1 = V55
determine:

e ( ) — min{k—j—lLa,—k+j—1}, sej+1<k<q
Lee \ V5> Vj+1) = min{j — 1,0, —j — 1}, se k= a;,

escreva a sequéncia de emaranhados lineares de vy,
(7j17j1+1= Yjo Va1 """ a%‘g%‘gﬂ) , com jp < Jo <0 < Jo, (4.20)
e a sequéncia de distancias de Lee dos emaranhados lineares de 7y,

(dLee (%‘ﬂjﬁl) s diee (7j27j2+1) yrr s iee (%‘ﬂjoﬂ)) 3 (4.21)

2. Para cada h;,t; € {172,"' ;Oéi} tal que: h; < t;, hi,t; @é {’Yisy%sﬂa%ta%tﬂ}, Y, =
Vi,» €screva a sequéncia de emaranhados pontuais de -,

(VhysVhgs " +Yns) s COM hy < hy < -+ < hy (4.22)

e a sequéncia de distancias de Lee dos emaranhados lineares de v,
(dree (Yny) » dree (V) s diee (Vn)) ; (4.23)
3. Dados os conjuntos J = {j1,jo,  * ,Jo} € H ={h1,he, -, hy}, escreva a sequéncia

dos elementos de J e H
(21,2, 23, *  Tpio) X €EJ ouz; € H ew; <xipq, Vie{l,2,--- ,w+o—1}
e a sequéncia de Lee dos emaranhados pontuais e lineares de v,

n;, sex; € J

Nee (’71) - (dLee (xl) 7dLee (l’g) y "0 adLee (xw—&-a)) : dLee (xz) = { TI_w se x; € H.
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O conjunto J da Etapa 3 do Algoritmo 4.1.10 seleciona, ordenadamente, o indice j; do
primeiro elemento da subsequéncia ( Y Vg Ve Vi ) de 7, que define o emara-
nhado linear sobre o lado (73-1,, V5, +1) do mergulho de GG. O conjunto H seleciona o primeiro
elemento da subsequéncia (- - Vhy o Vhy -) de ~; que define o emaranhado pontual sobre
o vértice 7, do mergulho de G. O objetivo é compor as sequéncias de emaranhados e de
distancias de Lee, ordenadamente, a medida que estes vao ocorrendo em +,. Esta ordem
permite classificar os mergulhos de G utilizando os ciclos distintos das sequéncias de Lee
dos emaranhados de G. Como consequéncia, o nimero de modulagoes kM’s distintas de
mergulhos de G é maior, quando a classificagao por ciclos é usada, em vez do critério que
usa o tipo de emaranhados.

Nao devemos esquecer que sobre uma sequéncia de Lee 7., (7,;) sempre existird alguns
elementos com barras superiores sempre que houverem emaranhados pontuais. A barra
é somente uma maneira de diferenciar a distdncia de Lee de um emaranhado pontual da
distancia de Lee de um emaranhado linear.

O processo de identificacao descrito na Secao 4.1 serd utilizado nas préximas secoes
para identificar modulagoes de representantes das principais familias de grafos. A escolha
de representantes de familia de grafos diferentes tem como propdsito analisar o indice de
incidéncias das partigoes, a existéncia de modulagoes regulares, e identificar propriedades
que caracterizam grafos em relacao ao nimero e tipos de modulagoes.

4.2 Principais Caracteristicas das Modulacoes

Modulagoes sobre superficies vindas de mergulhos de um grafo G podem ser identificadas
sem que seja necessdrio construir o mergulho de G? E quando se trata de modulagoes so-
bre superficies nao-orientdveis, é possivel identificar ou construir o modelo topolégico das
modulagoes? Quanto as modulagoes sobre superficies orientdveis, podemos dar informacoes
detalhadas sobre modelos, construgoes e propriedades ([15] e [18]), porém, quando se trata de
modulagoes sobre superficies nao-orientdveis, hd pouquissima informacoes, somente os mo-

delos das partigoes foram identificado [18] e algumas construgdes isoladas foram apresentadas
([14] e [12]).

O grafo completo K5 é um laboratério de andlise do comportamento das modulagoes
sobre superficies. Muitas propriedades importantes podem ser reveladas porque, apesar do
trabalho para se conseguir um mergulho topolégico, classificar e identificar os emaranhados,
o caso orientdvel pode ser feito via algoritmo e todo modelo planar e espacial do projeto
topoldgico pode ser construido. No caso nao-orientavel, nao hé algoritmo, porém, modelos
particulares de projetos topoldgicos podem ser construidos e analisadas as suas principais
caracteristicas.

A vantagem, ainda do uso de K5, é o grande nimero de modulagoes existentes e variedade
dos tipos de regices das partigoes.
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4.2.1 Modulagoes sobre superficies orientaveis

Para melhor entendimento, consideremos grafos completos K5 com rotulamentos fixos
e de sistemas de rotacoes distintas. Mesmo rotulamento e rotacoes distintas, produzem
modulacdes diferentes? E o problema que analisaremos.

No grafo completo K5, (a), (b) e (¢) da Figura 4.2.1, possuem rotulamentos iguais e os
respectivos sistemas de rotacgoes,

O1(K5) = {0(1432),1(0432),2(1043),3(2104),4 (3210)} (4.24a)
Oy (K5) = {0(2431),1(0432),2(1430),3(2140),4 (3210)} (4.24D)
O (K5) = {0(1243),1(0243),2(1043),3(0124),4 (0312)} . (4.24c)

Apesar de (a), (b) e (c¢) representarem o grafo completo com o mesmo tipo de rotulamento,
quando consideramos o sistema de rotagoes, a diferenca entre os mesmo ja é bem acentuada.
Pelo Teorema 2.4.3, cada sistema de rotagoes produz, de forma tnica um tinico mergulho,
desde que este seja um 2-células, quando nao, existem véarios mergulhos distintos com um
mesmo sistema de rotagoes e, portanto, a caracteristica de Eiiler passa a ser uma relacao

(

,)

( (b)
(a) Q,(K,) = {0(1432),1(0432), (b) Q,(K,) ={0(1243),1(0432), (c) Qy(K.) ={0(1243),1(0243),
2(1043),3(2104),4(3210)} 2(0143),3(2140),4(3210)} 2(1043),3(0124),4(3120)}

b
w

(e) 2T [Elabab'lcdcd™? (f) 2T EHIaba"ctdedd?

(d) 2T EHIlabatb"cdctd™

Figura 4.2.1: Modulagoes vindas de rotacoes distintas de K3

invdlida neste tipo de mergulhos.

Na Figura 4.2.1, os mergulhos planares da (a) e (b) encontram-se sobre a forma normal
de 2T e (c), sobre a forma natural de 27. O que podemos concluir dos mergulhos planares
(d), (e) e (f), correspondentes a (a), (b) e (¢), da Figura 4.2.1, é que mesmo encontrando-
se sobre superficie idénticas, no bitoro, as particoes sao diferentes. Portanto, tratam-se de
projetos de modulagoes distintas sobre 27. Posteriormente, veremos que modulagoes sobre
particoes idénticas podem ter desempenhos diferentes.

Outras diferencas existentes sao em relagdo aos mergulhos, que possuem particoes e
sequéncias orbitais diferentes e podem encontrar-se também em superficies distintas. Mas
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como verificar estas diferencas? A pior maneira de verificar seria através da forma geométrica
de mergulho. Para comecar, nao sabemos sequer em qual superficie se encontra. Terfamos
que tentar mergulhar na esfera, se nao conseguirmos, tentariamos o toro, depois o bitoro
a assim por diante, investindo muito tempo neste processo. O modo simples, confidvel e
rapido de realizar as identificacoes, seria através do algoritmo 2.6.1. Sua aplicacao direta
nas rotagoes (4.24a)-(4.24¢), nos da os seguintes sistemas conjuntos de sequéncias orbitais

T(K5(01)) = {7, (10432), 7, (4034231201) , v, (30241)} (4.25a)
T (Ks5(0y) = {7, (204301403) 7, (102) 7, (41342312)} (4.25D)
T(Ks5(05) = {7, (102403) 7, (204301) , v, (21423413)} . (4.25¢)

Como todos os mergulhos possuem trés regioes, e por K5 ser um grafo de 5 vértices e 10
lados, segue da igualdade (2.5) , que caracteristicas de Eiiler para os trés mergulhos sao dados
por

X(2)=5-10+3=-2. (4.26)

Portanto, pela igualdade (2.6), todos os mergulhos do grafo da Figura 3.5.1 encontram-se
sobre uma superficie orientdvel de género m, tal que

xXQ)=2-2m= -2m=-2-2=m=2,

logo, pelas igualdades (4.25a)-(4.25b) , sao mergulhos da forma

I'(K5(©1)) — 2T =2RsR (4.27a)
(K5 () < 2T = RyRsRy (4.27b)

Consequentemente, (4.27a) , (4.27b) e (4.27¢) correspondem a trés modulagoes sobre 27", to-
das para constelagoes de 3 sinais. Como vém de partigoes distintas, sao modulagoes distintas
de 27T.

No caso de duas modulagoes virem de particoes idénticas estas ainda podem ser distintas,
caso este que serd analisado posteriormente.

4.2.2 Modulacoes sobre superficies nao-orientaveis

A respeito de modulacbes sobre superficies nao-orientdveis, nao hd quase informagao.
Abordagem superficial, existe em ([14], [18] e [12]), entretanto, analisaremos um pouco mais
esta questao, uma vez que apresentaremos aqui a relacao dos possiveis modelos de par-
ticoes das modulagoes sobre superficies nao-orientdveis. Uma identificacao completa requer
estratégias e algoritmos diferentes do caso orientdvel.

Como mergulhos de grafos estao sendo tratados aqui como modulagoes, usaremos os ter-
mos modulagdes orientdveis (vindas de mergulhos orientéveis) e modulagdes nao-orientdveis
(vindas de mergulhos nao-orientéveis).

Recordamos que a rotacao de um vértice v € GG é a descrigao ordenadas dos vértices adja-
centes dos lados incidentes a v; logo, independentemente do mergulho ser orientavel ou nao,
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o conjunto dos sistemas de rotacoes de um grafo G é o mesmo para ambos os casos. Entao,
o nimero de modulagoes nao-orientaveis é igual ao niimero de modulagoes orientdveis? Nao.
Existem mais modulagoes nao-orientdveis do que orientdveis. Na verdade, foi constatado que
ha pelo menos duas vezes mais modulagoes nao-orientdveis do que orientéveis [18]. Por que?
Uma das razoes, é que o nimero de superficies para o mergulho nao-orientéavel de 2-células
de G, é aproximadamente igual ao dobro do nimero das superficies orientdveis. Mas nao é
s6 por isto, hd outras razoes as quais nao sabemos ainda as explicacoes.

Para analisar o comportamento das modulagoes nao-orientéaveis, construamos entao al-
guns exemplos. Mas como fazer isto se nao hd algoritmos que nos passe alguma informacao
sobre rotacoes, sequéncias orbitais e género da superficie? Novamente, o grafo K5 contribui
para resolvermos este problema.

Como nao hd nenhum tipo de informacoes que nos possa ajudar, escolhamos uma super-
ficie, por exemplo, o bitoro, para podermos comparar com os casos dos mergulhos orientéveis
da Figura 4.2.1. Vimos que as modulagoes do bitoro, possuem uma propriedade em comum,
sao modulacdes para constelacdes de 3 sinais. Entdo, hd uma superficie nao-orientdvel Q
cuja modulacdo de Kj é para uma constelacio de trés sinais. Mas, quem é Q? Bem, Q
deve satisfazer a caracteristica de Eiiler (2.5) e, consequentemente, pela igualdade (4.26),
x(Q) = —2, o que ndo diferencia do caso orientdvel. Entretanto, pela segunda igualdade de
(2.5) resulta que © é uma superficie de género g, isto é, Q = §P, satisfazendo a condicao

Q) =2-2=-2=2-27=g =4,
ou seja, ) = 4P. Mas no universo das superficies, hd vérias opcdes de escolha para 4P,
qualquer uma da suas superficie homeomorfas podem ser utilizadas para construir o mergulho
de K5. Em particular, podemos tomar a soma conexa, K, de duas superficies de Klein. Como
K = 2P, entao 4P = 2K. Independente de 4P ou 2K escolhida, um mergulho realizado em
uma delas, também pode ser realizado em outra.

Entao, usando somente da intuicao, construamos mergulhos de K5 sobre as formas polig-
onais (planares) de 4P e 2K. O resultado foi os trés mergulhos obtidos na Figura 4.2.2.
Primeiramente, tentamos usar a rotagao ©3 para consequir um mergulho de K5 sobre 4P
e 2K com trés regices. Constatamos de imediato, que isto nao dava certo. Nas primeiras
tentativas s6 encontravamos partigdes com 4 regides, como no caso de (b); depois foi pior,
encontramos a partigdo com 5 regides em (a); finalmente, foi quando percebemos que de-
viamos evitar regiGes contidas totalmente no poligono orientével @ de €, isto é, regides com
lados que nao se interceptam com lados de w, para obter um mergulho com 3 regioes.

Foi uma surpresa, pois nao esperdavamos que mergulhos nao-orientdveis nao fossem unica-
mente determinados, como é o caso dos mergulhos de 2-células orientaveis. Esta talvez seja
uma das maiores diferencas entre modulacoes orientdveis e nao-orientdveis. Provavelmente,
a falta de unicidade das modulacoes nao-orientéveis seja um entrave no problema da identi-
ficacao. Para resolver o problema do algoritmo identificador de mergulhos nao-orientéveis,
pensdvamos que era suficiente gerar todas as rotagoes considerando que o poligono w é da
forma w = aabb - - - kk. No entanto, esta estratégia nao é suficiente, pois temos que considerar
todas as possibilidade de lados contidos no interior de w. Como j4a foi dito, nao faz parte do
objetivo deste trabalho construir um método de identificagao das modulagoes nao-orientéveis.

Os sistemas de rotacoes de mergulhos nao-orientédveis sao determinados do mesmo modo
do caso orientdvel quando os mesmos sao identificados a partir dos modelos planares das
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(a) Q,(K,) ={0(1243),1(0342), (b) Q,(K,) ={0(1243),1(0432), [ (c) Qy(K,) = {0(1423),1(00324),
2(0143),3(0241),4(0321)} 2(0143),3(2140),4(3201)} 2(0143),3(2104),4(2310)}

(d) 4PElaabbcedd (e) 2K ETabatbcdced™ (f) 2KETaba"beded™

Figura 4.2.2: Projetos topoldgicos de modulagoes nao-orientéveis de K

superficies. Os projetos de modulagoes sobre superficies nao-orientdveis de mergulhos de K5
vém dos sistemas de rotagoes

O3 (K,) = {0(1243),1(0342),2(0143),3(0241),4 (0321)} (4.284)
04 (K5) = {0(1243),1(0432),2(1430),3(2140),4 (3201)} (4.28D)
O5 (Kg) = {0(1423),1(0324),2(0143),3(2104),4 (2310)} . (4.28¢)

Nao podemos esperar que uma rotacao produza resultados iguais quando aplicada em
superficies com orientacoes diferentes. Pode até ocorrer de uma delas ser realizdvel em um
tipo de superficie orientdvel e nem existir no universo nao-orientavel.

Os conjuntos de sequéncias orbitais relativas aos mergulhos de K5, munidos das rotacoes
em (4.28a)-(4.28¢) , sdo dados por

T(K5(04) = {7, (124),7, (102) 75 (032),7, (423) , v; (10431403)}  (4.29a)
I(Ks5(05) = {7, (102),7, (143) 75 (320410) , 5 (42312403)} (4.29D)
T'(K5(06) = {7, (130),7, (0214),~, (1243023410423)} . (4.29¢)

Portanto, os mergulhos da Figura 4.2.2, independentemente das condigoes destes serem
mergulhos de 2-células ou nao, que satisfacam ou nao a relagao da caracteristica de Eiiler da
superficie 4P, podem ser perfeitamente utilizados como projetos topolégicos de modulagoes
nao-orientdveis para constelacoes de 3,4 e 5 sinais. Nao hd nenhuma restricao quanto ao
uso desses mergulhos como projetos de modulacoes. Mais precisamente, sao projetos de
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modulacoes nao-orientdveis sobre a superficie 4P definidos pelos seguintes mergulhos

I'(Ks5(04)) — 4P =4R3Rs (4.30a)
r (K5 (@6)) — 2K = R3R4R13. (430(3)

Quanta diferenca para o caso orientdvel! Neste, cada superficie possui um niimero cons-
tante de regides. Se em K5 foram encontrados, pelo menos, 3 particbes com nimero de
regioes distintas, o que dizer de Ko, Ka € K107 Seriam os mergulhos (4.30a)-(4.30¢) todos
de 2-células? Ou somente (4.30c) seria um 2-células? N&ao encontramos referéncias que
abordassem estas questdes. E facil ver que é impossivel tracar uma curva fechada homotépica
a um circulo, contida em uma regiao de qualquer um dos mergulhos (4.30a)-(4.30¢) . Entéao,
trata-se de mergulhos nao-orientaveis de 2-celulas. Mas como ¢é possivel existirem mergulhos
com numero de regioes distintas de 4P? Isto afetaria a caracteristica de Eiiler de 4P7 A
existéncia dos mergulhos (4.30a)-(4.30c) implicariam que as caracteristicas de Eiiler de Q
seriam dadas respectivamente por

1 (Q) 5—-10+5=0= Q=K =2P
Y2 (Q) 5—-10+4=-1=Q=KP=3P
x3(Q) 5-10+3=-2=Q=2K =4P.

Neste caso temos vdarias contradicoes, ja que todos os mergulhos encontram-se sobre 4P.
Como o mergulho de K5 deve satisfazer a caracteristica de Eiiler-Poincaré de 4P, (4.30¢) é o
unico que satisfaz esta condicao, logo o mergulho de 2-células de K5 sobre 4P é um projeto
de modulacao nao-orientavel para um constelagao de trés sinais.

Por outro lado, todos os mergulhos da Figura 4.2.2 sao de 2-células. Concluimos, por-
tanto, que existem muitos mergulhos nao-orientdveis de 2-células sobre uma mesma superficie
Q que ndo satisfazem a caracteristica de Eiiler de Q, porém, ha somente uma particdo de
Q, aquela que possui o minimo de regides, que satisfaz a caracteristica de Eiiler de . Pela
experiéncia adquirida nas construgoes dos mergulhos nao-orientdveis da Figura 4.2.2, a par-
ticao minima é obtida evitando-se a existéncia de regioes contidas totalmente no interior da
forma poligonal (modelo planar) de 2.

Dos comentdrios acima, deduzimos que as caracteristicas de uma modulagao nao-orientavel
podem ser resumidas através da seguinte:

Observagao 4.2.1 Seja kM uma modulagio vinda de wm mergulho G — Q = UE | R! .
Entao valem as sequintes propriedades:

1. Se Q) é uma superficie orientdvel, entao:

(a) kM é definido de forma tunica por um mergulho de 2-células;

(b) os emaranhados lineares sao todos da forma (---xy---yx---);

2. Se ) é uma superficie nao-orientdvel, entdo:



50 Modulagoes de Grafos Completos

(a) kM nao pode ser definida por qualquer mergulho de 2-células de );

(b) kM ¢é definida pelo mergulho de 2-células que minimiza o nimero de regides da
parti¢ao U;“:lei;

(c) os emaranhados lineares sao do tipo (+--xy---yr---) e (- vw---vw---);

(d) o nimero de modulagdes nao-orientdveis é aproximadamente igual ao dobro do
numero das modulacoes orientdveis.

A Observacao 4.2.1 contém as principais caracteristicas das modulacoes sobre superficies
destacando as diferencas béasicas entre modulagoes orientdveis e nao-orientdveis. Tais dife-
rengas s6 foram possiveis de serem detectadas, devido ao grafo completo K5, que permite
obter projetos geométricos distintos de mergulhos orientdveis e nao-orientdveis, com as ca-
racteristicas desejadas e sem muito esforgo. Se tivéssemos que fazer este tipo de experiéncia
com o grafo completo Kg, levarfamos muito tempo para obter os mergulhos requeridos. Para
um outro grafo maior do que Kg, por exemplo o K7, talvez nem sequer conseguissemos um
mergulho, mesmo que investissemos muito esfor¢o na construgao do projeto geométrico.

A medida que o mimero de vértice do grafo completo aumenta, torna-se muito dificil
conseguir um mergulho topolégico. Por isso, faz-se necessdario um investimento em técnicas
de construgoes que permitam obter mergulhos de grandes grafos. Desconhecemos a existéncia
de técnicas de construcao de mergulhos de grafos, além daquelas introduzida por Lima ([16]).
E quase nada diante da complexidade da construcio de um projeto geométrico de mergulho.

Levando em consideracao que ha outras aplicagoes de mergulhos de grafos, ¢ impor-
tante investir na solu¢ao do problema do mergulho topolégico. Nao é s6 por causa das
modulagoes, o mergulho topolégico é usado para minimizar o custo de placas de circuitos in-
tegrados utilizados em componentes eletronico e portanto de extrema utilidade em aplicacoes
tecnoldgicas.

Por outro lado, houve um avanco consideravel nos métodos de identificacao das modu-
lacoes orientdveis através de processos algébricos que podem ser convertidos em algoritmos
identificadores de mergulhos. Desde que se conheca a rotacao, dispomos de algoritmos que
identificam o mergulho orientdvel. Para grafos relativamente grandes, como é o caso de Kg,
identificamos os seus 1 679616 elementos. Entao, grafos que possuem aproximadamente
este nimero de mergulhos, sao perfeitamente identificdveis. Desde que seja utilizado um
equipamento robusto, é possivel avancarmos no problema da identificacao de mergulhos.

A seguir, retornamos as etapas do processo de identificacao de modulacoes sobre superfi-
cies da Secao 4.1, continuando com a identificacao das modulagoes associadas aos mergulhos
do grafo completo K.

4.3 Identificacao das Modulacoes de K;

Aplicando as etapas do processo de identificacao de modulacGes sobre superficies da Secao
4.1, iremos descrever, detalhadamente, como sao realizadas todas as etapas do processo de
identificacao das modulacgoes do grafo completo K.
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4.3.1 Os mergulhos de Kj

A identificacao dos mergulhos de um grafo GG consiste em encontrar cada superficie {2
na qual G possui mergulhos de 2-células e o nimero de regioes da particao, o que é uma
constante para cada tipo de superficie €.

Pelas igualdades (2.5) e (2.6) os géneros dos mergulhos orientdveis minimo e méximo de

K siio dados por
o (K5) = {%(5—3)(5—4)} _ {é} _

) = [36-D6-2] =l=3

Logo, pelo Teorema 2.4.2, o conjunto das superficies orientadas nas K5 possuem projetos de
modulagoes dados por
S (Ks) = {T, 27,37}

e os mergulhos orientdveis de K5 sao da forma
Ks—T=U_ R Ks— 2T =U>_|R' K5 T = Ry. (4.31)
Por outro lado, o género do mergulho minimo nao-orientdvel de Kj, pela férmula (2.9),

¢ dado por {(5 )i 4)}
7 (K5) = — 5 - =1,

isto é, o mergulho minimo orientavel de K5 encontra-se sobre o plano projetivo P. Pela
segunda igualdade de (2.6), a caracteristica de Eiiler de P é

x(P)=2-1=1,

portanto, o nimero de regioes @ do mergulho minimo de K5 é obtido por
X(P)=v—e+a=1=5—-10+a=a=6.
Ou seja, o mergulho minimo nao-orientdvel de K5 é da forma
Ks — P = U?:1foi-

Pela segunda igualdade de (2.6), as superficies nao-orientdveis possuem caracteristicas de
Eiiler 1,0, -1, -2, -3, - - , entdo, segue da igualdade (2.5) , que os mergulhos nao-orientaveis
de K5 sao das formas

Ky — P=U_ R K5 — 2P =U_ R, Ks— 3P=U_R,,

A . 4.32
Ks — 4P =U._ R, K5 — 5P =U_ R, , K5 — 6P = Ry. (4:32)

Logo, pelas igualdades (4.31) e (4.32), o conjunto das superficies das modulagoes de K
é dado por
Sk, = {T,2T, 3T, P,2P,3P,AP,5P, 6P} . (4.33)

As modulagoes orientdveis de Ky sao para constelagoes de 5,3 e 1 sinais e as nao-
orientdveis, para constelacoes de até 6 sinais. Em relacao a quantidade de sinais da cons-
telacao, ha o dobro de opcoes de modulagoes quando a escolha sao as modulagoes nao-
orientaveis.
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A modulacao dual de K;

Em geral, o grafo dual G’ do mergulho de um grafo G é completamente diferente de
G. Mas, pode ser igual, como é o caso do tetraedro e do mergulho de K5 da Figura 3.5.1.
Supondo que o mergulho de K5 é da forma

K5 (5,10) — Q= U R,
entdo, pela Defini¢ao 2.4.12, o dual de K3 é o grafo K5 (k,10) cujo mergulho é da forma
Ks (k,10) — Q = U>_| Ry.

Entéo, existe uma unica modulacio dual quando esta ¢ vista sob o aspecto da particio? E
verdade, o que é diferente é o tipo de grafo, o dual de cada mergulho possui um grafo diferente
em relacao ao seu sistema de rotagoes. Sendo assim, os duais de K5 produzem modulagoes
com o mesmo desempenho? Esta afirmacao é falsa, apesar das particoes duais serem iguais,
as superficies sao distintas. Por (4.33), os duais encontram-se sobre 3 superficies orientédveis
e 6 nao-orientaveis, isto é, os duais estao em 9 superficies distintas. Consequentemente,
existem pelo menos 9 modulacoes duais de desempenhos diferentes. Pode até haver mais,
porém é necessdria uma andlise minuciosa para confirmar a veracidade desta afirmacao.

4.3.2 As particoes de Kj

Determinado o conjunto de superficies para o mergulho do grafo completo K3, denotado
por Sk, , 0 passo seguinte do processo ¢ identificar os tipos de partigoes de cada superficie 2
de Sk, . Estas sao obtidas através das condigoes em (4.10).

Basicamente, este processo consiste em usar as igualdades (4.31) e (4.32) para saber qual
é o nimero k de regides da particao da superficie 2 e determinar todas as particoes do
nimero 20 = 2¢g (¢ = 10) em k inteiros aq, ag, - - - , ay, tal que

3<ar<ay<---<ay e a+ay+---+a,=20.

Assim, sao determinadas todas as particoes possiveis que podem corresponder a um mergulho
de Kj5. Se todas as particoes encontradas correspondem de fato a mergulhos de K35, nao se
sabe.

O objetivo, por enquanto, é identificar todas as particoes possiveis. Somente apds esta
identificagao, é possivel confirmar a existéncia de uma particao, caso seja possivel aplicar o
Algoritmo 2.6.1, no sentido do equipamento computacional utilizado ter condi¢oes de gerar
todos os mergulhos. No inicio, tivemos dificuldades de gerar o conjunto de mergulhos, pois foi
necessdario recorrer a um equipamento mais robusto, em termos de processamento de cédlculos,
para exibir os mergulhos de Kj. Na verdade, s6 foi possivel determing-los porque o arquivo
de saida foi particionado em 36 arquivos, contendo cada um deles, 1/36 dos mergulhos de
KG-

No caso de K5, o nimero de mergulhos é bem menor. Na Tabela 4.3.1 relacionamos
todas as partigoes possiveis de mergulhos de K5. Lembramos que nao significa a existéncia
de todas as particoes. E apenas uma estimativa do conjunto de todas as particdes possiveis.
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P T2P 3P 2T, 4P 5P 3T,6P
R333335 | R3333s8 | M33311  R3ae7 | Rzzia  Ragio Rs 17 Ry
R333344 | R3zsar | R3za10 Rsssr | Rzaiz Raro Ry 16

R33356 | 3359 Rs3s66 | Rzs12  Raggs Rs 15
R33s446 | R3368 Rysus | R3e1n  Rss10 Re 14
R33455 | Rz Ryasr | Rszio  Rseo R713
R34a45 | R3a49 Rysee6 | R3so Rs78 Rg 12
Rysaa4 | R3us38 Russe | Raanz  Regg Ry 11
Rsss5 | Rasin Rerr Rio,10
2 7 15 16 8 1

Tabela 4.3.1: Modelos de particoes de modulacoes de K

A 1ltima linha da Tabela 4.3.1, indica a quantidade de modelos distintos de modulagoes
existentes em uma superficie. A notacao T, 2P indica que cada modelo desta coluna, tanto
pode ser realizado na superficie T' quanto na superficie 2P.

Existiriam todos os modelos relacionados na Tabela 4.3.17 Nao ha como responder ainda
este tipo de questao. Podemos verificar que todos eles satisfazem a relacao da caracteristica
de Eiiler, no entanto, iremos comprovar, com a implementagao do Algoritmo 2.6.1, que alguns
deles nao podem ser realizados em superficies orientdveis. E nas superficies nao-orientdveis?
Também deve acontecer a mesma coisa, mas nao iremos identificar quais dos modelos sao
realizados em superficies nao-orientdveis, pois nos falta um algoritmo identificador.

Observamos que todos os 49 modelos de modulagoes do grafo K5 correspondem a pos-
sfveis modelos de mergulhos sobre superficies nao-orientdveis. No entanto, somente 24 cor-
repondem a possiveis modelos de mergulhos de superficies orientdveis, isto é, o nimero dos
modelos das modulagoes nao-orientaveis é aproximadamente igual ao dobro das modulacoes
orientdaveis. Em geral, esta proporcao é observada nos conjuntos de possiveis modelos de
mergulhos de um grafo. O nimero de modelos nao-orientdveis, nao é exatamente o dobro
dos orientdveis, as vezes aproxima-se inferiormente e outras vezes superiormente.

4.3.3 Os sistemas de rotacgoes de K;

Consideremos o rotulamento V' = {wg, v1, v9, v3, v4} dos vértices de Kj fixados nas Figuras
4.2.1 e 4.2.2. Observe que todo vértice de K5 é do quarto grau, isto é, degv; = 4, para todo
v; € V. Pela Proposicao 4.1.2, o nimero de rotagoes distintas de v; é dado por

|0;] = (degv; — 1)! = 3! = 6.

Entao, para cada v; € V, devemos identificar as 6 rotagoes distintas de v;. Quando |0;]
¢ um numero relativamente grande, sugerimos o uso do Algoritmo 4.1.5. Em particular,
nao é dificil determinar os 6 elementos de cada 6;. Por exemplo, os elementos de 0y sao
determinados escolhendo a rotagdo A = (1234) como sendo a primeira rotacao de vg. Como
o ciclo inverso de A, a = (1234), é diferente de A, entao a é outra rotagdo de vg. A seguir,
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relacionamos todos os ciclos de A e a,

A0 = (1234) , A! = (4123), A2 = (3412) , A3 = (2341), ™
a® = (4321) ,a! = (1432) ,a® = (2134) , a® = (3214), (4.34)
e procuramos uma rotacao de vy que nao estd em (4.34), por exemplo, F' = (1243) , e tomamos
o seu inverso f = (3421). Aplicamos o mesmo procedimento anterior, relacionamos os ciclos
de F e f, e escolnemos M = (1324) e m = (4231) como rotacoes de vy. Sendo assim,
Uy ={A,F,M,a, f,m} é o conjunto das rotagdes de vy.

Com procedimentos andlogos ao de vy, as rotacoes distintas dos vértice de K5 foram
identificadas, como mostra a relacao da Tabela 4.3.2.

’ v H Rotagoes distintas ‘
Uy || A=(1234) | F =(1243) | M = (1324) = (4321) | f = (3421) | m = (4231)
U, | B=(0234) | G =(0243) | N = (0324) = (4320) | g = (3420) | n = (4230)
U, | C=(0134) | H=(0143) | O = (0314) = (4310) | h = (3410) | o = (4130)
U || D=(0124) | K =(0142) | P = (0214) d (4210) | k = (2410) | p = (4120)
U, | E=(0123) | L =(0132) | @ = (0213) = (3210) | I = (2310) = (3120)

Tabela 4.3.2: Sistemas de rotagoes distintos dos vértices de K5 [15]

As rotagoes dos vértices de K relacionadas na Tabela 4.3.2, irao compor o conjunto de
sistemas de rotagoes de Kj. Se @ (K5) é o conjunto dos sistemas de rotagoes do grafo K,
entdo cada rotacao © de ® (Kj) é da forma

O = {pg, P1, P2, 03, s} 1 ;i € V5.

Portanto, o conjunto dos sistemas de rotagoes de K5 é dado pelo produto cartesiano dos
conjuntos 6;’s, isto é,

D (K5) = Wo x Uy x Uy x Uy x Uy =[], Vs, (4.35)
consequentemente, o nimero de sistemas de rotagoes de K5 é dado por
D (K5)| =TI, |Wi| = 6° = 7776.

Sendo assim, existem exatamente 7.776 mergulhos distintos de K5 e, portanto, hd o
mesmo numero de particoes sobre a quais é possivel realizar projetos de modulagoes vindas
somente dos mergulhos orientdveis de K.

Pelo fato de ® (K5), em (4.35), ser dado pelo produto cartesiano de conjuntos, isto s6
vem a facilitar a obtencao dos elementos de Kj. Softwares como, Maple, Mathematica e
Matlab fornecem os elementos de ® (K5) com poucos comandos. Em outra linguagem de
programacao, basta utilizar cinco ’for’ consecutivos.

Apenas para exemplificar o que seria de fato uma rotacao de Kj, observe como uma
rotacao © é escolhida: na primeira linha da Tabela 4.3.2, escolhemos um elemento, por
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exemplo, a rotagao M; em seguida, fazemos o mesmo procedimento com as demais linhas e
escolhemos, por exemplo, os respectivos elementos G, 0, d e () para obtermos a rotagao

© = MGodQ = {0(1324) ,1(0243) ,2 (4130) , 3 (4210) , 4 (0213)}

a qual corresponde a matriz de rotagao

01324
10243
©=1]214130 (4.36)
34210
4021 3

O Algoritmo, recebe um arquivo contendo todas as matrizes de rotagao e processa as saidas.
Em particular, para a entrada (4.36) é dada a seguinte saida

M Godqg (Rotagao)
578 (Particao)
10340123 (7,) (4.37)
30241 (7v2)
2042143 (75)

Utilizando os elementos que se encontram na 6 linha e 6* coluna da Tabela 4.3.1 concluimos
que se trata de uma modulagao sobre o bitoro, definido pelo mergulho

K5 (@) — 2T = R5R7R8.

Além disso, concluimos também que pode existir uma modulacao sobre a superficie nao-
orientavel 4P, ou sobre 2K, da forma

K5 (@) — 4P, 2K = R5R7R8.

O que vai confirmar se a modulagao nao-orientavel acima existe, é a construcao do projeto
geométrico ou a existéncia de um algoritmo que gere todos os mergulhos nao-orientéveis de
K5, os quais nao foram determinados ainda.

4.3.4 Identificacao das Modulacgoes

Ap6s o processamento do algoritmo 2.6.1, é disponibilizado um arquivo de texto com
2776 saidas da forma (4.37). A segunda linha, correspondente a partigao, tem a funcdo de
identificar as classes de mergulhos com um mesmo tipo de particao.

Utilizando as particoes das colunas de ordem par da Tabela 4.3.1, correspondentes as
particoes sobre as superficies orientdveis da forma g7 e nao-orientdveis da forma kP, faz-se
uma busca no arquivo de saida digitando a particao, conforme mostra a Figura 4.3.1, para
o caso da identificacao do nimero de parti¢oes da forma Rs33 3.

Ao executar a funcdo (Substituir Tudo) nos ¢ dado o numero de particoes R3 333
encontradas que, neste caso, foram 152 particoes. A versao Word 2010, ja exibe o niimero de
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Localizar & substituir h_ i2 28 ‘
Substituir | Ir para

Localizar; 33338 El

Substituir por: (33338 [=]

[ Substituir ] [Subsh'_mirTudo ] [Localigar Proxima ] [ Cancelar ]

Figura 4.3.1: Pesquisa no arquivo de saida do Algoritmo 2.6.1

partigdes encontradas na parte inferior esquerda sem precisar executar a fungao (Substituir
Tudo).

Antes da execugao de (Substituir Tudo) é acionada a fungdo (Localizar Préximo)
para encontrar a primeira particdo Rs3 3338 (Particao El) do arquivo de saida.

A Tabela 4.3.3 relaciona todas as classes de modulacoes orientaveis de K5. No caso
do toro, a primeira parti¢do encontrada ¢ do tipo R3s33s (4* Coluna), foi gerada pela
rotagdo ©® = FnOpQ (2% Coluna), apresenta como conjunto de sequéncias orbitais I' =
{(042),(034),(124), (132),(10230143)} (5* Coluna), corresponde a uma modulacao irre-
gular de T' (3* Coluna), é uma modulagao para uma constelagao de 5 sinais (6* Coluna) e
composta de 152 modulagoes (7* Coluna).

Do processamento do Algoritmo 2.6.1 e identificacao das classes de modulagoes da Tabela
4.3.3, deduzimos que das 24 modulagoes orientdveis possiveis relacionadas na Tabela 4.3.1,
somente 3 projetos nao sao realizados, R3 3356 € 344,45 sobre o toro e Rg 77 sobre o bitoro.
Portanto, o grafo completo possui um alto indice de projetos de modulagoes orientdveis,
84, 5% dos modelos possiveis de modulagoes orientdveis existem, sao realizdveis em termos
de construgao geométrica topoldgica e todos identificdveis em relacao ao sistema de rotacao,
particao, superficie e sequéncias orbitais.

Mergulhos dos representantes de todas as classes de K5 juntamente com os duais, foram
construidos em [15]. Os cinco mergulhos minimos sobre o toro podem ser utilizados para
projetos distintos de modulacoes utilizando a geometria diferencial, da forma como foi feita
em [3]. Quanto aos 15 modelos de modulagdes sobre o bitoro, s6 depende da existéncia de
uma parametrizacao desta superficie para que os mesmos sejam realizdveis nos moldes da
modulacao QAMS ou de modulagao twisted.

O modelo sobre o tri-toro s6 pode ser realizado no que concerne a modulagao twisted
utilizando como sinais, curvas especificas do mergulho que maximizam distancias e que sao
aquelas que possuem homologias nao triviais. De um modo geral, todo mergulho pode ser
utilizado para projeto de modulagao twisted. Como foi dito anteriormente, o mergulho de
2-células tende a otimizar a ocupacao do espaco pelas curvas do grafo, diversificando curvas
e conservando grandes distancias entre as mesmas, caracteristicas que as tornam ideais como
projeto de sinais para modulacao twisted.
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= ) Particao | CGC Q k| #(Z;)
S, [ FnOpQ | T | Rsssss|1(042),(034), (124), (132), (10230143)} | 5 | 152
S, || FnOdQ | T | Rsssar| {(132),(042),(124),(0143),(1023403)} | 5 | 116
=3 — — R3335.6 - - o
S, || FnOPQ | T | Rssaas | {(042),(124),(0143), (1023),(032134)} | 5 | 122
S5 || FnepE | T | Rssass | {(034),(132), (0412), (01423), (10243)} | 5| 64
=6 - - R34445 - - -
S, || FhPL | T | Rygaaq | {(0143),(0324),(0412),(1023), (1342)} | 5| 14

Subtotal de c6digos CGC’s da classe do toro | 468

Zs || FuCKI | 2T | Rssu {(042), (243), (10213412301403)} | 3 | 950
Zo | FnCPQ | 2T | Rsais {(042), (0143) , (1021340324123)} | 3 | 948
Zw| FoHpE | 2T | Rysis {(034),(01423), (102132041243)} | 3 | 244
Zu | FnOpq | 2T | Rsen {(132),(034124) , (10230142043)} | 3| 240
Zi| FneDl | 2T | Ryrio {(132), (0423412) , (1024301403)} | 3| 352
S| Fncke | 2T | Rssyo {(234),(01403213) , (102412043)} | 3| 736
Zu| FnCPL | 2T | Ryaio {(0143) , (0324) , (102134204123)} | 3| 238
Zis || FAHKq | 2T | Rysu {(0432),(01423) , (10213412403)} | 3| 122
Zi| FnHdq | 2T | Ruguo {(0432) , (034124) , (1021301423)} | 3| 412
Zi7 | FnOPq | 2T | Ryze {(1023), (0142043) , (032134124)} | 3| 372
Zis | FnOPq | 2T | Russ {(1023), (0142043) , (032134124)} | 3| 66
E | ABCDE| 2T | Rssio {(01234), (03142) , (1021324304)} | 3| 24
Zs | FnokE | 2T | Rsgo {(10243), (014213) , (041234032)} | 3 | 116
Sy | FuHKE | 2T | Rszs {(01423) , (0412432) , (10213403)} | 3| 118
Za || ABCPl | 2T | Rggs {(012314) (102134),(03243042)} 3| 30

=23 - - Re 77 - -

Subtotal de CGC’s da classe do bitoro | 4968
Ey | FnHDq | 3T | Ry | {(10213204301423412403) } [ 1] 2340
Total de CGC’s dos mergulhos de K5 | 7776

Tabela 4.3.3: Classes de modulacoes orientdveis de Ky

Nao é considerada a existéncia do projeto de modulacgao QAMS do grafo completo K5
sobre o tri-toro, porque a particao é formada por uma tinica regiao e nao faz sentido transmitir
dados utilizando uma modulacao que usa um tnico sinal. No caso da modulacao twisted
veremos que o projeto pode fazer sentido.

4.3.5 Modulacoes em superficies com bordos

O conceito de modulagoes em superficies com bordos, estabelecido na Defini¢ao 2.4.14,
além de ampliar o universo do conjunto de superficies, podem ser, de fato, projetadas sobre
superficies minimas, pois muitas delas possuem formas paramétricas. Nao é s6 a quantidade
de superficies e de modelos, a grande vantagem é que muitas das superficies com bordos
possuem formas parametrizadas que possibilitam a execucao do projeto quanto a geometria
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riemanniana. Dentre as familias de superficie incluidas no processo de modulacao, estd a
familia de superficies minimas, foco de pesquisa em matemdtica pura e visadas por sua
propriedade de minimizar a drea local.

Os mergulhos orientdveis de K foram identicados em [15], restando somente identificar
os nao-orientdveis. Evidentemente que a identificacao das modulacoes nao-orientdveis neste
trabalho, trata-se de uma estimativa. Nao sabemos qual o indice de incidéncia das modu-
lagoes nao-orientaveis de K5, pode ser maior do que 85,5% ou nao. De qualquer maneira,
acreditamos que possa ser alto.

Modulacoes de K5 sobre P

As modulagoes nao-orientéveis de K5 sobre P nao possuem modelos equivalentes no am-
biente das superficies orientdveis, pois sao modelos exclusivos das superficies nao-orientdveis.
Para identificar os modelos das particoes das modulagoes de K5 sobre P, usamos a segunda
férmula em (2.6) , para obter a caracteristica de Eiiler de P, a qual é dada por

Y(P)=2-1=1,
logo, pela igualdade (2.5), o nimero de regides dos mergulhos de K5 sobre P é dado por
X(P)=v—e+f=1=5-10+ra=a=6

e, portanto, todo mergulho de K5 sobre P ¢é da forma K5 — P = U?:lRfli. Dai, o grafo Kj;
possui mergulhos nas superficies homeomorfas a P com até 5 componentes de bordos e sao
mergulhos da forma

K5 — P = U?:lRfli? K5 — Pl = U?legi, K5 — P2 = U?:lRZq? (4 38)
Além disso, consideraremos o mergulho de K5 sobre Py formado somente pelo grafo K,
mergulho indicado por

K5 — P6 = K5. (439)

Neste caso, todos os mergulhos relacionados em (4.38) e (4.39), podem ser utilizados para
projetos de modulacoes twisted, uma vez que estas sao projetadas sobre curvas. J4 as mo-
dulacoes do tipo QAMS exigem que a particao tenha pelo menos duas regides, caso da
modulacao bindria. Sendo assim, s6 nao é possivel projetar uma QAMS sobre o mergulho
K5 — Py = K; e o 1ltimo mergulho de K5 — P; = U}_ R}, de (4.38).

As modulacoes de K5 ocorrem sobre superficies P,, p = 0,1,---,6, com as respectivas
partigoes relacionadas em (4.38) e (4.39) . Com isto, devemos identificar todas as formas pos-
sfveis de particoes, através da combinacao de regioes Rs3, Ry, - - - , que satisfazem as condicoes

do nimero de regioes do mergulho K5 — P; = Uy R}, . A Tabela 4.3.4, mostra todas as
combinagcoes possiveis que definem as modulacoes de K5 sobre P,.

Na Tabela 4.3.4, as particoes referentes as modulagoes regulares estao destacadas em
azul. Este padrao serd adotado nas demais tabelas. Uma inspecao nos modelos de modu-
lacoes da Tabela 4.3.4 nos mostra que nao hd modulacoes regulares sobre P, porém, somente
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sfrirggfgo Particoes de mergulhos com bordos
o P P | B | P | P | B |B|#

=, || 5R3Rs | 5Rs, 4R3Rs | 4Rs, 3RsRs | 3R3,2R3Rs | 2R3, R3Rs | R, Rs | Ky | 12
4R3R4 4R3, 3R3R4 3R3, 2R3R4 2R3, R3R4

2 | AR528, 3R32R, 2R:2R, R32R, 2R, By, By | K5 1 15

# 2 4 5 5 5 4 2 |27

Tabela 4.3.4: Particoes das modulagoes de K5 sobre P,

—
—
—

nas superficies com bordos P,, mais precisamente, as modulagoes definidas pelas seguintes
particoes
Pl = 5R3, P2 = 4R3, P3 = 3R3, P4 = 2R3, 2R4

onde Py = 2R3, 2R, indicam que K5 possui mergulhos sobre P, com particoes do tipo 2R3
e 2R4. Portanto, sao 5 modulacoes nao-orientdveis da forma QAMS de K5 sobre superficies
nao-orientdveis com bordos homeomorfas a P,, = 1,2, 3,4.

Por exemplo, se Z = 4R32R, é composto por 6 regioes, entao, pela Definicao 4.1.1, K5
possui mergulhos sobre as superficies P, Py, Ps, - - - , Ps, correspondentes aos mergulhos com
0,1,---,6 componentes de bordos. Neste caso, temos Qg (2) = {P, Py, P, -+ , Fs} .

Modulacoes de K sobre T ou 2P

Do mesmo modelo como foram relacionadas as modulagoes do grafo completo K5 sobre
a superficie P, as modulagoes de K5 sobre a as superficies T' e 2P, estarao relacionadas na
Tabela 4.3.5. (Lembre-se que os modelos de T" e 2P sao idénticos).

Na Tabela 4.3.5, as particoes em vermelho indicam que as mesmas nao foram encontradas
nas superficies nao-orientdveis, pois ¢ um modelo tipico de uma modulagao nao-orientavel
no sentido de que se o mesmo existe, sé poderd ser realizdvel através de um mergulho nao-
orientavel.

Foi comprovado apés o processamento do algoritmo 2.6.1, que existe uma tinica modu-
lacdo regular de K5 e esta se encontra sobre o toro. E uma modulacio para uma constelagio
de 5 sinais definida sobre 5 regides quadrangulares sobre T'. Seria esta, também, uma mo-
dulagao de 2P? Nao sabemos.

Além da modulacao de K5 em superficies sem bordo definidas pelo mergulho Ky — 2P =
4R5, existem ainda as modulacoes regulares sobre superficies com bordos homeomorfas a 7,
ou 2P,, definidas pelas seguintes particoes:

T1,2P1 = 4R3,4R4, T2,2P2 = 3R3,3R4, T3, 2P3 = 2R3, 2R4,2R5.

Portanto, sao 8 modulagoes regulares de K5 sobre a superficie orientdvel 7, ou a nao-
orientdvel 2P,, u = 0, 1,2, 3, sendo que, somente uma delas, a modulagao vinda do mergulho
K5 — T = 5Ry, encontra-se sobre uma superficie sem bordo. Que estas modulagoes podem
ser realizadas nas superficies orientaveis, nés temos certeza, entranto, nao podemos afirmar
se mesmas sao realizdaveis nas suas respectivas superficies nao-orientdveis.



60 Modulagoes de Grafos Completos
Partigao Particoes de mergulhos com bordos
sem bordo
Q T,2P T1,2P; T5,2P, T3,2P; Ty,2P, | T5,2Ps | #
El 4R3R8 4R3, 3R3R8 3R3, 2R3R8 2R3, R3R8 Rg, R5 K5 10
= 3R3Ry, 3R3R7 | 2R3Ry,2R3Ry | RyRy, R3R7 | R3, Ry
=2 | Hslialty 2R3 R4 Ry 3R3, RsRyRs | 2Rs, RyRs | Ry Ks | 16
= 3R3R5,3R3Re | 2R3R5,2R3Rs | R3Rs, R3Re | R3, s
=s || sl fis 2R3 Rs R 3R3,R3RsRs | 2Rs,RsRs Re Ks | 16
2R32R, 2R3R4,2R3Rs | 2R3, R3Ry R3
54 2R32R4R6 2R3R4R6 R32R4, 2R4R6 2R4, R3R6 R4 K5 18
R32R,Rg R3R4Rg RyRs Rg
2R3R,Rs 2R3R4,2R3Rs | 2R3, R3Rs Rs
=5 || 2R3 R42R5 2R32R; R32R5, Ry2Rs | 2Rs5, R3Rs Ry Ks 18
R3R42R5 R3R4R; RyR5 Rs
- [ R33R4,3R4R5 | R3R4Rs5, R32Ry | R3Ry, R3R5 | R3, Ry
=o || A3kl 17 0p o Ry RS 2R,Rs5,3Ry | Ry4Rs,2Ry | Rs Ks | 16
= SRy 4R, 3Ry 2Ry Ry K 6
7 18 25 25 18 7 100

Tabela 4.3.5: Particoes das modulagoes de K5 sobre 1), ou 2P,

A auséncia de um algoritmo para o caso nao-orientavel nos faz falta neste momento. Pelo
observado e pela aprendizagem com o caso orientavel, estamos prevendo uma série de dificul-
dades. O nosso propésito para futuros trabalhos serd construir um algoritmo identificador
de mergulhos nao-orientdveis.

Modulacoes de K5 sobre 3P

Os modelos de modulagoes relacionados na Tabela 4.3.6, sao exclusivos dos mergulhos de
K5 sobre a superficie 3P,, it = 0,1, --- , 4, no sentido dos modelos das particoes sobre super-
ficies sem bordos s6 serem realizados no caso especifico da superficie 3P e em nenhuma outra
superficie orientdvel. Obviamente que foram determinadas com os mesmos procedimentos
utilizados nos dois casos anteriores.

Segue, da Tabela 4.3.6, que os modelos de modulacoes regulares de K5 sobre a familia
de superficies nao-orientaveis 3P, sao:

3P = 4R5, 3P1 = 3R3, 3R4, 3R5, 3P2 = 2R3, 2R4, 2R572R6, 2R7, 3R3,

portanto, existem 10 modulacoes regulares QAMS nao-orientdveis de K5 sobre 3P,, pn =
0,1, 2. Dentre estas, destacamos a modulagao para uma constelagao de 4 sinais distribuidos
sobre regides de decisdo pentagonais. E um dos exemplos raros de modulacio regulares
de K5 sobre superficie nao-orientdvel. Serd que ela existe de fato? Ainda nao sabemos
responder, com precisao, esta questao. Provavelmente, exista e seja a modulacao QAMS
sobre uma superficie sem bordo nao-orientdvel e ainda serd uma modulagao nao-orientével
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de K5 com o nimero méximo de 4 sinais. E uma composi¢ao nada trivial formada por 4

regioes pentagonais.
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Particao ..
sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
Q[ 3P 3P \ 3P, | 3P, | 3P | #
= 3R3 Ry 3R3,2R3 Ry 2R3, R3 Ry Rs, Ry | Ks 8
—_ 2R3 R4, 2R3 R0 2R3, R3 R, Rs, Ry
= | 2RsRiR ’ 7 g |
2 sTMTHO RsR4Ryp R3 Ry, R4Ryo Ry >
- 2R3 Ry, 2R3 Ry 2R3, R3Rs R3, Rs
=5 || skl Ry Rs Ry Ry Ry, Ry Ry Ry, | 1|1
= 2R3 R6, 2R3 Ry 2R3, R3Re R3, Rg
=i | 2Halls Ry Ry Ry Ry Rs, RsRy Ry | 1| 1
=5 2R32R, 2RsR7, R32 Ry, 2R3, 2R7, Rs Ry R3, R, K5 9
- R32R4, 2R4 Ry RsRy, R3Ry Rs3, Ry
=6 R32R4 Ry RaRyRo Ry, RaRy Ry K5 12
- R3RyRs5, R3R4 Ry | R3R4, R3Rs, RyRs | R3, Ry
= || Malulislis | g o Re RRsRs | RiRs, RiRsRsRe | RoRs | 0 | 1°
- R3RyRe, R3R4 Ry | R3R4, R3Re, RaRe | R3, R4
=s || faluloltn | b o R R\RsRy | RyRy,RiRp ReRy | ReRy | 0 | 1O
- R32Rs5,2Rs Ry R3Rs, R3 Ry R3, R
- R32 R, R52 R R3Rs5, R3¢ R3, Rs
=10 R3Rs2Rg RaRsRe R5R6,2R4 Re K5 12
=11 SRR 3R4, 2R Ry 2R, R4 Rg Ry, Rg K5 8
- 2R,R5, 2R R~ 2R, R4 Rs Ry, Rs
=12 | 2Hafisl RuRsR; RyRy, Ry Ry R, | |1
=13 2R42Rg 2R, R, R42Rg 2R4,2Rg, R4 Rg Ry, Rg K;5 9
R42Rs5,2R5 R 2Rs5, R4Rs Ry, Rs
=u || Ha2fisl RyRs Ry Ry R, Rs Rs Ry | | 1
=15 4R5 3R5 2R5 Rs K5 5
15 41 15%5) 41 15 167

Tabela 4.3.6: Particoes das modulagoes de K5 sobre 3P,

Uma tentativa de construir modulacoes nao-orientdveis de K5 sobre 3P, resultou na
obtencao dos seguintes projetos topolégicos mostrados na Figura 4.3.2.

Embora tenham sido feitas varias tentativas de se obter a modulacao regular 4R5 de 3P, o
mergulho (b) da Figura 4.3.2, cuja particao é da forma R42R5Rg, foi o modelo mais préximo
do regular obtido. Em (a), apesar das regides nao estarem contidas em uma unica regiao do
poligono w (3P), ¢ um mergulho com 5 regides, diferente do modelo de 4 regices procurado.

Novamente nos deparamos com um problema de incompatibilidade com a férmula de
Eiiler (2.5). De fato, pela segunda igualdade de (2.6) a caracateristica de Eiiler, de 3P, é
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(a) W(3P)=[aabbccZR2R,R 2R, <= K, (b) W(3P)(=[aabbccEIR 2R R <= K,

Figura 4.3.2: Projetos topolégicos de classes de modulagoes de K5 sobre 3P

dada por
x(BP)=2-3=-1,

no entanto, se verificarmos a relagao de Eiiler, para os mergulhos (a) e (b), da Figura 4.3.2,
teremos

(@) : 5—104+5=0=x(2P)
(b) : 5—104+4=—-1=x(3P).

Mas (a) é um mergulho sobre 3P e ndo sobre 2P. Qual seria a explica¢ao para este fendmeno?
Ou (a) ndo ¢ um mergulho de 2-células, o que é um absurdo, pois assim (b) também nao o
seria, ou existem mergulhos de 2-células distintos em uma mesma superficie nao-orientdvel.
A segunda afirmacao é a que faz mais sentido.

4.3.6 Modulacoes de K5 sobre 271" ou 4P

O conjunto de modulagoes de K5 sobre 27" ou 4P contém o maior nimero de modulagoes
orientdveis quando comparado com as modulacoes de K5 sobre o toro e o tritoro. Pela Tabela
4.3.3, sao 15 modelos distintos de modulagoes de K5 sobre 27, contra 5 de modulagoes do
toro T' e somente uma do tritoro 37. Dos 16 modelos de modulacoes previstos na Tabela
4.3.1, somente o modelo g 77 nao é realizdvel sobre 27, porém, como o mesmo pode ser
realizdvel na superficie nao-orientavel 4P, incluiremos, na Tabela 4.3.7, todos as partigoes
sobre superficies com bordos nao-orientdveis, provenientes do mergulho K5 — 37" = Rg 7 7.
As particoes oriunda de Rg77, encontram-se destacadas em vermelho na Tabela 4.3.7, e
s6 serao computadas no processo de contagem das modulagoes QAMS’s e twisted do grafo
completo K5. Obviamente, nao serao computadas no caso orientdvel ja que foi constatado
pelo Algoritmo 2.6.1 que a mesma nao existe.
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Partigao Particoes de mergulhos com bordos
sem bordo

Q | 2T.4P 2T, 4P, | 20,4P, | 2T3,4P5 | #
S R3RyRy3 R3Ry, R3Ry3, RyRy3 R3, R4, Ri3 K 8
=3 R3R5 Ry R3Rs, R3R1, RsRyo R3, Rs, Ry2 K 8
=y R3Re Ry R3Rg, R3R11, Rg Ry Rs, Rg, Ry Ks 8
Es R3R7 Ry R3R7, R3Ry0, R7R1o R3, R7, Ryo K 8
6 RsRg Ry RsRg, R3 Ry, Rg Ry R3, Rg, Ry K 8
E7 2R4Ry9 2Ry, RyRy» Ry, Ryo Ky 6
=g RyR5 Ry RyRs5, RyR11, Rs R1y Ry, Rs, R1y Ky 8
Z9 R4R¢ Ry R4Rg, RyRy0, R Ry Ry, Re, R1o K 8
Z10 R4R7 Ry R4R7, Ry Ry, R7 Ry R4, R7, Ry K 8
=11 R,RsRg R4Rg,2Rg R4, Ry K5 6
=P RsR5 Ry 2Rs5, Rs Ry Rs, Ry Ky 6
=13 RsRe Ry RsRg, Rs Ry, Re Rg Rs, Rg, Ry K 8
S RsR7 Ry RsRy7, Rs Rg, Ry Rg Rs, R7, Rg K 8
=15 2Re Ry 2Rg, Rg Ry Rg, Rg K 6
=16 Re2 R ReR7,2R; R, R7 K 6
# 16 42 42 16 116

Tabela 4.3.7: Parti¢oes das modulagoes de K5 sobre 27), ou 4P,

As modulagoes regulares de K5 sobre a familia de superficies 27, ou 4P, encontram-se
sobre uma superficie, 277 ou 4P;, definidas pelas seguintes particoes

K5 — 2T1, 4P1 = 2R3, 2R4, 2R5, 2R6, 2R7, 2R8

Observamos que todas as modulagoes regulares de K5 sobre 277 ou 4P; sao bindrias e

podem ser escolhidas sobre regioes de 3 até 8 lados, sendo 2Rg o projeto com o melhor
desempenho, uma vez que este estd definido sobre regioes com o maior nimero de lados.

4.3.7 Modulacoes de K5 sobre 5P

Como se trata de modulagoes nao-orientdveis, novamente serd apresentado, na Tabela
4.3.8, somente a estimativa de todos os modelos possiveis de modulagoes de K5 sobre 5P.
Quando falamos em estimativa devemos ter em mente que a maioria dos modelos de particoes
relacionados na Tabela 4.3.8 existem de fato.

As construgoes de mergulhos nao-orientéveis realizada ao longo dos ltimos anos, mostra-
ram que a probabilidade de se obter um mergulho nao-orientdvel é bem maior do que o
orientavel. Pelo menos foi esta a sensacao que tivemos. Vale lembrar, como ocorreu nos
mergulhos das Figuras 4.2.1, 4.2.2 e 4.3.2, que sobre um mesmo tipo de superficie nao-
orientdvel existe mais de um mergulho de 2-células, o que nos leva a conclusao sobre a
probabilidade de existéncia ser maior nas classes de superficies nao-orientédveis.



64 Modulagoes de Grafos Completos

S(I;irggfgo Particoes com bordos sfrirggfgo Particoes com bordos
Q [ spP 5P | 5P | # | Q || 5P 5P, | 5P | #
=1 R3Ry7 Rs3, Ry K 4 Zs R7R13 Rz, Ry3 Ky 4
=P RyRi6 Ry, Rig Ks 4 =6 Rg Ry Rg, Ri2 Ks 4
=3 RsRis | Rs, Ris K 4 E7 Ry Ry Ry, R1y K 4
=y Re R4 Re, R4 Ks 4 =g 2Ry Ry Ky 3
# 4 8 4 16 # 4 7 4 15

Tabela 4.3.8: Particoes das modulacoes de K5 sobre 5P

Todos os modelos de mergulhos em superficies com bordos 5P, de K5, sao compostos de
uma regiao, logo, nao existe modulagoes QAMS em superficies com bordos sobre a familia de
5P, portanto, sao todas modulagoes do tipo twisted. Modulagoes QAMS sobre esta familia,
somente existem na superficie sem bordo 5P, na qual possui a modulagao bindria de maior
desempenho de K3, ou seja, a modulacao regular 2.

Observamos, que no caso orientdvel a modulagao bindria de maior desempenho é da forma
2Rs e se encontra sobre a superficie com bordo 277 (ou 4P;).

4.3.8 A quantidade de modulagoes de Kj

Cada particao = existente nas Tabelas 4.3.4-4.3.8 corresponde a um projeto de modulagao
vindo de um mergulho de K. No caso da parti¢ao se encontrar sobre uma superficie orientével
gT,,, amodulagao s6 existe se a particao = da superficie sem bordo g7 ¢ uma das relacionadas
na 4¢ linha da Tabela 4.3.3. Quanto & particio nao-orientavel sem bordo Z,, nio se tem
certeza de sua existéncia, as Tabelas 4.3.4-4.3.8 relacionam todas as suas particoes. S6
teremos certeza de que a modulagao com bordo 5 = (), existe se, e somente se, o mergulho
sem bordo =, = ) é realizdvel.

A Tabela 4.3.9 mostra a quantidade de classes de modulagoes QAMS regulares e irregu-
lares nas diversas familias de mergulhos de K5. Os dados referentes aos casos orientdveis sao
reais. O numero de modulacoes correspondentes as particoes =, realmente existem e todos
os seus modelos topolégicos podem ser construidos, inclusive os casos com bordos. Os dados
referentes as modulagoes nao-orientdveis referem-se a todos os possiveis modelos de partigoes
de mergulhos nao-orientaveis de K.

P, T, ou 2P, 3P, 2T, ou 4P, 5P, 2T, ou 4P,
ElZ | 5 | E|E| B |E| | 5 E |2 |5 BlZ |2 | E|Es | 5
QR[I|R|1|Q[Q|R[I|R|T|Q|R|T|R| I |Q|Q|R|I|R|I|Q|R|I|R|I|QQ|R|T|R|I
2|—l2[621]5|7]1]4|15]31[15) 1 [14]16|121[15|16]0[16|6[36|8 | 1 [7|— || 1| 1] |- -|-
2 | 27 5 | 46 15 | 137 16 | 42 8 | — — | -
2| 29 7 51 |7 152 16 58 8] 8 1 —

Tabela 4.3.9: Quantidades de classes de modulagoes QAMS de K5
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Os modelos de modulagoes das superficies g7}, ou 2g P, sao idénticos. Por isto, na Tabela
4.3.9, indicamos as superficies orientdveis e nao-orientaveis sem bordos por {2, e as orientéveis
e nao-orientdveis com bordos por €2;,. Nas superficies da forma §P, s6 hd modelos tipicos de
superficies ndo-orientdveis, daf a notacio =, e =, para indicar as respectivas particoes em
superficies nao-orientdveis sem e com bordos.

As linhas da Tabela 4.3.9 indicam os seguintes elementos das classes de modulacoes
QAMS do grafo completo Kj:

a) A primeira linha indicamos as familias de superficies sem boros €2,,;

b) A segunda refere-se aos modelos orientdveis = e nao-orientaveis = com e sem bordos
das classes de modulagoes QAMS do grafo completo Ks;

c) Na terceira linha nos referimos aos modelos regulares R e irregulares I das partigdes
= referentes a mergulhos sem bordos (no caso das superficies da forma ¢7), ou 2gP, o
numero de particoes em superficies orientéveis €2 é diferente do nimero das particoes
em superficies ndo-orientaveis);

d) A quarta linha contém os respectivos subtotais de todas as classes de modulagoes;

e) A quinta linha apresenta os totais de classes de modulagdes sem bordos e com bordos
S

f) A sexta linha contém os respectivos totais.

Ap6s a construgao da Tabela 4.3.9, percebemos que no caso das superficies g7}, ou 2gP,,
os nimeros de modulacoes vindos de mergulhos sem bordos =; e com bordos =, expressam
somente o nimero de partigoes do caso nao-orientdvel 2gP,. Como dois modelos de 7" e um
modelo de 27" nao sao realizaveis, o nimero de modelos =, e =, nestas superficies sao menores
do que os expressados na Tabela 4.3.9. A seguir, iremos tratar desta pequena discrepancia.

Ao nos referirmos a uma determinada modulacao, por exemplo, a modulagao R 3 g sobre
2T, devemos saber que, pela Tabela 4.3.3, esta modulacao é realizada por 950 mergulhos de
K5. Entao, ao nos referirmos a uma modulacao em particular, estamos, na verdade, falando
de uma classe de modulacoes. Sendo assim, concluimos dos dados contidos na Tabela 4.3.9,
que existem 297 classes de modulacoes orientédveis de K.
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QAMS Twisted
RSTmIbO\rdS(Lb 7 C‘omlbo‘rdé)ub Tot | Sem bordo | Com bordo Tot
T 1 4 5 11 | 35 46 51 5 65 70
27T | — | 15 15 5 35 40 55 15 55 70
3T | — | — — — — — — 1 1 2
3 1 19 20 16 70 86 116 21 121 142
QAMS Twisted
Q RSTmIbO‘rdSC;b 7 C‘omjbo‘rdSUb Tot | Sem bordo | Com bordo | Total
P — 2 2 6 13 19 21 2 25 27
2P | 1 6 7 16 | 52 68 75 7 93 100
3P 1 14 15 16 80 96 111 15 152 167
4P | — | 16 16 6 78 84 100 16 142 158
5P | 1 7 8 — 15 15 23 8 46 54
5 3 | 45 48 44 | 238 | 282 | 330 48 458 506
8 4 | 64 | 68 60 | 308 | 368 | 446 69 579 648

Tabela 4.3.10: Cardinalidade das classes de Modulacoes de K

Os dados obtidos na Tabela 4.3.10 fornecem, precisamente, o nimero de modulagoes
orientdveis existentes em mergulhos de K5. Vale ressaltar que todos os 116 mergulhos orien-
tavel de gT', g = 1,2, 3, podem ser construidos, logo, temos a certeza de que 116 projetos de
modulagoes de K5 podem ser realizaveis. No caso particular de 7', todas as 5 modulagoes
em superficies sem bordo, e todas as 46 modulagoes em superficies com bordos, podem ser
utilizadas em sistemas de comunicagao, como modulagoes QAMS [3] e twisted [32].

A realizacao dos projetos de modulagoes QAMS e twisted de K5, s6 depende da existéncia
da parametrizagao da superficie do conjunto S (Kj) determinado em (4.33). Se a parame-
trizacao de €2 existe, entao as modulagoes QAMS e twisted de K5 podem ser realizdveis em
), via geometria diferencial, desde que exista um mergulho de 2-células de K5 sobre ().

Concluimos ainda, da Tabela 4.3.10, que o nimero de modulacoes twisted de um grafo é
maior do que as QAMS, que existem mais modulagoes em superficies nao-orientaveis do que
nas orientdveis e que o nimero de modulacoes em superficies com bordos é maior do que o
nimero de modulacoes em superficies sem bordos.

Em particular, o grafo K5 possui 446 modulagoes QAMS, sendo 116 orientédveis e 330 nao-
orientdveis, e 648 possiveis modelos de modulagoes twisted, sendo 142 orientaveis e 506 nao-
orientdveis. Logo, o nimero de modulagées QAMS nao-orientéveis é aproximadamente igual
a 2, 8448 vezes o nimero de orientdveis, e o niimero de modulagoes twisted nao-orientaveis é
aproximadamente igual a 3,563 4 vezes o nimero de orientdveis.

E importante ainda observar, na Tabela 4.3.10, a diferenca de nimeros de modulagoes
nas diferentes classes de superficies. As 446 modulacoes QAMS’s sao distribuidas da seguinte
forma: das 68 sem bordos, 20 sao orientdveis e 48 sao nao-orientdveis, o que corresponde
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a 2,4 vezes as orientdveis; das 368 com bordos, 86 sao orientdveis e 282 nao-orientaveis
com bordos, o que equivale a 3,28 vezes ao nimero de orientdveis. As 648 modulagoes
twisteds apresentam a seguinte distribuicao: das 69 sem bordos, 21 sao orientdveis e 48 sao
nao-orientdveis, correspondendo a 2,286 vezes das orientdveis; das 579 com bordos, 121 sao
orientdveis e 488 nao-orientdveis com bordos, o que equivale a 4,033 vezes ao nimero de
orientdveis.

Quando comparamos o nimero de modulagoes sem bordos com o nimero de modulagoes
com bordos, a diferenca é bem mais acentuada. Observe que sao 137 modulagoes sem bordos
e 947 com bordos, o que totaliza um nimero de 6,9 vezes maior do que as sem bordos.
Consequentemente, sao 1084 modulagoes vindos de mergulhos de K.

Da andlise acima sobre o nimero de modulacoes das classes de superficies distintas,
concluimos que é importante explorarmos as modulacoes em superficies nao-orientdveis. A
estimativa mostra que hd aproximadamente trés vezes mais modulagoes nao-orientdveis.
Pela construcao dos modelos nao-orientdveis apresentados na Figura 4.2.2, deduzimos que
o nimero de modulacoes nao-orientdveis pode ser bem superior ao valor estimado, uma vez
que ¢é possivel encontrar mais de um modelo de particao com nimeros de regioes distintas
sobre uma mesma superficie.

Quanto as modulagoes em superficies com bordos, estas representam os maiores indices
de existéncia dentre todas as familias de superficies. Além disso, muitas superficies com
bordos possuem formas parametrizadas que permitem a realizacao destes projetos. Por isto,
os mergulhos com bordo sao altamente recomendados para projetos de modulacoes sobre
superficies.

4.4 Modulagoes do Grafo Completo Bipartido K,

Apresentaremos aqui as principais caracteristicas das modulagoes sobre superficies vindas
de mergulhos do grafo completo bipartido K, ,. A menos das propriedades particulares, pois
K,,, possui algumas caracteristicas diferentes, o processo de identificacao é andlogo ao do
grafo completo K,. Como o processo de identificagao foi detalhado para o caso do grafo
completo K5, a identificacao de K44 serd feita de modo um pouco mais resumido.

4.4.1 Caracteristicas particulares das modulacoes de K5 e K, 4

A principais diferengas entre grafos completos e grafos completos bipartidos, relacionadas
a questao dos mergulhos, sdo apresentadas a seguir. Para isto, consideraremos R, . (G)
como sendo a regiao com o menor nimero de lados dos mergulhos de G, e d™" (R,) como
sendo a distdncia minima de um emaranhado R; de um mergulho de G determinada entre

todos os emaranhados de G.

Afirmacao 4.4.1 Em relagcao as sequéncias orbitais, as principais diferencas entre o grafo
completo K, e o grafo completo bipartido K,,, sao:

1. Ray, (o) = Ry ¢ Ra,,, (Kmnn) = Ra;
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2. Se Ry € Ky, — ), entao m € par maior ou igual a 4, isto é,
m=4+2tte{0,1,2,---};
3. Se Ry € Ky, — €, entao m é par ou tmpar maior ou igual a 3;

min

4. A distancia de Lee minima de um emaranhado Rs, d2? (Rs), satisfaz a condi¢do

min 3, se Ry € K,;, — 2
Lee (1) = { 4, se Ry € Ky, — (L (4.40)
Demonstracao. As provas das afirmagoes acima encontram-se em [15] e [18]. u

A Afirmacao 4.4.1 mostra como sao as regioes de mergulhos de K, e K,,,. Observamos
que todas as regioes de mergulhos de K&, , possuem nimeros de lados pares maiores ou iguais
a 4, enquanto as regioes de mergulhos de K,, possuem regioes com nimeros de lados fmpares
ou pares com nimeros de lados maiores ou iguais a 3.

Concluimos ainda, da Afirmacao 4.4.1, que a distancia de Lee minima de um emara-
nhado de G é igual ao mimero de lados da regiao com o menor nimero de lados. A regiao
minima é avaliada no conjunto das regioes de todos os mergulhos de GG e nao em mergulhos
particulares. Sendo assim, a distancia de Lee minima de um emaranhado de G é dada por

B (G) = Qpin (G) . (4.41)

No caso dos grafos K, e K,,,, as distancias de Lee minimas sao dadas respectivamente
por

Lee (Kn) =3 = amin (K,) e diee (Kmn) =4 = amin (Kmpn) - (4.42)

Se dn ¢ o fator que decide pela escolha da modulagao, as igualdades em (4.42) sao titeis

neste processo decisério.

4.4.2 Os modelos das modulacoes de /4

Conhecidas as caracteristicas das regioes do grafo completo bipartido K, ,, nos con-
centraremos agora no grafo K, 4. Pelas igualdades (2.7),(2.8) e (2.9), os géneros minimos
orientdvel e nao-orientdvel do grafo K, 4 sao dados por

s - {422

7<Kn):{<4—2>(4—2)}:2.

2

Consequentemente, K44 encontra-se mergulhado minimamente sobre as superficies 1" e 2P.
Utilizando as igualdades de (2.6) deduzimos que

xX(T)=2-2=0=x(2T)
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Te2P| 3P 2T e 4P oP 3T e 6P P 4T e 8P| 9P

8Ry |6R4Rs |Ryssa412| Raaaaie|Rasao0 Raggio|Rasos  Regig| Raos |Rao
SR42R¢|Rysaa610| Rasaeia|lRaae1s Ragio10|Rae22 Rei016| 626
Rysaags | Raaagiz|Raasgie Reeeia|llag20 Rei214| Rsoa
Rysa668 |Raa41010|Ra41014 Reesiz|Ra018 Rsgie| o2
Rys6666 | 446612 141212 Ree10,10|Ra12,16 181014 Ri220
Rya6810|Rasei6  Resgsio|aia1a Rei212| Rias
Ryagss|Raps14 Rssss|ee20 [10,1012| 616

Ry610,12
1 2 5 7 15 14 7 1

Tabela 4.4.1: Particoes das classes de mergulhos orientdveis e nao-orientdveis de Ky 4

e, portanto, ambos os mergulhos mfnimos de K44 possuem os mesmos tipos de partigoes.
De fato, como K, 4 possui 8 vértices e 16 lados, segue da igualdade (2.5) , que

X(T)=x(2P)=8—-16+a=0=8—16+a = a =8.

Mas a regiao minima de /K44 é R4, sendo assim, existe um tnico mergulho minimo de Ky 4,
tanto no caso orientavel quanto no caso nao-orientavel, e este é da forma

K474 — T, 2P = 8R4,

o qual corresponde a uma modulagao regular de K, 4 para uma constelagao de 8 sinais. Se
o mergulho minimo é conhecido, os demais mergulhos de K44, pela Subsegao 4.1.1, sao das
formas

T,2P = 8R4, 3P =U_,R, , 2T, 4P = U__|R. , 5P = U;_, R}, ,
3T,6P = U_R,, TP =U_ R, , 4T,8P = U;_|R. , 9P = Rs,.

Em seguida, utilizaremos as igualdades em (4.10) para obter as partigoes dos mergulhos
de K44, conforme a relacao estabelecida na Tabela 4.4.1.

Observamos que sao 28 particoes orientdveis e 52 nao-orientdveis, um nimero que se
aproxima inferiormente do dobro de 28. (Veja que o nimero de parti¢des nao-orientaveis é
1,925 9 vezes o de orientdveis). A existéncia das classes de modulagoes de K 4 s6 depende da
existéncia das parti¢oes dos mergulhos. Analogamente ao caso Kj, identificaremos todas as
classes de modulagoes orientéveis de Ky 4 e considerar as modulacoes nao-orientaveis somente
no campo hipotético das possiveis 28 particoes relacionadas na Tabela 4.4.1

4.4.3 Identificacao dos mergulhos de K, 4

Recorramos, entao, ao Algoritmo 2.6.1 para determinar as classes de modulagoes ori-
entdveis de K, 4. Inicialmente, precisamos determinar um conjunto de sistema de rotagoes
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distintos dos vértices de K44. Com este objetivo, fixaremos um rotulamento de K4, de
acordo com o grafo esbocado na Figura 4.4.1.

Vo Vi
Vs V3
v, Vs
v, A%

6 7

Figura 4.4.1: Grafo completo bipartido K4 4

Usando os procedimentos da Subsecao 4.1.3, deduzimos que as rotacoes distintas dos
vértices pares de K44 sao dadas por

A=(1,3,5,7),B=(1,3,7,5),C =(1,5,3,7),a = (7,5,3,1) ,b = (5,7,3,1) , ¢ = (7,3,5,1)
e as rotacoes distintas de um vértices impares de K44 sao dadas por
D =1(0,2,4,6),E =(0,2,6,4), F =(0,4,2,6),d = (6,4,2,0) ,e = (4,6,2,0), f = (6,2,4,0) .

Como Ky 4 tém 8 vértices de grau igual a 4, segue da férmula 2.12, que o nimero de
sistemas de rotacoes de K, 4 ¢ dado por

0 (Ky4)| = Myev(q) (degv — 1) = (4 — 1)1)® = 1679616. (4.43)
Uma rotacao de K44 ¢ formada por 8 rotagoes dos vértices de K44 e portanto ¢ da forma
0= {00> 91, 027 037 04a 057 067 07}

onde

0, { P ={A,B,C,a,b,c}, seié par (4.44)

I={D,E F,d,e, f}, seié impar.

Em particular, o sistema de rotacoes do grafo K, 4, da Figura 4.4.1, é dado pelo conjunto de
rotacoes de vértices

© = {AdAdAdAd}
= {0(1357),1(6420),2(1357) ,3 (6420) , 4 (1357) , 5 (6420) , 6 (1357) , 7 (6420)}
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ou, equivalentemente, na forma matricial, temos que

1 357
6 4 20
1 357
6 4 20
©= 1357
6 4 20
1 357
| 6 4 2 0
Os 1679616 sistemas de rotacoes de O (K, 4), sdo obtidos através do seguinte produto

cartesiano de conjuntos P e I definidos em (4.44),
O(Kyg) =PXxXIXxPxIxPxIxPxI. (4.45)

Uma partigdo homogeénea do conjunto O (K, 4) em 36 subconjuntos de 46 656 sistemas
de rotagoes distintos, estabelecidos em [18], permitiu determinar, através da implementacao
do algoritmo 2.6.1, todos os 1679 616 mergulhos orientdveis de K4 4. Foi feita uma contagem
em todas as 36 particoes e constatou-se que todas elas eram constituidas pelos mesmos tipos
de particoes e com os mesmos nimeros de mergulhos. Na verdade, todos os resultados de
contagens e identificacao de classes de particoes foram idénticos ao da Tabela 4.4.2.

Observamos, da iltima linha da Tabela 4.4.2, que a soma das particoes referentes as
modulagoes em cada classe de superficies orientdveis de K5 é dada por

3+ 694 4 13080 + 2615 + 30264 = 46 656.
Como sao 36 partigoes, no total temos
46656 - 36 = 1679 616 modulacoes,

correspondentes aos mergulhos de K. Observe que este nimero coincide com o valor obtido
em 4.43, o que prova que todos os mergulhos de K44 foram identificados e, portanto, todos
os projetos de modulagoes de K44 também foram identificados.

Classes do toro | Classes do bitoro Classes do tritoro Classes do 4-toro
Rs |#| B | # | R | # | B | # | B | #
Risaaaaaa|3 |Rasaaais| 112 Ryga0 | 2096 | Ryggio | 384| Ryog 11984
Risaapio| 288| Raapns | 2016| Ragi0,10 1408 | R o6 3840
Risaass 150 | Raag16 | 2448 | Re66,14 96| Rsoa 2872
Rysapes | 112| Ryg1014| 2208 | Regpsi2 | 944| Rigoo 4320
R4.46.6.6.6 32| Rya1212| 1016 | Reg 10,10 | 144| Ria0 3136
Ra6.6,16 832 | Regs,10 0| Riss 2272
Ryg8,14 864 | Rsgsg 39| Rie6 1840
Ry61012| 1600
Subtotal | 3 | Subtotal 694 | Subtotal | 13080 | Subtotal | 2615 | Subtotal | 30264

Tabela 4.4.2: Cardinalidades das parti¢oes das classes de modulagoes de Ky 4 [18]



72

Modulagoes de Grafos Completos

A seguir, apresentaremos as principais caracteristicas dos mergulhos orientdveis de K e
K, 4 em relagao aos projetos de modulacoes QAMS e twisted que estes podem dispor.

Observagao 4.4.2 Analisando os dados contidos nas Tabelas 4.3.3 e 4.4.2 chegamos as
sequintes conclusoes referentes aos mergulhos orientdveis de K5 e Ky 4:

1.

Sao os primeiros casos de suas respectivas familias que até podem ser identificados sem
a ajuda de recursos computacionais, mas levaria muito tempo para concluir o processo,
principalmente no caso do grafo completo bipartido Ky 4;

. Apesar da grande diferenca no nimero de rotacgoes, possuem nimeros de modulacoes

relativamente préximos, sao 21 em K55 e 27 em Ky 4;

. A tnica superficie de K44 que nao possui modulagao de K5 é 47, nas demais, 7,27 e

3T, tanto K5 como K4 possuem modelos de modulagoes;

Os niimeros de classes de modulagoes orientdveis de K5 sobre T e 27" sao bem maiores
do que as de Ky44: sao 5 classes de K5 sobre T' e somente uma de Ky 4, 15 classes K5
sobre 27" e 5 classes de Ky 4;

. A classe de T em K35 € a tnica que possui um numero de mergulhos maior do que

em K44, nas demais superficies o nimero de mergulhos de K44 ¢ bem maior do que o
nimero de mergulhos de K.

O indice de incidéncia dos modelos de modulagoes ¢ maior em Ky44: apenas a classe
Rg 3510 de K44 nao é realizével, enquanto em K3, existem trés classes nao realizdveis,

R3,3,3,5,6; 33,4,4,4,5 € 36,7,7;

O nimero de modulacoes regular de K4 4 € trés vezes maior do que as de K5: enquanto
K5 possui as modulacoes regulares 54 sobre T, K44 possui 8124 sobre T', 4Rg sobre
3T e 2R sobre 47T.

A Tabela 4.4.3 mostra os principais dados referentes as modulagoes de K5 e K44, de
forma sucinta, que nos levaram as conclusoes relacionadas na Observagao 4.4.2.

Numero de Superficies
elementos Grafos T ‘ 2T ‘ 3T 4T Total
Classes de K 5 15 1 0 21
modulagoes Ky 1 5 14 7 27
K 468 4968 2 340 0 7776
Mergulhos =" =1"108 | 24984 | 565020 | 1089504 | 1679616

Tabela 4.4.3: Cardinalidades das partigdes das classes de mergulhos de Ky 4 [18]

Quais dos grafos sao melhores para projetos de modulacao, depende do projeto visado.
Em K44 hd mais opcoes, inclusive de modulagoes regulares. Sob este aspecto K44 leva
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vantagem sobre K5, entretanto, devemos lembrar que os mergulhos de K5 sao todos cons-
trutiveis, ao passo que os de K, 4 ainda nao foram sequer construidos. Além disso, K5 tem
a vantagem de ter regioes com nimeros pares e impares de lados, enquanto K44 s6 possui
regioes com um nimero par de lados. Enfim, a escolha depende do tipo de modulacao que
se pretende projetar.

4.4.4 As modulagoes QAMS e twisted de K, 4

As partigoes referentes as modulagoes com bordos foram determinadas em [18]. No
Apéndice B relacionamos, na Tabela B.0.1, todas as particoes de modulagoes vindas de
mergulhos de K,4. Na Tabela 4.4.4, apresentamos o resultado da contagem nas partigoes
correspondentes as modulagoes de K, 4, realizadas nas classes de superficies e nas categorias
de modulagoes QAMS e twisted.

Apesar de muitos modelos de parti¢oes na Tabela B.0.1 serem idénticos, eles vém de par-
ticoes diferentes, razao pela qual foram considerados modelos de modulagoes distintos. In-
cialmente, as particoes foram divididas em duas categorias, referentes as modulagoes QAMS’s
e twisted. As modulagoes QAMS’s permitem ainda uma subclassificagao, modulagoes em su-
perficies sem bordos e com bordos, e pelo que sabemos, este tipo de divisao nao existe ainda
nas modulacoes twisted.

Além disso, foi realizada uma contagem separada nas classes de modulagoes orientdveis
e nao-orientdveis. Na Tabela 4.4.4, o total de modulacoes QAMS’s sem bordos orientdveis
de cada familia de superficie g7}, foi determinada na coluna S;, o equivalente caso nao-
orientdvel foi determinado na coluna S5, a coluna S; + S expressa o nimero de modulagoes
QAMS’s da familia de superficies orientdveis g7}, e S5 contém o nimero de modulacoes
twisted da superficie g7),. A contagem das modulacoes nao-orientdveis foi realizada de forma
semelhante. Nas Linhas 77 e T5, foram computados os totais das colunas das respectivas
modulagoes orientdveis e nao-orientdveis e, na ultima linha, 77 4+ 75, as somas referentes as
linhas T3 e T5.
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QAMS Twisted
Q ;e‘m })O‘ngl RCO‘m })or‘dosg S1+ S5 | Sem bordo | Com bordo | S3
T, 110 |1 6 0 6 7 1 8 9
2T, — | 5 |5 | 18 | 45 | 63 68 80 85
3T, 1 (13|14 | 17 70 87 101 14 139 153
4T, 116 |7 0 0 7 7 20 27
T 3124 |27 | 41 | 115 | 156 183 27 247 274
QAMS Twisted
Q ;e‘m })o‘rd; RCo‘m }3 or\doSF) Sy + S5 | Sem bordo | Com bordo | Sg
2P, 1101 6 0 6 7 1 8 9
3P, 0] 2 2 10 14 24 26 2 32 34
4P, 0| 5 |5 | 18 | 45 | 63 68 5 80 85
5P, 0|10 10] 22 | 68 | 90 100 10 127 137
6P, 1 14|15 18 | 73 | 91 106 15 143 158
7P, 0] 6 6 2 14 16 22 6 38 44
8P, 116 |7 0 0 0 7 7 20 27
T 3143 | 45| 76 | 214 | 290 336 46 448 494
Tiv+Ty | 6 | 67 | 72 | 117 | 329 | 446 519 73 695 768

Tabela 4.4.4: Modulagoes QAMS’s e twisted por classes de superficies de Ky 4

Da Tabela 4.4.4, deduzimos que hd um total de 457 projetos de modulagoes orientaveis
sobre mergulhos de K, 4 distribuidos da seguinte maneira:

a) 183 correspondem as modulagoes QAMS’s;
b) 274 as modulagoes twisted;
c) 1287 projetos nao-orientdveis, sendo 768 modulagdes QAMS’s e 519 modulagoes twisted.

d) Total: 1744 projetos de modulagdes vindos de mergulhos do grafo completo bipartido
K474.

A Tabela 4.4.4 contém os dados referentes a cada classe de superficies com e sem bordos,
orientdveis e nao-orientdveis, das modulagoes QAMS’s e twisted, dos grafos completo K5 e
completo bipartido Ky 4; no entanto, devido ao grande nimero de informacoes, fica dificil
avaliar o comportamento destes grafos em termos da existéncia de modulagoes por familia
de superficies.

Para termos uma ideia precisa dos niimeros de projetos de modulagoes vindas por familias
de superficies, apresentaremos, na Tabela 4.4.5, dados referentes aos indices de existéncia e
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taxas de variacao dos nimeros de modulacoes QAMS’s e twisted nas familias de superficies
Qs,Q, Q, e Q,do grafo completo K5 e do grafo completo bipartido K, 4. Os ntimeros de
modulacoes das familias de superficies €2, ., Qs e Q. das respectivas modulacoes QAMS’s
e twisted foram obtidos diretamente da Tabela 4.4.4.

Modulacdes Orientavel Nao-orientédvel
Sem bordo | Com bordo Sem bordo | Com bordo
QAMS 20 86 48 282
. L, 1, 18,87 | 4,59 | 81,13 | 19,72 [ 14,55 | 11,01 | 85,45 | 64,68
b twisted 21 121 48 458
L. 1, 14,79 | 3,24 | 85,21 | 18,67 | 9,49 | 7,41 | 90,51 | 70,68
Taxa de variacdo (%) | 4,08 | 1,35 | 4,08 | 1,05 | 5,06 | 3,6 | 5,06 | 6,0
QAMS 27 156 45 290
© I, I, 4,75 | 5,21 | 85,25 | 30,17 | 13,43 | 8,69 | 86,57 | 55,98
44 twisted 27 247 46 448
I, 1, 9,85 [ 3,52 190,15 [ 32,16 | 9,31 | 5,99 | 90,69 | 58,33
Taxa de variagao (%) | 5,1 | 1,69 | 4,9 1,99 | 4,12 2,7 | 4,12 | 2,35

Tabela 4.4.5: Taxa de variacao dos indices de existéncias das classes de modulacées QAMS’s
e twisted nas familias de superficies de mergulhos dos grafos K5 e Ky 4

Na Tabela 4.4.5, as linhas denominadas por I, I; indicam, respectivamente, o indice de
incidéncia parcial (porcentagem relativa a familia de superficies orientdveis ou a familia das
nao-orientdveis) e o indice de incidéncia total (porcentagem relativa ao total de classes de
modulagoes existentes nas superficies orientdveis e nas nao-orientdveis). A variacao entre
os nimeros de modulagoes QAMS’s e twisted, nas familias de modulagoes de K5 e Ky 4, sao
indicadas na linha ‘Taxa de variacao’.

Proposigao 4.4.3 Analisando os dados contidos na Tabela 4.4.5 chegamos as sequintes con-
clusoes sobre as tavas de variagoes do nimero de modulagoes QAMS’s e twisted, existentes
nas familias de superficies de mergulhos de K5 e Ky 4:

1. O indice de existéncia é maior quando se considera isoladamente um dos casos, o
orientdvel ou o nao-orientdvel. Observe que em cada par de indices I, e I;, de uma
classe de superficie, tem-se

I, () < 1, (Q), para todo Q € {€, %, O, 0y} (4.46)
independente da modulacao ser QAMS ou twisted;

2. As modulagoes de K5 preservam as classes de superficies dos indices parciais e totais
de existéncias minimo e méximo, isto &, I™" (QAMS) e ™" (twisted) ocorrem numa
mesma classe de superficies, como também [™** (QAMS) e I™** (twisted);
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3. As modulagoes de K, 4 sé nao preservam as classes de superficiess dos indices parciais
de existéncia minimo;

4. A taxa de variacao do nimero de modulagoes QAMS’s e twisted possuem as seguintes
propriedades:

(a) maximo de 6% na classe ), de Kij;
(b) minimo de 1,05% na classe de Q, de Kj;

(c) variagoes meédias dos indices parciais: de 4.57% em K5 e de 4.56% em Ky4
(diferenca de 0,01% e, portanto, sdo praticamente iguais);

(d) variacoes médias dos indices totais: de 3,0% em K e de 2, 18% em K, 4, (diferenca
de 0,82%);

(e) desvio padrao maximo de indices parciais: de 0,98% em K5 e K, 4 (diferenga de
0,98%);

(f) desvio padrao méximo de indices totais: de 4,6% : em Kj e de 1,01% em
K44 (diferenca de 3,6%).

Demonstragao. As afirmacoes da observacao sao provadas através das seguintes justi-

ficativas:

1) No célculo de I; a percentagem é computada sobre os elementos dos conjuntos €2, €, Q,
e O e em I, a percentagem incide em apenas 2, ou sobre os elementos de €2, e (), ou sobre
Q, e O o que vai implicar necessariamente na desigualdade (4.46) .

2) Se I (S|u) é o indice da taxa de existéncia da modulagdo M sobre a familia de superficie

S, entao, em particular, para o caso das modulacoes de K5, temos que:

[Ir)nin (ﬁs‘QAMS) = 14, 55% € [Ir)nax (§b|QAMS) = 85,45%
I;)nin (§s|Twister) == 9, 49% € ];nax (§b|Twister) = 907 51%
[trmn (Qs‘QAMS) = 4,59% (S [;nax (Qb’QAMS) = 85,45%
[;nin (ﬁs‘TwisteT) = 14, 55% e [tmax (ﬁb‘Twister) = 90; 51%.
Portanto, uma avaliagao nas igualdades acima de fndices médximos e minimos de existéncias
de modulagoes, deduzimos que o indice minimo de existéncia parcial I;‘in da modulagao
QAMS ¢ realizado na mesma classe de superficies nao-orientdveis sem bordos e o indice
maximo de existéncia parcial ["** da modulagao twisted, ¢ realizado na mesma classe de

superficies nao-orientdveis com bordos.
3) No caso das modulagoes de Ky 4, verificamos que

I3 (] qawms)
I;;nin (§s|Twister)

I (Q|qams) =
)

[tmin (Qs’Twister =

75% e I™™ (y|qams) = 86,57%
31% e I (Qy|rwister) = 90,89%
21% e I (Q|qams) = 55,98%
52% e I (Q|rwister) = 58,33%

4,
9,
§ (4.47)
3,
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0 que mostra que somente I];nin encontra-se em classes de superficies diferentes Q, e €.
Observamos que nos casos de indices de (4.47), diferentes de [;,“in, as classes de superficies
sao preservadas, demonstrando assim a afirmagao 3) da Proposicao 4.4.3.
4) Pela Tabela 4.4.5, as variacoes médias de indices parcial (var,) e total (var;) do nimero
de modulacgoes das classes de superficies de mergulhos de 2-células do grafo completo K5 sao
dadas por,

4,08 + 4,08 4 5,06 + 5,06

var, (K5) = 1 ——— = 4,57
1,354+1,05+ 3,6 +6,0
var, (K;) = — ks 4+ 0+ 0,0 _ 3,0

e os desvios padroes maximos parcial (des,) e total (des;) sdo dados por

des, (K5) = 5,06 — 4,08 = 0,98
des; (K5) = 6,0—1,35=4,65.

No caso de K44, as variacoes médias parcial e total sao dadas por

5,14+4,9+4,12 44,12

vary, (K4,4) = 1 ’ = 4, 56
1,69+1,99+ 2,7+ 2,35
varyg (K4’4) = d + 5 Z_ 1+ 2 = 2, 18

e o desvio médio padrao méximo das variagoes parcial e total sao dadas por

des, (K44) = 4,12—5,1=0,98
des; (Ku4) = 2,7—1,69=1,01.

Estes resultados mostram que as afirmagoes (a)-(f), da parte 4, sdo verdadeiras, encerrando
assim as demonstragoes das afirmacoes da Proposicao 4.4.3. ]

Como era esperado, em ambos os grafos, a variacao média total é menor do que a variacao
média parcial, isto é

var, (G) < vary, (G), se G = K5 ou G = Kyg4,

Esta propriedade é uma consequéncia direta da parte 1, da Proposi¢ao 4.4.3. Além disto,
segue da demonstracao da parte 4., que o desvio padrao da variacao total também é menor
do que o desvio padrao da variacao parcial, isto é,

des; (G) < des, (G), se G = K5 ou G = Ky 4.

Quanto as diferencas das variagoes médias e desvios padroes dos grafos K5 e K44, valem as
seguintes relacoes

var, (K5) — var, (K44) = 4,57 — 4,56 = 0,01%
var, (K5) — var; (K44) = 3,0 — 2,18 = 0,12%
des, (K5) — des, (K44) = 0,98 — 0,98 = 0,00%

) (4.48)
des; (K5) — des; (Ky44) = 4,65 — 1,01 = 3,64%
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Pelas igualdades em (4.48), vemos que, apesar da grande diferenga do nimero de mo-
dulagoes dos grafos K5 e K44, pois esta é dada por

|M (Ky4)| — |M (K5)| = 1.679.616 — 7.776 = 1.671.840,

as variacoes nos indices de existéncia de modulagoes nas classes de superficies é muito pe-
quena. Observe que nas trés primeiras igualdades de (4.48), as diferencas entre variacao
média de desvio padrao é bem préoxima de zero e sé chega a ser um pouco acentuada no
ultimo caso da diferenca entre os desvios padroes totais, que ¢ de 3,64%. Tais resultados
mostram que as classes de modulagoes tendem a apresentar um crescimento proporcional. A
Figura 4.4.2, ilustra o gréfico dos nimeros de modulagoes QAMS’s e twisted existentes em
cada classe de superficies de mergulhos do grafo completo K5 e do grafo completo bipartido

Kyy.
Quantidadelde[Modulagoes
450
|
400 I QAMS ’s
= orientéveis
350
i
300
i
Twisted
250 [ | orientéveis
|
200
|
150 =
QAMSmao
100 = orientdveis
|
50
|
: : [ ]

Twisted/miao
orientédveis

Grafol¢completoK,

Figura 4.4.2: Gréfico dos nimeros de modulagoes QAMS’s e twisted por familias de super-
ficies dos grafos K5 e Ky 4.

Observe que as distribuicdes de modulacoes pelas classes de superficies €, Q., Q5, Q. sdo
muito parecidas. Por enquanto nao ha dados referentes as modulagoes vinda de mergulhos
do grafo completo K,,, m > 5, e de K, ,, com n > 4. Entretanto, da anédlise acima para os
casos particulares de K5 e K44, deduzimos que os gréficos dos nimeros de modulagoes por
familia de superficies apresentam comportamentos idénticos aos da Figura 4.4.2.

Utilizando a notagao da Secao 4.1 e a andlise acima, concluimos que os conjuntos de
superficies e de modulacoes de um grafo qualquer G, satisfazem as relacoes

B
I

2S(GQ), S, (G) < S.(G) < S, (GQ) (5.1)
2M (G), M, (G) < M, (G) < M, (Q).

=l wl
Q
12
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Ou seja, o nimero de superficies nao-orientdveis é aproximadamente igual ao dobro das
superficies orientdveis, o nimero de superficies sem bordos é menor do que o nimero de
superficies com bordos (orientdveis ou nao) e o nimero de superficies com bordos orientaveis
¢ menor do que o nimero de superficies com bordos nao-orientdveis. As mesmas relagoes de
desigualdade valem ainda para o caso do nimero de modulacoes.

De um modo geral, valem as seguintes relacoes de ordem referente aos nimeros de mod-
ulacoes nas classes de superficies de mergulhos de um grafo

|M (Q,)] < |M ()] < |M ()] < |M ()] (5.2)

As conclusoes anteriores nos levam a considerar as superficies sem bordos como ja sendo
um grande celeiro de projetos de modulagoes QAMS’s e twisted, depois vem o conjunto das
superficies sem bordos nao-orientdveis, das superficies com bordos orientdveis e finalmente,
o maior deles, o conjunto da superficies com bordos nao-orientédveis.

Quanto ao desenvolvimento de projetos de modulacoes sobre superficies, as modulacoes
QAMS’s encontram-se em seu estdgio inicial, somente um modelo regular sobre a superficie
toro, vindo de um mergulho regular de K3, foi explorado até o presente momento, gerando
excelentes resultados [3].

Segue dos resultados das Tabelas 4.3.10 e 4.4.4 que dispomos de 2828 projetos de mo-
dulagoes disponiveis, identificadas neste trabalho, a maioria deles podem ser utilizados para
projetos de modulagoes QAMS’s e no caso das modulagoes twisted, qualquer um deles pode
ser utilizado. Alids, este tipo de modulagao existe desde 1976 [32], tem sido alvo de intensa
pesquisa, resultando em excelentes trabalhos [5], mas hd muito ainda o que explorar, prin-
cipalmente no que se refera ao uso de superficie e da escolha da curva utilizada para o sinal
de transmissao.

Enfim, hd um grande manancial de projetos identificados neste trabalho, muitos deles de
uso imediato, a nossa disposicao, para serem utilizados como projetos de modulagoes QAMS
ou twisted.

Apesar do grande nimero de modulacoes identificadas, achamos que os dois casos de
grafos estudados nao sao suficientes para tirarmos conclusoes sobre propriedades e compor-
tamentos gerais das modulagoes sobre variedades riemannianas. Foram avaliados duas classes
de grafos, o grafo completo K5 e o grafo completo bipartido K, 4. Vimos que o comporta-
mento destes em relagao aos indices de incidéncias de projetos de modulagoes por familias
de superficies sao bastante similares. Como seria o comportamento e propriedades de outros
tipos de grafos, é o que iremos comprovar no préximo capitulo.
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CAPITULO b

Modulagoes Oriundas do Cubo e do Octaedro

Até, entao, s6 sabfamos informacgoes de modulagoes sobre superficies vindas de mergulhos
ou do grafo completo ou do grafo completo bipartido. E sobre outros tipos de grafos, como
seriam os projetos de modulagoes sobre superficies? Existiriam regulares? Quantas seriam?
Poderiam ser realizadas em superficies nao-orientdaveis? E em superficies com bordos? Pode-
riam ser identificados de modo andlogo ao dos completos, isto é, através do Algoritmo 2.6.17
Fornecer respostas a cada uma destas interrogacoes serd o objetivo deste capitulo.

E qual seria o grafo diferente da classe de grafos completos que poderfamos escolher?
Esta é a primeira questao a ser tratada. Em primeiro lugar, devemos saber que o grafo nao
pode ser muito grande porque senao nao poderfamos identificar as suas classes de mergu-
lhos. Em segundo, nao faz sentido optar por um grafo que nao produz mergulhos regulares.
Escolhemos, entao, o grafo correspondente ao cubo. Este é um poliedro regular convexo e,
portanto, um projeto de modulagao regular sobre a esfera de uso consagrado; além disso, a
sua simetria deverd produzir outros projetos de modulagoes regulares. Por outro lado, a sua
quantidade relativamente pequena de elementos permite identificar todos os seus mergulhos,
através do Algoritmo 2.6.1.

A escolha do cubo resolve o nosso problema. Mas os projetos de modulagoes vindos de
mergulhos de grafos tém uma forte relagao com os seus grafos duais. Mas o dual do hexaedro
é o octaedro, e este também é um poliedro regular, ou seja, uma modulacao regular da esfera,
com um nimero relativamente pequeno de vértices e lados, que permite identificar todos os
seus mergulhos. Entao incluiremos também o octaedro em nosso estudo. Existiria alguma
relacao entre as modulacoes de um grafo e as modulacoes de seu dual? Esta é a principal
motivagao pela qual nos fez incluir, neste capitulo, o estudo das modulagoes do octaedro.

5.1 Modulacoes Oriundas do Hexaedro

O cubo, devido ao seu formato, é um dos poliedros que mais se tem notabilizado através
do uso de objetos. Quem nao conhece o dado e quem nunca viu uma caixa de presente
ou porta-jéias em formato de um cubo (hexaedro)? Em teoria da informagao, o uso do
cubo também ¢é notdavel porque o mesmo personaliza um projeto de modulacoes do tipo
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geometricamente uniforme para uma constelacao de 6 sinais sobre a esfera.

A escolha nao foi o tetraedro, por este ser um grafo muito pequeno, possuir dual idéntico
e por produzir pouquissimos projetos de modulacoes. Os seus projetos de modulagoes até ja
foram identificados em [15].

O hexaedro é realmente famoso, possui grupo de isometrias de ordem 48 e tem todos
os atrativos e propriedades requeridas para um projeto de modulacoes. Além disso, difer-
entemente do tetraedro, o hexaedro possui um dual totalmente diferente com um mimero de
elementos relativamente pequenos, que atende aos nossos propdésitos.

O hexaedro ¢ um grafo da forma Hg 12, isto é, definido sobre um conjunto com 8 vértices
V = {vp,v1, - ,v7}, com rotulamento fixado conforme o grafo da Figura 5.1.1 e um conjunto
de 12 lados.

V. @ e
E),’. /V5
o v
Pid 4
Vie

Figura 5.1.1: Rotulamento de vértices fixo sobre o hexaedro

O hexaedro Hg i, da Figura 5.1.1, visto como um grafo planar, possui por sistema de
rotagoes,

® ={0(1,5,3),1(0,6,2),2(1,3,7),3(0,4,2),4(3,5,7) ,5(0,4,6) ,6 (1,5,7),7(2,6,4)},

ou na forma matricial

153
0 6 2
137
0 4 2
9=135 7
0 4 6
157
|2 6 4

O objetivo é encontrar todos as modulagoes geradas pelos mergulhos do grafo Hg ;.

Observe que o mergulho correspondente a rotacao © nao é o hexaedro sobre a esfera.
Pelo Algoritmo 2.6.1, o mergulho hexaedro Hg 2 (©) é composto pelas seguintes sequéncias
orbitais

Y1 = (17075747772)7 Yo = (57073747576777473727776717273707176>7
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isto ¢, formado por duas regices, Ri e Ri;. Pela férmula de Eiiler (2.5), o mergulho de
Hg 12 (©) encontra-se sobre uma superficie 2 de caracteristica x (2) =8 — 12+ 2 = —2, isto
é, sobre o bitoro e portanto resulta em um mergulho da forma

H8,12 (@) — 2T = R6R18.

Concluimos, entao, que a rotacao © que representa o grafo planar da Figura 5.1.1 nao
corresponde ao tao conhecido cubo sobre a esfera. O sistema de rotagao que gera o cubo é
bem diferente de ©. Na verdade, existem somente duas rotagoes que produz o cubo esférico
(hexaedro), sao elas:

0. = {0(1,5,3),1(2,6,0),2(1,3,7),3(0,4,2),4(3,5,7) ,5(6,4,0),6(7,5,1),7(4,6,2)},

0" = {0(3,5,1),1(0,6,2) 2(7,3,1),3(2,4,0) 4(7.5,3) 5(0,4,6) 6 (1,5,7) ,7(2,6,4)}.

De fato, pelo Algoritmo 2.6.1, o mergulho de Hg ;5 (0) é formado pelas seguintes sequéncias
orbitais

71 (17 07 57 6) V2 (57 07 37 4) V3 (37 Oa 17 2) » V4 (27 17 67 7) Vs (37 27 77 4) » V6 (57 47 77 6)
e o mergulho do grafo Hg 15 (0) é composto das sequéncias
71_1 (67 57 O’ ]‘) 772_1 (47 37 07 5) Y 73_1 (27 ]" 07 3) 7,}/21 (77 67 ]" 2) 775:1 (47 77 27 3) Y 76_1 (67 7’ 47 5) °

O nosso objetivo é obter todas as modulacoes vindas de mergulhos do hexaedro. Até
o presente momento, nao haviamos percebido da necessidade de definirmos o conjunto de
mergulhos de um grafo G e, consequentemente, o conjunto das modulagoes vindos de um
grafo GG. O problema é que o hexaedro é um grafo trivalente e, com um rotulamento diferente
do apresentado na Figura 5.1.1, poderia gerar modelos distintos.

Observe que o grafo da Figura 5.1.2 é trivalente, contém os mesmos niimeros de vértices
e lados do hexaedro, entretanto, possui duas regioes triangulares e, como veremos posterior-
mente, estes tipos de regioes nao fazem parte dos mergulhos do hexaedro.

Visando obter a unicidade do mergulho, é necessédrio definirmos as modulagoes de um
mergulho de grafo, conforme estabelecido a seguir.

Definicao 5.1.1 Seja G (p,q) um grafo planar e © = {6y,01,--- ,0,.1} o seu sistema de
rotagoes. Denominaremos de conjunto das modulagoes de G, o conjunto formado por todos
os mergulhos de 2-células de G (p,q) (©'), onde ©" = {0, 0},--- .0, |} é uma rotagdo obtida
de © tal que 0’ é uma rotagdao de WV (6;), para todo i € {0,1,--- ,p—1}.

Na Defini¢ao 5.1.1, ¥ (6;) é um conjunto de rotagoes distintas do vértice v; e a expressao
‘todos os mergulhos de 2-células’ refere-se a todos os mergulhos orientdveis, nao-orientaveis
com e sem bordos de GG. As modulagoes de K5 e K44 obtidas no Capitulo 4, atendem as
condicoes da Definicao 5.1.1. O mais importante destas condigoes é ,sem divida, o fato do
conjunto das modulagoes de um grafo G ser definido de modo tinico.
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Figura 5.1.2: Grafo trivalente e com mesmo nimero de vértices e lados do hexaedro

Wy vy Wy Ws Uy W5 Ve vy

A(1,5,3) B(O,6,2) 0(1,3,7) D(O,4,2) E(3,5,7) F(0,4,6) G(1,5,7) H(2,6,4)
a(3,5,1) | 5(2,6,0) | ¢(7,3,1) | d(2,4,0) | (7,5,3) | f (6,4,0) | ¢(7.5,1) | h(4,6,2)

Tabela 5.1.1: Rotagoes distintas dos vértices do hexaedro H (8, 12)

Pela Secao 4.1, o processo de identificacao de modulacoes tem inicio com a identificagao
das rotacoes distintas de vértices. Pela Proposicao 4.1.2, o niimero de rotacoes distintas do
vértice v; € V' é dado por

Sendo assim, cada V¥ (¢;) é formado por dois elementos. Entao, escolhamos as rotagoes
de vértices e suas inversas do sistema de rotagoes ©, do grafo da Figura 5.1.1, para obter o
conjunto de rotagoes distintas do vertice v;, ¥;, de H (p, q) , conforme os sistemas relacionados
na Tabela 5.1.1.

Com o rotulamento adotado na Tabela 5.1.1, veja que a modulacao do grafo do hexae-
dro Hs 1o € realizado sobre a esfera na forma de um cubo, quando os sistemas de ® =
AVCDEfgh e @' = aBedeFGH sao os escolhidos para Hg 2, bem diferentes do sistema
O = AMCDFEFGH do grafo da Figura 5.1.1.

Voltando ao problema da identificagao das modulacoes do hexaedro, devemos identificar
todos os seus sistemas de rotacoes de Hg12. Como este ¢ da forma

0= {607 017 927 637 047 957 067 97}

com 0; € ¥; e |¥;] = 2, entdo o conjunto de sistemas de rotagoes de Hg 12 ¢ dado pelo
produto cartesiano

@(H&lg):\lfox\ljlX\IIQX\P3XW4X\I/5X\I/6X\I/7
e, consequentemente, o nimero de elementos do conjunto das rotagoes de Hg 12 é dado por

|@ (H8’12)| == 28 - 256 (53)
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Os sistemas de rotacoes de © (Hs 12) estao relacionados no Apéndice C.

5.1.1 As possiveis particoes do hexaedro

Antes de aplicarmos o Algoritmo 2.6.1, vejamos quais sao as possiveis particoes de mer-
gulhos do hexaedro. Se Hg 12 possui 12 lados, entao a soma dos lados de todas as regioes da
particao de um mergulho de Hg s ¢ igual a 24. O problema ¢é saber qual a regiao minima
(com o menor nimero de lados) de um mergulho de Hg ;5. O nimero de lados da regido seria
menor que 47 Mostraremos a seguir que nao.

Teorema 5.1.2 A regiao minima de Hg 12 € quadrangular.

Demonstracao. O cubo é uma particao de Hg 15 formada por seis regioes quadrangulares.
Suponha que exista uma regido triangular de uma particao de Hs 15 (©) que passa pelos vér-
tices v;,v; e vy, de Hg 1o, isto é, Rs = (i,j,k). Consideremos a regido triangular Rjs, cujas
orientacao e rotagoes de vértices sao fixadasconforme a Figura 5.1.3. Entao, os sistemas de

Figura 5.1.3: Rotagoes fixas de vértices e regiao de um mergulho de um grafo

rotagoes dos vértices v;, v; e v, é dada por

QZ:( ’h’j’...>’ 03‘:("' ,i,h,-'-), Qh:(... ’j’i’...)_ (5‘4)

Podemos supor, sem perda de generalidades, que i = 0 e que 8y = (1,5,3). Neste caso,
j =3,40u6. Se j =3, entao, por (5.4), devemos ter que

(
B ej:95:<0717_)¢\115
R A i
o B B L 9j293:(0,5,_)¢\113
0; = 0o = (1,5,3) = h5eJ3;‘{ 6 =05 = (3,0, )& T, (5:5)

0, =0,=(0,3,_) ¢ Vs

h: :1 7 )
\ 36‘] :>{9h:63_(1’0’—)¢\1!1'
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Observe que todos os casos em (5.5) sdo contraditérios, consequentemente 6; ndo poderia ser
(1,5,3). Entao s6 resta a opgao 0; = (3,5,1) . Neste caso temos que

(
B . 6; =05=1(0,3, )¢ s
h—3ej—5:>{0}}203:(5’07_)%@3
. B . 0; =6,=1(0,5, )¢ Uy
0;=00=(3,5,1)= ¢ h=5ej=1= O = 05— (1.0, ) & Uy (5.6)
hzl — J ) Ty
\ ¢ 3:{0h=91=(3,0,_>¢%

e portanto todos os casos em (5.6) também sao contraditérios. Consequentemente, 6; ¢ U,.
De modo analogo, deduzimos que §; ¢ VU;, para todo j € {1,2,3,---,7} (veja Apéndice D).
Portanto, nao existe particao em mergulhos de Hg12 que contenham regioes triangulares.
Logo, a regiao minima de mergulhos de Hg 12 ¢ quadrangular. [ ]

Conhecer a regiao minima de mergulhos de um grafo, ja € uma informacao de peso para
o processo de identificacao do conjunto das superficies e de suas particoes. Agregada a esta
informacao, o fato de mergulhos de Hjg ;2 nao possuirem regioes de lados fmpares, o conjunto
de particoes passa a ser uma estimativa bem proxima da realidade e menos dificil de ser
determinado.

Teorema 5.1.3 Se R, é uma regido de um merqulho de Hg 12, entdo o é par maior ou igual
a 4.

Demonstragao. Mostraremos que nao existe Rs = (a, b, ¢, d, e) sobre um mergulho de
Hsg 1. De fato, se ;5 existisse, sua orientacao e orientacoes de vértices seriam como na Figura
5.1.4. Consequentemente, os sistemas de rotacoes de Ry seriam dados por

(9@: (€;b7_)79b: (C,aa_)uec:(dub7_)79d: (0767_)76€:(d’a7—)
Suponhamos que 6, = 0y = (1,5, ). Entao,

( 06291:(6,0,_):>6d—96_(4717_)¢\Ij6

O =05 = (4,0, )= 0.=04=(6,5_)¢ ¥y

B 66—61:(2,07_):ed—82_(4717_)¢\I[2

Oa=00=(15 )= g g (40 )= 0, —0s= (25 )¢U,

96291—(2,0,_):>9d_92_(6717_) ¢\112

L 91):95_(6,0,_):>90—02_(4757_)géqjﬁ
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S P T e2P oP 2T e 4P oP

6R4 4R4R8 3R4R12 2R42R8 2R4R16 R42R10 R4R20 R8R16 R24

3R42Rs | 2R4Re Ry 4Rg | R4ReR14 2R¢R13 | RgRis  RioRa
RyRsR12  ReRsRio 2Rz
3Rs
1 2 4 7 ) 1

Tabela 5.1.2: Partigoes das classes de mergulhos orientéveis e nao-orientéveis de Hg 19

As contradigbes acima mostram que nao existe Rs que passa por v, com 6, = (1,5, ). De
modo andlogo, provam-se os demais casos. [ ]

Como ficou comprovado na existéncia do cubo através do mergulho de Hg 12 (©,) (grafo
Hg 12 munido do sistema de rotagdes O, mostrado na Secao 5.1), a particdo do mergulho
minimo do grafo do hexaedro é da forma 6Ry, isto é, composto por seis regioes quadrangu-
lares. Portanto, o mergulho minimo do hexaedro encontra-se sobre uma supeficie €2, cuja
caracterfstica de Eiiler ¢ dada por

X(Q)=8-1246=2,

ou seja, {) é uma superficie homeomorfa a esfera S.

Por outro lado, nao existe superficie nao-orientdvel com caracteristica de Eiiler igual
a 2, o maximo valor assumido por uma uma supeficie deste tipo ocorre no caso do plano
projetivo P, isto é, quando x (P) = 1. Mas, a parti¢do de mergulhos sobre Hg 12 que satisfaz
a caracteristica de P deve ser formada por 5 regioes, de fato,

X(Q)=8-1245=1.

Portanto, €2 é uma superficie homeomorfa ao plano projetivo P.

Conhecidos os niimeros de regioes e as superficies minimas para os mergulhos orientdveis
e nao-orientaveis de Hg ;o e utilizando os Teorema 5.1.2 e 5.1.3, concluimos que as partigoes
de mergulhos das respectivas superficies orientaveis e nao-orientdveis de Hg 2, sao como os
relacionados na Tabela 5.1.2.

Deduzimos, entao, da Tabela 5.1.2, que existem 20 possiveis partigoes para os mergu-
lhos de Hg 2, sendo 10 modelos orientdveis e 19 nao-orientdveis. Portanto, o conjunto das
superficies para as modulagoes de Hg 15 ¢ dado por

S (Hs 1) = {S, T, 2T, P,2P,3P,4P,5P} . (5.7)

A partir daqui, somente a construcao de um mergulho de um dos representantes de
classe ou o algoritmo 2.6.1 ird confirmar se o modelo da particao relacionado na Tabela 5.1.2
existe ou nao. Novamente, s6 temos condigoes, por enquanto, de confirmar a existéncia das
modulagoes orientdveis, através da implementacao do Algoritmo 2.6.1.

S6 resta identificar, agora, quais as classes de modulagoes de Hg 12 € seus respectivos
nimeros de elementos. Utilizando um arquivo formado pelo conjunto de rotagoes de Hg 12,
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relacionados na Tabela C.0.1, como entrada para o algoritmo 2.6.1, constatamos que as
classes de modulagoes orientdveis e o nimero de mergulhos de classe sao como o mostrado
na Tabela 5.1.3.

Na Tabela 5.1.3, cada classe de modulagao de Hg 15 € identificada através do sistema de
rotacoes O, a superficie €2, o tipo de particao, o conjunto de sequéncias orbitais, o niimero
de sinais k£ da moduagao e a cardinalidade da classe #.

= e Q) | Particao Sequéncias orbitais k| #
=1 H AbCDEfgh \ S \ Rysa444 \ {(1056),(0123),(0345),(1672),(2743),(4765) } \ 6| 2
Total dos mergulhos das classes da esfera | 2

Ey || AbCDefgh | T | Ryq412 | {(1056),(0123),(1672),(034765432745)} |4 | 16
Es || ABCDEfGh | T' | Rys610 | {(0345),(2743),(105672),(0165476123)} |4 | 24
E4 || ABcDEfGH | T' | Ryass | {(0345),(1276),(10567432),(01654723)} |4| 6
Z5 | ABcDeFgh | T'| Reepe | {(105432),(016723),(034765),(127456)} |4| 8
Total dos mergulhos das classes do toro| 54

Z6 | ABcDefGH |2T| R0 {(1276) , (10567450347230165432) } 2|72
=7 |ABCDEFGH |2T'| Rgs {(105472) , (016503456743276123) } 2|72
=g — 2T Rsgqe — 210
Z9 | ABCDeFgH | 2T | Ryp14 {(0167456123) , (10543276503472) } 2| 24
E10|| ABCDeFGh |27 Rig12 {(105432745672) , (016503476123) } 2| 32

Total dos mergulhos das classes do bitoro 200

Total geral dos mergulhos de Hg 12 ‘ 256

Tabela 5.1.3: Classes de modulacoes orientdveis de Hg 12

Observe, na Tabela 5.1.3, que ao todo sao 256 mergulhos identificados pelo Algoritmo
2.6.1; logo, pela igualdade (5.3), foram identificados todos os modelos de projetos de mo-
dulagoes orientdveis de Hg1s. De imediato, vemos que todas as superficies orientdveis de
S (Hs 12) possuem os seguintes modelos de modulagoes regulares: 6R4 sobre a esfera, 4Rg
sobre o toro e 2R,4 sobre o bi-toro. Dentre os projetos de modulagoes identificados neste
trabalho o hexaedro ¢ o tinico que apresenta um indice de 100% de existéncia de modulacoes
regulares nos conjuntos de superficies orientdveis. Além do mais, hd somente um dos possiveis
modelos de particao, RgRig que nao é realizado em superficies orientéveis.

Apesar do nimero reduzido de mergulhos (256) de superficies orientédveis (3) e modelos
de partigoes (10), a conclusao é que o hexaedro possui um alto indice de existéncia de mo-
dulagoes regulares em superficies sem bordos (100%) e um alto indice de parti¢oes realizaveis

(90%).

5.2 Modulacoes do Hexaedro

O processo de identificacao das modulacoes do hexaedro em superficies com bordos é
andlogo ao processo de identificacao do Capitulo 4, utilizado nos grafos K5 e Ky 4.
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A primeira tentativa de organizar os dados relativos as modulagoes de um grafo, significa
identificar dois tipos de modulacoes em quatro classes de superficies distintas. E uma etapa
importante do processo porque fornece, além dos modelos, as classes de superficie e a quanti-
dade de modulagoes. A partir dos dados da Tabela 5.2.1, fica mais fécil classificar e analisar
as modulacoes QAMS’s e twisted do hexaedro.

Modulacoes orientdveis de Hg 15 sobre S,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
o] s ST % (S5 % | 5% | #
El 6R4 5R4 4R4 3R4 2R4 R4 H8,12 6
# 1 1 1 1 1 1 1 6
Modulacoes de Hg 12 sobre P,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
Q] P P \ Py | Py \ P, P ] #
= 3R4R 3R4,2R4R 2R R
= 9 4116 4, 2104116 4 4 H 11
2| 3Ra2Rs 2R42Ry R42Rg 2Rg Rg 512
+# 2 4 5 4 4 2 21
Modulagoes de Hg 15 sobre T), e 2P,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
Q[ T,2P 11,2P, | 1,2P, | 13,2P; | T4,2P; | #
1| 3R4Ris | 3Ry, 2R4Ryp | 2Ry, RyR1p | Ry, Rio Hg 12 3
— 2R R, 2R R1o| 2R4, R4 R Ry, R
=12 4ltg, 21041110 4, Ita vy 4, Ig H 12
o R4Re Ry R4Rg, R Ryo Ry 512
= 2R, Rg 2R4,2Rg
2sll 2R42Rg RiOR: RuRs Ry Rg Hg 19 8
E4 4R6 3R6 2R6 R6 H&lg 5
# 4 8 10 7 4 33
Modulacoes de Hg 15 sobre 3P, Modulagoes sobre 27, e 4P,
Sem bordo Parti¢oes de mergulhos com bordos |Sem bordo Com bordo
Q[ 3P 3P \ 3P, | 3P [ # [ Q2T 4P [ 2T 4P, 2T, 4P| #
=i 2R4R6 2Ry, Ry Ry Ry, Rig  |Hgiz| 6 |Z1|| RyRog | R4, Rog| Hgio | 4
= RyRg, Ry R Ry, R =o|| RgR1s | Rg, R H, 4
= | R.R«R 4lt6, [tafrig 4, 116 H 8 |=2|| fislhs | fs, ft1g 8,12
2| e ReRi4 R4 512 Es|| [lgll6 | [1s, [ | Hgio | 4
= R,sRg, R4R R4, R Z4||RioRia| Rig, R1a| H 4
=.|| RyR<R 4ltg, fg o 4, Ity o 8 |=4|flioftia| fag, fag 8,12
LT RgRy Ry %12 ° |Zs5|[RiBRiw| R | Hsir |3
Zh|| R42Ryg | R4Ry0,2Ry0 Ry, Rig |Hgi2| 6 |[# 5 9 5 |19
55 2R6R12 2R6, R6R12 R6, R12 H8’12 6 Modula(_;ées sobre 5PH
= R Ry, RgR1o Rg, Rg Sem bordo Com bordo
=6 RGRgRlO R8R10 RlO H8712 8 Q 5P 5P1 #
Eq 31g 2Ry Ry Hg12| 4 |Z1| Roo Hg 12 2
# 7 16 16 7T | 46 |# 1 1 2

Tabela 5.2.1: Parti¢oes das modulagoes de Hg 1o sobre 27), ou 4P,

Usando a Tabela 5.2.1, determinamos, na Tabela 5.2.2 os niimeros de modulagoes QAMS’s
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e twisted existentes em cada classe de superficies orientdveis e nao-orientdveis, com e sem
bordos, discriminando as regulares e as irregulares.

No caso das modulagoes orientaveis de Hg 12, a estimativa ¢ precisa e qualquer um dos
projetos identicados na Tabela 5.2.1 podem ser realizados, desde que o mergulho geométrico
seja obtido. Os dados referentes as modulagoes nao-orientdveis nao sao precisos, trata-se de
uma estimativa dos modelos de partigoes possiveis.

Observamos, na Tabela 5.2.2, que os dados referentes as superficies das formas ¢7T" e 29 P
sao idénticos, quando todos os mergulhos sobre as superficies orientdveis g7 sao realizados,
por exemplo, no caso dos mergulhos de Hg 15 sobre 1" e 2P. Obviamente, as igualdade entre
os numeros de elementos das particoes de T' e 2P nao implica, necessariamente, que um
modelo orientédvel realizdvel sobre 7', também seja realizdvel em 2P. Pode ser que sim. Pode
Ser que nao.

QAMS Twisted
Sem bord C bord
Q Re‘mI OJ‘r gl - o‘ml OT ;2 S, + S5 | Sem bordo | Com bordo | Ss
Sy, 1 0 1 4 0 4 5 1 6 7
T, 1 3 4 6 11 | 17 21 4 29 33
2T, 1 3 4 0 0 0 4 4 11 15
T, 3 6 9 10 | 11 | 21 30 9 46 55
QAMS Twisted
— Sem bord C bord
Q Re‘m] OT 24 . o‘ml OT ;5 S, + S5 | Sem bordo | Com bordo | Sg
P, 0 2 2 6 7 13 15 2 19 21
2P, 1 3 4 6 11 | 17 21 4 29 33
3P, [ 1167 | 4]12]16 23 7 39 46
4P, |1 [ 3[40 00 5 14 19
5P, 1 0 1 0 0 0 1 1 1 2
T5 4 114 | 18 | 16 | 30 | 46 64 19 102 121
Ty+15 | 7 | 20| 27 | 26 | 41 | 67 94 28 148 176

Tabela 5.2.2: Modulagoes QAMS’s e twisted por classes de superficies de Hg 12

Quanto ao nimero de modulagoes das principais familias de superficies de mergulhos de
Hyg 19, segue da Tabela 5.2.2, que: 85 projetos correspondem as modulagoes orientéveis, sendo
30 QAMS’s e 55 twisted e 185 correspondem as superficies nao-orientédveis, sendo 64 QAMS’s
e 121 twisted. Sobre superficies sem bordos, vemos que existem 27 projetos de modulacoes
QAMS, sendo 9 orientéveis e 18 nao-orientaveis, 28 projetos de modulagoes twisted, sendo 9
orientdveis e 19 nao-orientdveis. Sobre superficies com bordos, sao 67 projetos de modulacoes
QAMS’s, sendo 21 em superficies orientdveis e 46 em superficies nao-orientéaveis, 176 projetos
de modulacoes twisted, sendo 55 orientéveis e 121 nao-orientdveis. Logo, hd um total de 270
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classes de modulacoes do hexaedro.

100 AQuantidadeldeModulagoes
90 QAMS’s
regulares
80
70 QAMS’s
" irregulares
50
Totaisldas
40 = QAMS’s
|
30
|
20 0
| Twisted
10 i sem[bordos
|
0 |
Reg iIrreg . Reg !Irreg . Regilireg Reg ! Irreg
W, W, W W

@

Twisted
com/bordos

Modulagdes EQASMS ’s

Figura 5.2.1: Grafico da quantidade de modulagoes QAMS’s e twisted por familia de super-
ficies de mergulhos do hexaedro Hg 12

O gréfico da Figura 5.2.1 mostra o nimero de modulagoes QAMS’s regulares, irregulares e
totais das classes de superficies de mergulhos de Hg 15: sem bordos orientaveis {2, com bordos
orientdveis ()., sem bordos nao-orientdveis ), e com bordos ndo-orientdveis .. Mostra,
ainda, o nimero de modulacoes twisted nas classes de superficies de mergulhos de Hg12: €25,
Q.. Q, e Q..

De um modo geral, as classes de modulagoes de Hg 12 tém comportamentos semelhantes
as modulagoes de K5 e Ky 4. No caso destas dltimas duas, os dois tipos de modulagoes QAMS

e twisted, regulares e irregulares, apresentam as mesmas desigualdades
[Reg ()] < |Reg ()| < |Reg ()] < |Reg ()] (5.8a)
Irreg (€2)] < |Trreg ()| < [Irreg (€2)] < |Irreg (Q)] - (5.8b)

Entretanto, a classe de modulagoes QAMS’s irregulares é a tnica das classes de modulagoes
de Hs 12 que nao satisfazem as condigoes de (5.8a) . Neste caso, valem as desigualdades

|Irreg (€0,)] < [Trreg ()| < |Trreg ()| < |Irreg ()]

Além das conclusoes acima, observamos que as modulagoes de Hg 12, por apresentarem
um nuimero bastante baixo em relagao as modulagoes de K5 e K44, apresentam taxas de
variagoes bem maiores do que destas duas iltimas. Na Tabela 5.2.3, apresentamos os indices
de incidéncias parcial I, total I; e a taxa de variacao entre as modulagoes QAMS’s e twisted.
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Modulacdes Orientével Nao-orientével
Sem bordo | Com bordo Sem bordo | Com bordo
QAMS 9 21 18 46
. L, 1, 30,00 | 9,57 | 70,00 19,72 28,13 [ 19,149 | 71,87 | 48,94
> twisted 9 46 19 102
L, 1, 16,36 | 5,114 | 83,64 | 18,67 | 15,702 | 10,78 | 84,298 | 57,96
Taxa de variacio (%) || 13,64 | 4,456 | 13,64 | 1,05 | 12,428 | 8,369 | 12,428 | 9,02

Tabela 5.2.3: Taxa de variagao dos indices de existéncias das classes de modulagoes QAMS’s
e twisted nas familias de superficies de mergulhos do grafo K44

Para efeito de comparacao, apresentamos, na Tabela 5.2.4, os dados referentes as taxas
de variagoes das Tabela 5.2.3 e 4.4.5. De imediato, vemos que a taxa de variacao entre
modulacoes QAMS’s e twisted é maior nas modulagoes de Hs js.

Taxa de Orientével Nao-orientgvel
variagao Sem bordo Com bordo Sem bordo Com bordo
do grafo

Reg Irreg Reg Irreg Reg Irreg Reg Irreg

Var (K5) 4,08 | 1,35 | 4,08 | 1,05 | 5,06 3,6 5,06 6,0
Var (K44) 51 | 1,69 | 4,9 | 1,99 | 4,12 2,7 | 4,12 | 2,35
Var (Hg1) | 13,64 | 4,46 | 13,64 | 1,05 | 12,428 | 8,37 | 12,428 | 9,02

Tabela 5.2.4: Taxas de variacoes dos indices de existéncias das classes de modulagoes QAMS’s
e twisted nas familias de superficies de mergulhos dos grafos K5, K44 € Hg 12

No gréfico da Figura 5.2.2, apresentamos as taxas de variagoes entre modulagoes QAMS’s
e twisted por familia de superficies dos grafos completo K5, completo bipartido K44 e do
hexaedro Hg ;2. Observamos, que a variagao méxima para estes respectivos grafos sao 4,95,
3,41 e 12,59. Portanto, hd uma variacao maior entre o nimero de modulagoes QAMS’s e
twisted nas familias do grafo Hg 12 € o grafo completo bipartido /K 4 apresenta a menor taxa
de variacao.

Observe, ainda, que as taxas de variagoes entre os grafos completo K5 e o grafo completo
bipartido K4 estao muito préximas e possuem curvas bem parecidas. Apesar da variacao
em Hj 12 ser maior, o tipo de curva nao ¢ muito diferente em termos de variacao. Conclufmos,
portanto, que independente do tipo de grafo, as curvas de taxas de variacoes sao idénticas,
com uma pequena diferenca nas modulagoes do grafo completo bipartido K, 4. Diferente-
mente de K5 e Hg 19, a familia de modulagoes nao-orientéveis irregulares de K4 4 apresentam
a maior taxa de variacao.

As taxas de variacoes das familias de grafos completos e dos grafos completos bipartidos
estao muito proximas, porém, grafos que nao pertencem a estas familias possuem variagoes
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muito diferentes. Contudo, as variagoes de taxas nao sao muito diferentes.

A
? Taxalde [variacao

10 g
5 Modulacoes
. “\\ /\\ f . % [dolgrafolK,
=%
=
s\ 7 N ] N~ = £ otulages
\ \ / <  Modulagoes
. Ve o g dolgrafolK, ,
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D = . Modulacses
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Figura 5.2.2: Gréfico da taxa de variagao entre modulagoes QAMS’s e twisted por familias
de superficies dos grafos K5, K44 ¢ Hg 1o

Para termos uma idéia precisa das variagoes de taxas entre as familas de superficies,
na Tabela 5.2.5, apresentamos o desvio padrao entre a taxa de variacao das modulacoes
regulares e irregulares nas familias de superficies orientdveis e nao-orientaveis. Consta, ainda,
a taxa de variagdo média das superficis sem bordos e com bordos (calculadas nas superficies
orientdveis e ndo-orientédveis), a taxa de variacao média nas familias de superficies orientaveis
e nao-orientdveis e a variagao total.

Desvio padrao Variacao média

Grafo Orientdvel | Nao-orientdvel | Sem Com | Orien- | Nao-Ori- Total
ota.

Reg | Irreg | Reg Irreg | bordo | Bordo | tével entédvel
K 0,00 | 0,30 | 0,00 2,40 3,52 4,05 2,64 4,93 3,79
Kyqq | 0,20 | 0,30 | 0,00 0,35 3,40 3,34 3,42 3,32 3,37
Hgio || 0,00 | 3,41 | 0,00 0,65 9,72 9,03 8,20 10, 562 9,38

Tabela 5.2.5: Taxas de variagoes dos indices de existéncias das classes de modulagoes QAMS’s
e twisted nas familias de superficies de mergulhos dos grafos K5, K4 € Hg 12

Por exemplo, no grafo K5 o desvio padrao das modulacoes regulares das superficies
orientdveis, Dp (2 (Reg)), é dado pela diferenga entre as taxas de variagdes das modulagdes
QAMS e twisted desta familia de superficies, isto é,

Dp (22 (Reg)) = Var (QAMS) — Var (twister) = 4,08 — 4,08 = 0, 00.
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Nos casos das demais familias, temos:

Dp (22 (Irreg)) = Var (QAMS) — Var (twister) = 1,35 — 1,05 = 0, 30
Dp (2 (Reg)) = Var(QAMS) — Var (twister) = 5,06 — 5,06 = 0,00
Dp (Q (Irreg)) = Var (QAMS) — Var (twister) = 6,00 — 3,60 = 2, 40.
A variagao média V,, foi calculada, no caso do grafo Ky para a familia de superficies

sem bordo, tomando-se a média aritmética das taxas de variacoes das superficies sem bordos
orientdveis e nao-orientdaveis. Neste caso, os cdlculos foram realizados do seguinte modo:

Vm (M) = i [Var (2, (Reg)) + Var (€, (Irreg)) + Var (Q, (Reg)) + Var (€, (Irreg)) ]

1
= Z<4’08+ 1,35+ 5,06+,6) = 3, 52.

No caso da familia de superficies com bordos, a variagao média é dada por

Vm (M,) = i [Var (. (Reg)) + Var (2 (Irreg)) + Var (€. (Reg)) + Var (Q. (Irreg)) |

1
= —(4.08+1.05+5.06+6.0) =4,05.
4

A variagao média da taxa de variacao das modulagoes QAMS’s e twisted das superficies
orientaveis é dada por

Vm (M) = Z}l [Var (25 (Reg)) + Var (2 (Irreg)) + Var (2. (Reg)) + Var (2. (Irreg) )]

1
= (408 +1.35+4.08 + 1.05) = 2,64

e a variagao média da taxa de variacao das modulagoes QAMS’s e twisted das superficies
nao-orientaveis ¢ dada por

Vm (M) = i [Var (Q, (Reg)) + Var (€ (Irreg) ) + Var (€. (Reg)) + Var (Q. (Irreg)) |
— 411 (5.06 + 3.6 + 5.06 + 6.0) = 4,93,

Por 1ltimo, a variacao média total Vmt das modulagoes QAMS’s e twisted das superficies
de K5 ¢é determinada sobre a soma de todas as variagoes,

1
Vmt (K,,) = = (4.08 +1.35+4.08 +1.05 + 5.06 + 3.6 + 5.06 + 6.0) = 3, 79.
8

Os demais dados da Tabela 5.2.5, ou sejam, aqueles correspondentes aos grafos Ky 4 e
Hsg 19, foram determinados de modo andlogo ao de Ks.

Em relagao aos dados da Tabala 5.2.5, observamos que os dois representantes do grafo
completo apresentam desvio padrao zero, para os casos de modulacoes regulares e préoximo
de zero, na taxa de variagao das modulagoes QAMS’s e twisted irregulares, exceto a familia



5.3 Modulagoes do Octaedro 95

de modulagoes irregulares nao-orientaveis, cujo desvio padrao ¢ de 2,40%, o que nao & muito
alto.

No caso de Hg2, 0 desvio padrao ¢ também nulo para os casos regulares e também
sdo baixos nos casos irregulares, atingindo o valor maximo de 3,41%, no caso da familia de
modulagoes irregulares orientdveis.

Quanto a variagao média, as modulacoes dos grafos completos K5 e K, 4 apresentam
um indice baixo de variacao, com minima de 2,64%, na familia de modulagdes orientdveis e
méximo de 4,93%, na familia de modulacoes nao-orientdveis. A variacdo média nas modu-
lacoes de Hg 12 ¢ bem maior, com minima de 8,20%, na familia de modulacoes orientédveis
e méxima de 10, 59%, na familia de modulages nao-orientaveis. Observe que as variagoes
médias minima e maxima ocorrem nas mesmas familias de superficies.

Resta observar da Tabela 5.2.3, que as modulagoes QAMS preservam a relagdo: o nimero
de modulacoes em superficies nao-orientdveis é aproximadamente igual ao dobro das mo-
dulagoes em superficies orientdveis. Na verdade, ocorre igualdade no caso QAMS sem bordo
e é quase igual ao dobro, no caso twisted sem bordo. Em Hg 15, 0s valores das familias de
modulagoes nao-orientdveis aproxima-se do dobro das respectivas familias orientdveis bem
mais do que nos grafos completos K5 e Ky 4.

5.3 Modulacoes do Octaedro

Um dos principais objetivos deste trabalho é analisar se as modulagoes de um grafo e
de seu dual possuem algum tipo de relagao. Nada melhor do que o hexaedro e o octaedro
para realizar este propésito. Talvez sejam os exemplos mais famosos de grafos duais com o
nimero reduzido de elementos que permite realizar esta tarefa.

5.3.1 As partigoes e superficies de modulagoes do octaedro

O octaedro é um sélido platonico e, portanto, trata-se de um poliedro regular convexo.
Como é o dual do cubo, o octaedro é necessariamente um grafo com 6 vértices, todos de grau
4 com o mesmo numero de lados do cubo e composto de 8 regioes triangulares. O octaedro
serd denotado, entao, por Hg .

Na Figura 5.3.1 apresentamos o modelo espacial (a) e o grafo de Cayley (b) do octaedro
com o rotulamento fixo utilizado para determinar o conjunto dos sistemas de rotagoes de
Hg .

Lembramos que o rotulamento é fundamental para definir os sistemas de rotacoes e os
modelos de modulacoes através das sequéncias orbitais. Observe que os rotulamentos do
octaedro nos modelo espacial (a) e planar (b) coincidem quando estes sao determinados nos
seus respectivos ambientes. Em particular, ambos os grafos (a) e (b) apresentam o mesmo
sistema de rotagoes de Hg 15, dado por

©=1{0(1,2,3,4),1(0,4,5,2),2(0,1,5,3),3(0,2,5,4),4(0,3,5,1),5(1,4,3,2)}. (5.9)

Ambos definem um mergulho sobre a esfera composto de 8 regioes triangulares dadas pelo
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mesmo conjunto de sequéncias orbitais

1= (021), 7y =(032), 7y =(125), 7, = (014),
Vs = (043), 76 =(154), 77 =(235), 5= (345).

Nao é simples mapear regioes no modelo espacial vindas de mergulhos de grafos. No caso
do octaedro (a) da Figura 5.3.1, devemos abstrair a transformagdo geométrica do modelo
planar (b) em (a) e seguir a orientagdo. Além do mais, devemos considerar o fato de que
as faces nao visiveis do sélido geométrico em (a) possuem orientagoes oposta as das faces
visiveis. Seguindo estas observagdes, podemos verificar que (a) e (b) correspondem ao mesmo
poliedro e preservam o rotulamento.

a)[Octaedro b)[(GrafoldeCayleyldoloctaedro

Figura 5.3.1: Modelo espacial do octaedro e seu grafo de Cayley

Como deg (v) = 4, para todo vértice v de Hg 15, entdo, pela igualdade (4.14) , cada vértice
|U;| = (degv— 1) =(4—-1)! =6

rotagoes distintas. Por outro lado, pela férmula (4.13), o grafo H ;, tem
v (degv — 1)1 = [(4 — 1)]° = 65 = 46656 (5.10)

sistemas de rotacgoes distintas e, consequentemente, sao 46 656 mergulhos ou projetos de
modulagoes distintas de Hg ;5.

Pelo Algoritmo 4.1.5, um conjunto de sistemas de rotagoes distintos do octaedro Hg 5 é
dado na Tabela 5.3.1.

vl e [ % [ % [ % [ % | % |
Uy [ A= (1234) | G = (1243) | O = (1324) | a = (4321) | g = (3421) | 0 = (4231)
U, | B=(0452) | H = (0425) | P = (0542) | b= (2540) | h = (5240) | p = (2450)
U, | ¢ =(1530) | K = (1503) | Q = (1350) | ¢ = (0351) | h = (3051) | ¢ = (0531)
Uy | D =(0254) | L=(0245) | R=(0524) | d = (4520) | = (5420) | r = (4250)
U, | E=(0351) | M = (0315) | S =(0531) | e = (1530) | m = (5130) | s = (1350)
Uy | F=(1432) | N =(1423) | T = (1342) | f = (2341) | n=(3241) | ¢t = (2431)

Tabela 5.3.1: Conjunto dos sistemas de rotages distintos dos vértices de Hg ;o
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Uma vez que o octaedro possui uma regiao triangular, entao o mergulho minimo de Hy ;5
encontra-se sobre a esfera. A rotagdo ©, em (5.9), ja produz o mergulho. Logo, este é da
forma

Por ser o mergulho minimo do octaedro formado por uma triangulacao, cuja regiao
minima, o tridngulo, tem nimero de lados menor que a regiao minima de mergulhos do
hexaedro, que neste caso é uma regiao quadrangular, o conjunto das particoes de mergulhos
do octaedro ird ser bem maior do que o do cubo.

Considerando que o tridngulo é a regiao minima de um mergulho do octaedro, utilizare-
mos as igualdades em (4.10) para relacionar, na Tabela 5.3.2, todos os possiveis modelos de
parti¢oes de mergulhos do octaedro Hg ;5.

S P Te?2P 3P 2T e 4P P 37"e 6P| 7P

8R3| 6R3Rs |R333339|R333312 3366633315 3678 M3318 Rag11| Rzp1 |Ros
SR3R4R5|R333348| 333411 R344490(R33414 R3r77| R3a17 Rano0] Razo
4R33Ry |R333357|1t333510 34458133513 Raaai12| R3s516 Rss514] 519
R333366| 1%33369 3446733612 Raas11| R3615 5613 618
R333447| R33378 R34557/R33711 Raaeio| R3714 Rsri2| Rrar
R333456| 334410 R34566/R33810 Raa79| R3813 Rsg11| Rsie
R333555| 33459 R35556| 339090 Raags| M3912 Rs910] o5
R334446| 33468 Ra448|R34413 Rass10/R31011 Ree 12| 10,14
R33a455| R33a77 Ragasr|R3a512 Raseo| Raaie Reri1| Riiis
Rsss445 R33558 Rasaee|li3a611 Rasrg| Rasis Regie| Ri212
Rysaaaa| R33567 Raasse|ll3a710 Rases| Raeia oo
R3ug9 Ragrr| Razis Rizio
R3s511 Rsss9| Ragiz Rrgg
R35610 5568 Rggg
R3s79 Rssaqr
R3588 Rse6,7

R3,6,6,9 R6,6,6,6
1 3 11 22 34 27 10 |1

Tabela 5.3.2: Particoes das classes de mergulhos orientéveis e nao-orientdveis de Hg ;o

Observamos, nos dados da Tabela 5.3.2, que sao 56 modelos orientéveis e 109 sobre su-
perficies nao-orientdveis, o que representa um valor aproximadamente igual ao dobro das
particoes orientdveis, propriedade comum a todos os grafos analisados neste trabalho. As
particoes da Tabela 5.3.2, tanto se refere aos provaveis modelos de particoes do octaedro,
quanto aos provaveis modelos do hexaedro. Os Teoremas 5.1.2 e 5.1.3, reduzem acentuada-
mente os nimeros de particoes para somente 10 modelos orientdveis e 19 nao-orientaveis, o
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que representam reducoes de 5,5 vezes nos modelos orientdveis e, aproximadamente, 5,63
dos modelos nao-orientéveis. Tal redugao ¢ impossivel de ser realizada no caso do dual Hg 5,
uma vez que nao ha resultados de restrigoes equivalentes aos Teoremas 5.1.2 e 5.1.3. A
solucao para o octaedro é trabalhar com os 109 modelos disponiveis na Tabela 5.3.2.

Observe o quanto ¢ diferente, em niimero e tipos, as partigoes do octaedro da Tabela
5.3.2, em relacao as do hexaedro da Tabela 5.1.2. Entretanto, verificamos que todas as
particoes do hexaedro na Tabela 5.1.2 também sao particoes do octaedro na Tabela 5.3.2.
Quer dizer, entao, que as particoes do hexaedro estao contidas no conjunto das partigoes do
octaedro? E verdade. Dados os grafos G e G, entdo as particoes de um deles estdo contidas
no conjunto das partigoes do outro.

A primeira propriedade observada da relagao de um grafo G e seu dual G, refere-se ao
conjunto de superficies S (G) e de parti¢oes = (G) para os mergulhos de G, a priori, podemos
considerar estes conjuntos iguais, como mostram as préximas afirmagoes.

Lema 5.3.1 Uma particio = de 2 é um modelo provdvel de uma modulacao de G se, e
somente se, = é um modelo de uma modulagdo de G'.

Demonstracgao. De fato, a priori, os modelos de particao de uma modulacao sé depen-
dem do nimero de lados do grafo e da regiao minima que pode ser sempre considerada como
a triangular. Como G e GG’ possuem o mesmo niimero de lados e considerando que as regices
minimas sao triangulares, entao segue a afirmacao do lema. [ ]

Como consequéncia do Lema 5.3.1, segue que os provaveis modelos de mergulhos de
G e (G’ sdo iguais. A priori, podemos considerar que os conjuntos das particoes de G e
G’ sao iguais, ou seja, = (G) = Z(G’) e que o conjunto de superficies também sao iguais,
S(G") € S(G). Somente conhecendo os mergulhos minimos, as respectivas regides minimas
e os tipos de regioes dos mergulhos de G e G’ é que os conjuntos de superficies e de particoes
passam a ser diferenciados. O certo é que valem relagoes de inclusoes entre estes conjuntos,
como mostra a préxima afirmagao.

Proposicao 5.3.2 Quaisquer que sejam os grafos G e G';, S(G) C S(G') ou S(G') C
S(G)#@ eZ(G) CZ(G") ouZE(G') CE(G).

Demonstragao. De fato, pela Defini¢ao 2.4.12, o mergulho minimo do grafo G (p,q) e
do dual G’ (k, q) satisfazem as condigGes

G(p.q) —Q=UL R, e G'(kq)—Q=U]_ R, (5.11)

Se k = p, entao os mergulhos de G e G' possuem 0s mesmos numeros de vértices, lados e
regioes e, portanto, encontram-se sobre uma mesma superficie €). Por outro lado, particoes
do mesmo tipo dos grafos G (p,q) e G’ (k,q) encontram-se sobre uma mesma superficie e
como = (G) = Z(G"), pelo Lema 5.3.1, segue a relagao de igualdade entre os conjuntos de
superficies, S (G) = S (G’) . Ou seja, se os mergulhos minimos em (5.11) sao tais que k = p,
entao prevalecem as relagoes de igualdades

S(G)=S(G") e =(G)==(q").



5.3 Modulagoes do Octaedro 99

Se k < p, entao os mergulhos minimos de G e G’ encontram-se em superficies distintas de
géneros v e 7' com v < 7; logo, G nao possui mergulhos em superficies de géneros menores
que 7. Mas, pelo Lema 5.3.1, toda partigdo = de = (G) é também de = (G’), o que implica
E(G) C Z(G") e toda superficie 2 de S(G) é também superficie de S(G’) o que implica
S(G) CcS(GF).

Se p < k, concluimos, de modo andlogo ao caso de k < p, que ocorre as relagoes de
inclusdes restritas S (G') C S(G) e E(G') C Z(G), encerrando assim a demonstragao da

proposicao. ]

Na Proposigao 5.3.2, trabalhamos com a hipéteses de que = (G) e E (G”) sao os conjuntos
das provéveis particoes de mergulhos de G e G'. A principio, ndo se tem certeza se uma
particao é realizdvel e a maior probabilidade apresentada da particao ser realizédvel foi a do
grafo completo K4 4. Posteriormente, apresentaremos dados referentes a probabilidade de
realizacao de uma particao.

Observacao 5.3.3 No caso do hexaedro Hg 1o € o seu dual, octaedro Hf 4, 0 conjunto in-
’ )

tersecao das superficies é aquele cuja regiao minima contém o maior numero de lados, ou

seja,

S(Hg12) NS (Hgﬁlg) = S (Hg12) = {S, P,T,2P,2T,3P, 4P, 5P} .

Segue, portanto, da Proposicao 5.3.2 que o conjunto das superficies das modulagoes de
octaedro ¢ o mesmo conjunto dado em (5.7) .

Observagao 5.3.4 Em relagio as parti¢oes, a priori, o conjunto intersegio = (G) NE(G')
seria compostos pelas sequintes particoes do octaedro, relacionadas na Tabela 5.5.2:

11 particées de T e 2P correspondentes as de S, no hexaedro;

22 particoes de 3P correspondentes as de P, no hexaedro;

. 34 particoes de 2T e 4P correspondentes as de T e 2P, no hexaedro;

. 27 particoes de BP correspondentes as de 3P, no hexaedro;

. 34 particoes de 3T correspondentes as de 2T e 4P, no hexaedro e;

. a particao de TP correspondente as de 5P, no hexaedro.

SYESUE SIS SN

Por (5.10), conhecemos o niimero de modulagoes de Hg 5, a Tabela 5.3.1 fornece os
sistemas de rotacoes distintos, os modelos da particao constam na Tabela 5.3.2 e uma matriz
de rotagao de Hg,, ¢ formada por 6 linhas e 4 colunas. Estes sdo dados suficientes para a
implementagao do Algoritmo 2.6.1. O processamento deste, forneceu o conjunto das classes
de modulagdes existentes em mergulhos orientédveis de Hg ;, e 0 nimero de elementos de cada
classe.

5.3.2 Classes de modulacoes do octaedro

Na Tabela 5.3.3, apresentamos todas as classes de modulagoes do octaedro identificadas
através do Algoritmo 2.6.1. Cada classe, representa a realizacao de todos os mergulhos
encontrados na iltima coluna #, da tabela.
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Tabela 5.3.3: Classes de modulagoes de Hg ;, e suas respectivas cardinalidades

= S} Q| Particao Sequéncias orbitais k| 4
E1 | ABCDEF | S |R3333,3333] (102),(014),(032),(043),(154),(125),(235),(345) [8] 2
Total dos mergulhos das classes da esfera| 2
Ey |ABCDEN | T | Rs33339 |{(102),(014),(032),(043),(154), (125345235)}|6| 64
E3 |ABCDMT| T'| Rs3334s |{(102),(032),(043),(125),(1534),(01452354)}|6| 108
Es| ABCLSt |T'| Rsss357 |{(102),(014),(032),(354),(15234), (0451253)}|6| 48
Es5 | ABCDES | T | Rs33366 |{(102),(014),(032),(043),(152354), (125345)}|6| 24
Ee | AHKLST | T | Rs33447 |{(014),(032),(354),(1025),(1234), (0452153)}|6| 48
7| ABCLSt |T'| Rs33456 |{(102),(014),(0 32),(0453),(15234),(125435)} 6| 48
=g - T| R333555 6] —
Eg | ABQISn |T'| Rss4446 |{(102),(01 ),(0352),(1534),(2543),(045123)}6 80
S| AHerSt |T| Rsssap5 |{(014),(152),(0453),(2543), (10235),(03412)}6| 96
=i - T| R3sssas - 6] —
E12| GHQRST | T | Rys4444 |{(1025),(0143),(0412),(0354), (1532),(2345)}|6] 8
Total dos mergulhos das classes do toro| 524
Z13|ABCDMN|2T| Rs3315 {(102),(032),(043),(014523512534154)}  |4| 864
Z14|| ABCLmt 27| Rs3.414 {(102),(032),(0453),(01435125415234)}  |4|1.416
Z15|| obCref (27| Rss513 {(041), (145),(01253) , (4021523543203)}  |4| 624
Z16|| ABCDeN 2T Rs3612 {(102),(032),(041543) , (014523512534)}  |4| 480
Z17|| ABCLeN 27| Rss711 {(102),(032),(0145234) , (04154351253)}  |4| 336
Z1s||ABCLMN 27| Rs3s10 {(102),(032),(04351253) , (0145234154)}  |4| 840
Z19|| ABCDef |2T'| Rs399 {(102),(032),(014512534) , (041523543)}  |4| 560
Zoo|| ABKISn 27| Rs4413 {(014),(0352),(1534) , (1023045125432)}  |4| 912
Zo1|| ABQRsn |2T'| Rs4510 {(102), (0352),(12345) , (014304153254)}  |4| 912
Ego|| ABKLSt 27| Rs4611 {(014),(0453) , (125435) , (10234152032)}  |4| 720
Zg4|| ABCRsN 2T Rsus9 {(102),(2345),(03512532) (014304154)}  |4]1.584
Zos|| ABKrsT 27| Rss511 {(125),(03452) , (04153) , (10235401432)}  |4| 480
Zo6|| ABKLST 27| Rs56.10 {(125), (04153) , (014354) , (1023452032)} 4| 528
Zas|| ABKreT 27| Rssss {(102),(04153),(10235432) (01452034)} 4| 240
Eg9|| ABCdet |27 Rsge.9 {(102), (041523) , (041523) , (014532034)}  |4| 240
Zs0|| ABCReN |2T'| Rsg7s {(102), (041543) ,(0145234) , (03512532)}  |4| 144
E31 - 2T| Rsrar7 - 4l -
Zso| AHKRmn |27 Ra412 {(0352), (1254) , (1532) , (102340143045)}  |4| 216
Za3|| AHKrmt 27| Ryss11 {(0453) , (1254) , (10235) , (01432152034)}  |4| 288
Zs4|| AHKLmt 27| Ras6.10 {(0453), (1254) , (032152) , (1023401435)}  |4| 336
Zs5(| AHKRen 27| Rya79 {(0352), (1532), (0412543) , (102340145)}  |4| 240
Z36|| ABKIMn 27| Rjyass {(0352), (1534) ,(10230432) , (01451254)}  |4| 336
Zs7|| AhglmN 27| Ras510 {(1432),(03512), (04523) , (1025340154)}  |4| 192
Zss|| ABclet 2T Ruisg {(2543),(03512),(014534) , (102304152)}  |4| 624

Continua na préxima pédgina
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Tabela 5.3.3 - Continuagao da pagina anterior

= © Q) | Particao Sequéncias orbitais k #
Zs0 | AHQIsn | 2T | Ruszs | {(0352),(04123), (0143254, (10215345)} [ 4| 144
Zw | AhKISf | 2T | Ruess | {(1432),(102304),(125345),(01520354)} |4 | 12
S | AhKrmf |27 | Ryern | {(1432),(102354), (0152034), (0451253)} |4 | 24
4 - 2T | Rss59 - 4| -
Zu | AHKreN | 2T | Rssgs | {(10235),(15432), (041253),(01452034)} |4 | 216
Zu | GHKrMt | 2T | Rsszo | {(10235),(01453), (0432152) , (0341254)} |4 | 24
E45 || ABcLsT |27 | Rsee7 | {(04153),(014354),(014354),(1023452)} |4 | 96
Zu6 | ABcDeF | 2T | Rgese | {(102352),(014534) ,(032512),(041543)} |4 | 42

Total dos mergulhos das classes do bitoro 14.438

Z4 | ABCRef |37 | Rsa {(102), (014512532035430415234)} | 2| 8.320
Eus | ABKLmt |37 | Ris {(0453), (10234014351254152032)} | 2 | 5.664
Es | ABKLen |3T | Rsio {(04153) , (1023401451254352032)} | 2 | 3.264
Zs0 | ABKDeN |37 | Regis {(041543), (102351253401452032)} | 2 | 2.544
Zs1 | ABKLmf |37 | Ry {(0451253), (10234014354152032)} | 2| 1.152
Es2 | ABKLMN [ 3T | Rsie {(04351253), (1023415401452032)} | 2 | 2.520
Ess | ABKDef |3T| Rous {(014512534) , (102354304152032)} | 2| 3.168
Zss | ABKLmn |37 | Rious {(0451254153), (10234014352032)} | 2| 2.184
Es5 | ABKLMF | 3T | Riiis {(10234152032) , (0145125304354)} | 2| 1.920
Es6 | ABKDmf |37 | Rz {(102354152032) , (014304512534) | 2| 956

Total dos mergulhos das classes do tritoro 31.692
Total geral dos mergulhos de Hg ,, ‘ 46.656

A primeira linha da Tabela 5.3.3 indica a tnica classe vinda do mergulho minimo de
Hg 15, representada pela particio Z; = 8R3, realizada pelo sistema de rotacio ABCDEF e
produz um mergulho de 8 regioes triangulares definidas pelas sequéncias orbitais

Y1 (102) ) V2 (014) V3 (032) »Va (043) » Vs (154) » V6 (125) » V7 (235) V8 (345) )

sobre a superficie esfera S, correspondente, portanto, a uma modulacao QAMS de 8 sinais
sobre S. A tltima coluna # indica que classe Z; é composta somente por 2 elementos.

Nas auséncias dos Teoremas 5.1.2 e 5.1.3, as particoes referentes as modulagoes orientaveis
do hexaedro seriam, naturalmente, as 56 particoes de T',2T e 31 relacionadas na Tabela
5.3.4, um nimero de particoes expressivamente maior do que as 10 relacionadas na Tabela
5.1.3. Um levantamento da probabilidade de realizagao da partigao referente as modulagoes
orientdveis do hexaedro, calculada nos dados das Tabelas 5.1.3 e 5.3.3, dao resultados bem
diferentes.

A Tabela 5.3.4 mostra os fndices de existéncias das partigoes realizdveis de modelos de
modulagoes orientaveis dos grafos completo K5, completo bipartido K44, hexaedro Hg 1o €
octaedro Hg j,.

Observe que a falta de informacao sobre a regiao minima e o tipo de regioes de mergulhos
do grafo afeta, demasiadamente, a taxa de incidéncia dos modelos de modulagoes do octaedro.
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Veja que a diferenga de indices, no caso da esfera, chega a ser de 90% e no caso total,
a diferenca ¢ de 73,93%. Isto prova o quao ¢ importante conhecer a regiao minima de

mergulhos de um grafo e o tipo de regiao.

Superficies orientdveis Indice total

Tabela ) Grafo |—s——F——oF T 37 [ 4T [ de existénca
Tabela 4.3.3 | Ks 0% | 71,43% | 93,75% | 100% | 0% 87,50%
Tabela 442 | Kia | 0% | 100% | 100% | 93,33% | 100% | 96,429%
Tabela 5.1.3 | Hs1, | 100% | 100% | 80% 0% 0% 90, 00%
Hsio | 9,00% | 11,76% | 40% 0% 0% 16,07%

Tabela 5.3. : ’ ) )

abela 5.3.3 =g " 100% | 81,82% | 04,12% | 100% | 0% 92, 86%

Tabela 5.3.4: Indices de existéncias das modulagoes de K5, K44, Hg 12 € Hé’u

Caso nao tivéssemos conhecimento da regiao minima e tipo de regioes de mergulhos de
K, 4, este certamente nao teria o maior indice de existéncia dentre as familias de grafos
estudadas neste trabalho. Utilizando a regiao minima e o tipo de regiao de mergulhos
no processo de identificacao das classes de mergulhos orientdveis de um grafo, chegamos a
conclusao que, nos casos analizados, o grafo completo bipartido K, ,, apresenta o maior indice
de existéncia (96,49%), seguido do octaedro Hg , (92,86%), hexaedro H (8,12) (90,00%) e,
por tltimo, o grafo completo K, (87,50%) apresenta o menor indice de existéncia.

Obviamente, as informacoes acima sao exatas no que se refere aos casos particulares
dos grafos do hexaedro e do octaedro, entretanto, apesar de ter sido analisado somente um
caso para as familias de grafos completos K, e K, ,,, prevalece a relacao entre os indices de
incidéncias entre K,, e K, 5, isto é, o indice de kK, ,, vai ser sempre maior do que o de K,,.
Observamos que o indice de existéncia em uma familia de grafos tende a aumentar, quando
é calculado dentre os elementos de uma mesma familia.

Conjectura 5.3.5 Se I (G) € o indice de existéncia total dos modelos de modulagdo de G,
entao

I(G)<IG)<IG)<IG<IG)<IG) <---<I(G)=100%. (5.12)

Demonstracao. (Justificativa da Conjectura) Observamos, nos casos das familias
de grafos completos K, e K, ,, que o nimero de modulagoes de K, 1 (Kp+1,+1) €, consi-
deravelmente, maior do que o de K,, (K,,,), porém, a diferenga entre o nimero de modelos
nao realizévies de K,, ¢ K,,411 (Kppn € Kpq1,4+1) ¢ muito pequena. Entdo, se aumentarmos
consideravelmente o nimero de modelos realizaveis e aumentarmos muito pouco o nimero
de modelos nao realizaveis, o cédlculo do indice de existéncia tende a aumentar sempre e o
limite tende para 100%. [

A demonstracao da conjectura depende da prova da nao existéncia de um modelo de
modulagao, ou seja, de provar que um modelo de mergulho de um grafo nao é realizével,
problema em aberto que nao tem ainda uma demonstracao definitiva. Existe somente a
demonstragao de trés casos particulares, dois casos de K5 demonstrados em [15] e um caso
de K, 4 demonstrado em [18].
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Na anélise inicial das modulagoes do octaedro apresentada acima, ji colhemos infor-
magoes bem significativas. Dentre as quatro categorias de grafos, é o que apresenta o maior
numero de modulacoes, inclusive as regulares em superficies sem bordos orientdveis. A priori,
todas as classes de superficies orientdveis e nao-orientaveis do octaedro possuem modulacoes
regulares, o Unico a apresentar esta propriedade. No caso dos modelos de modulacoes orien-
taveis, todos sao realizdveis, propriedade verificada para todos os grafos estudados.

O conjunto das classes das modulagoes do octaedro é formado por 56 modelos de mod-
ulacdes orientdveis e 108 nao-orientdveis. E o caso com o maior nimero de modelos, apesar
de possuir o mesmo nimero de mergulhos do grafo completo bipartido /K,4. Como tam-
bém possui o maior niimero de modulagoes regulares, ¢ fundamental que identifiquemos as
modulagoes com bordos, como foi feito nos demais casos.

5.3.3 Modulagoes com bordos do octaedro

O conjunto das classes de modulagoes do octaedro é, destacadamente, o que apresenta o
maior nimero de classes de modulacoes e o maior nimero de modulagoes regulares. Rela-
cionamos, na Tabela 5.3.5, todos os modelos de modulacées QAMS’s e twisted do octaedro
sobre as superficies S, e P,.

Modulagoes do octaedro sobre S,

S/b Parti¢oes de mergulhos com bordos

Q S | s | S S S Ss | Se| Sr| Ss |#
=1 8R3 TR 6123 5Rs 4R 3Rs 2R3 Rs |Hg 5|6
# 1 1 1 1 1 1 1] 1 1 |8

Modulagoes do octaedro sobre P,

S/b Parti¢oes de mergulhos com bordos

of P | A | P Py P, PP P | #
=, | 6R.Rs 6123 5Rs 4R 313 2R; | Rs HY 14

5RsRe | 4RsRs | 3Rs3Re | 2RsRs | RsRe | Re
5R3Ry |5R3,4R3Ru|ARs,3R3R4|3Rs,2Rs Ra|2Rs, Ry Ry| R
25 |5RsRuRs| 5RyRs | 3RsRyRs | 3RsRs | 2RsRs | RsRs | Ry |Hp,,| 24
AR3R4Rs| 4R3Rs | 2R3R4Rs | RsRuRs | RuRs | Rs

ARsR, |4Rs,3RsRs| 3R3,3R 2R
4R32R4 314 3 31414 3 4 3 R3

Ha || 4R33Ry 3R32Ry | 2R32Ry 2R3Ry R3 Ry H{ 50 20
3R33R4 R4 ’
2R33Ry R33R, R32R, 2Ry
#1 0/3 1/6 2/7 3/7 4/6 4/5 10/7]0/3 | 14/44

Tabela 5.3.5: Particoes das classes de modulagoes sobre superficies do octaedro Hg j,

Como o conjunto das partigoes referentes as modulagoes do octaedro é relativamente
grande, a relacao completa das particoes encontra-se na Tabela E.0.1, do Apéndice E. Uma
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avaliacao das modulagoes QAMS’s e twisted, na Tabela E.0.1, mostram que as modulacoes
sem e com bordos das familias de superficies do octaedro possuem os seguintes dados rela-

cionados na Tabela 5.3.6.

QAMS Twisted
Q RSTmIde; Rcfmlb(‘”dgz S) + S, | Sem bordo | Com bordo | Ss
S, 1 0 1 6 0 6 7 1 7 8
T, 1 8 9 29 | 101 | 130 139 163 172
27, 1131 | 321 29 | 209 | 238 270 32 340 370
3T, 1 9 10 0 0 0 10 10 29 39
T, 4| 48 | 52 | 64 | 310 | 374 426 52 539 589
QAMS Twisted
Q RSij_bo‘rd; RC‘omjbo‘rng Si4+ S5 | Sem bordo | Com bordo | Sg
P, 0 3 3 14 | 25 39 42 3 41 44
2P, 1|10 | 11 | 36 | 125 | 161 172 11 201 212
3P, 0 22 | 22 | 41 | 242 | 283 305 22 374 396
4P, 1131 | 32 | 33 | 213 | 246 278 32 380 412
op, 126 | 27 8 64 72 99 27 171 198
60, 1 9 10 0 0 0 10 10 29 39
6P, 1 0 1 0 0 0 1 1 1 2
15 5 101 | 106 | 132 | 669 | 801 907 106 1.197 1.303
Ti+T519 149 | 158 | 196 | 979 | 1.175 | 1.333 158 1.736 1.892

Tabela 5.3.6: Modulacoes QAMS’s e twisted por classes de superficies de Hg 12

O octaedro Hg ;, ¢ um grafo definido sobre 6 vértices e 12 lados. Dos grafos analisados, os
elementos de H ;, superam somente os elementos de K. Entao, esperava-se que o niimero de
classes de modulagoes do octaedro Hg 5, em todas as familias de superficies, superasse as do
grafo K5, no entanto, foi uma supresa que superasse também o niimero de classes modulagoes,
em todas as familias de superficies, aos dos grafos K44 e Hg12. O hexaedro Hg o supera em
duas unidades o nimero de vértices e iguala-se ao octaedro Hg ;, em niimeros de lados, porém,
as diferencas entre os nimeros de classes de modulagoes por familias é relativamente grande
em prol do hexaedro. Por outro lado, o grafo completo bipartido K44 estd definido sobre 8
vértices e 16 lados, superando os nimeros de vértices e de lados do octaedro. Entretanto, em
todas as familias de superficies, o niimero de classes modulagoes do octaedro e bem superior
ao do grafo Ky 4.

O fator responséavel pela superioridade do octaedro e a sua regiao minima, esta neste ser
triangular, enquanto o hexaedro e o grafo K, 4 possuem regioes minimas quadrangulares.
Mas a regiao minima de K5 também é triangular e por que seu nimero de classes de mo-
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dulacgoes ¢é inferior? O niimero de lados e vértices de K5 sao inferiores aos do octaedro, daf a

superioridade no nimero de classes de modulagoes do octaedro em relagao ao grafo completo
Ks.

As magnitudes dos nimeros de classes modulagoes QAMS’s e twisted, nas principais
familias de superficies, sao mostradas, na forma de grafo, na Figura 5.3.2.

1200“ Quantidadelde[Modulagées -
11
50 QAMS’s
1100 regulares
1050
1000
950
900
850 QAMS’s
800 irregulares
750
700
650
550 Totaisldas
500 QAMS’s
450
400
350
)
300 4
250 2| Twisted
200 2 sem/bordos
150 c
100 g
50 %
00 | | ;
Reg \:/\Ilrreg Regv:\llrreg Reg VL\I/rreg Reg \}\_}rreg VVb VVC WS VVC
s & s c Twisted
Modulagoes[QAMS’s Modulagoes Twisted com[bordos

Figura 5.3.2: Nimero de classes de modulagoes QAMS e twisted do octaedro

Se a regiao minima de /4 4 nao fosse quadrangular e seus mergulhos nao tivessem somente
regioes com nuimeros pares de lados, o nimero de modulacoes de K44 superaria, em muito
as do octaedro. A regiao minima e o tipo de regioes sao fatores decisivos para o nimero
de classes de modulagoes sobre superficies oriundas de mergulhos de um grafo. A andlises
dos principais fatores que contribuem para o nimero e tipo de modulagoes, sao informacoes
valiosas para conhecer o potencial de um grafo, quando da aplicacao deste em projetos de
modulagao.
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5.4 Anadlise Geral das Modulacgoes

Os quatro tipos de grafos analisados neste trabalho nao possuem nimeros de elementos
tao distintos assim, hd coincidéncia nos nimeros de vértices de K4 e de Hg s, pois sao 8
vértices cada, K5 e Hé712 possuem 5 e 6 vértices, respectivamente, o que representa diferencas
de 3 e 2 vértices o que nao é uma diferenca acentuada. Quanto aos nimeros de lados,
Ks, Hg 12, Hg 15 € K44 possuem 10,12, 12 e 16 lados, respectivamente, uma diferenga méxima
de 4 lados. Baseado nos nimeros de vértices e lados, era de se esperar que o nimero de
classes de modulagoes desses grafos obedecessem as relagoes

|K5] < }H(la,lz‘ < |Hgja| < [Kyal. (5.13)

Mas nao é isto que ocorre. Segue, da Tabela 5.3.6, que o nimero de classes de modulacoes
QAMS'’s das familias de superficies de Hg ,, sao

|QAMS| = [QAMS,| + |QAMS,|+ |[QAMS,| + [QAMS, |
= 52+ 3744106 + 801 = 1.333,

o nimero de classes de modulagoes twisted é dado por

Tw| = |Tw,|+ |[Twe|+ |Tw,|+ [Tw,|
52 + 539 4 106 + 1.197 = 1.894

e, portanto, o nimero de classes de modulagoes do grafo octaedro Hg ;, ¢ dado por
|Hg1o| = 1.333 4 1.894 = 3.227. (5.14)

Além disso, pelos célculos equivalentes realizados com os dados contidos nas Tabelas 4.3.10,
4.4.4 e 5.2.2, os nimeros de classes de modulagoes dos grafos K5, K44 € Hg12 sao dados por

’K5’ == 1084, ‘K5’5’ =1744 e ‘H8,12‘ = 270. (515)

Como consequéncia de (5.14) e (5.15), segue que a relagdo entre os numeros de classes
das modulacoes dos grafos Ks, K44, Hg 12 € Hé712 é dada por

|Hs 12| < |Ks| < [Kya| < |Hgasl (5.16)

relagao de desigualdade totalmente diferente da esperada, em (5.13).

O processo de identificacao das classes de modulacoes de grafos distintos é absolutamente
necessario porque apresenta muitas surpresas. Apesar do processo de identificacao apresen-
tado na Sec¢ao 4.1 ser aplicado a toda categoria de grafos, hd de se levar em consideracao
que cada grafo apresenta caracteristicas particulares distintas tais como, nimeros de vér-
tices, graus dos vértices, nimeros de lados, sistemas de rotagoes, conjuntos de superficies,
regioes minimas e tipos de regioes. Cada um destes atributos contribuem, de forma decisiva,
para a formacao dos modelos das modulagoes. Concluimos, que nao se pode prever, em um
conjunto de grafos com niimeros de vértices e lados relativamente préximos, qual deles tera
o maior niimero de classes de modulacoes.
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O gréfico da Figura 5.4.1 fornece uma visao geral dos nimeros de classes de modulagoes
dos quatro grafos aqui estudados. Neste, podemos confirmar, para cada tipo de modulacao
QAMS e twisted existente nas diversas familias de superficies, que o nimero de classes do
hexaedro Hg ,, sempre supera o nimero de classes de modulagoes nos demais grafos e que,
com rarissimas excegoes, ocorrem as desigualdades em (5.16).

5.4.1 Fatores que contribuem para o nimero de modulagoes

Os niimeros de vértices e lados de dois grafos, nao sao dados suficientes para determinar
qual deles possui mais classes de modulacoes. Os graus dos vértices de um grafo contribuem
diretamente para o nimero de mergulhos, maior grau, implica, necessariamente, em maior
nimero de sistemas de rotacoes, consequentemente, maior niimero de classes de modulacoes.
Os outros atributos decisivos sao a regiao minima e as restricoes nos tipos de regides.

Suponhamos que G (p,q) e G' (p,q") sdo dois grafos distintos com nimeros de vértices
e de lados relativamente proximos. Admita que G e G’ estao definidos sobre os respectivos
conjuntos de vértices V (G) = {v1, vz, -+ ,v,} e V' (G) = {v}, v}, -+ v} } . Consideremos R,
e R, como sendo as regioes minimas de G e G', respectivamente, e considere que um dos
grafos, por exemplo, G’ nao possui regioes impares, enquanto os mergulho de G as tem. Com
estas hipoteses podemos fazer as seguintes afirmacoes.

Proposicao 5.4.1 Se G (p,q) e G'(p',q') sao grafos com nimeros de lados e vértices rela-
tivamente prorimos, entdo, sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:

(1) Se a < d, entao, degv; < degv, < |0 (G)] < |O (G')];
(i) a <o’ = |2(G)| < [Z(G)];
(iii) Se Ry—1 € |E(G)| € Ry—1 & [E(G)| entio [2(G)] < [E(G)].

Demonstragao. Se o < o/, entao existe um conjunto de vértices V” C V' de G’ tal que
degv; < degvj, para todo v; € V e todo v} € V. Se Y% degv; < >°F_ degu], entdo, por
(2.12), temos que

degv; < degv; & deguv; — 1 < degv; — 1< (degv; — 1)! < (degv] — 1)!
& Thev (deg o — 1)! < Myeye (dege! — 1)1 & 0/(G)] < 10(C)].

o que mostra a afirmagao (i) . Se « = ¢, entao, a priori, R, é a regiao minima dos mergulhos
de ambos os grafos G e G'. Como G e G’ possuem ¢ lados, pelas igualdades em (4.10),
E(G) = E(G"), e portanto, |=(G)| = |2 (G")| . Por outro lado, podemos considerar, a priori,
que = (G) = Z(G"), pois o conjunto das parti¢oes de grafos s6 depende da regido minima
e de ¢. A igualdade resulta que =(G) C Z(G') e E(G') C Z(G). A hipdtese acidional,
a < o implica necessariamente que R, € Z(G) e R, ¢ Z(G’), consequentemente, = (G’)
estd contido em = (G) e = (G') # Z(G); logo, |2 (G')| < |2(G)], o que mostra a afirmacao
(77) . Como G e G’ tém ¢ lados, podemos supor, a priori, que = (G) = Z(G’). A hipétese
Ry1 € |2(G)| e Ry—1 ¢ |=2(G)| resulta que = (G) C E(G') e Z(G) # Z(G'), isto &,
2(G)| < |2(G")], o que prova a afirmacao (iii) . n
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A estimativa dos conjuntos das classes de modulagoes de grafos distintos passa, obriga-
toriamente, pela avaliacao simultanea das condigoes da Proposicao 5.4.1. Sao os trés fatores
determinantes na estimativa do nimero de classes de modulacoes de grafos com nimero de
elementos relativamente préximos. As afirmacoes foram mostradas para grafos de niimeros
de lados constantes, porque facilita a demonstracao. Entretanto, a demonstracao pode ser
feita para casos em que os nimeros de lados dos grafos sao diferentes. Obviamente, ocorrera
restrigoes nos modelos de mergulhos méximos dos grafos com um menor nimero de lados,
porém, nao seria um problema tao sério para a demonstracao, uma vez que poderfamos
sempre contar com a relagao de inclusao entre os conjuntos de partigoes.

5.4.2 Indices de incidéncias e taxas de variacgoes

Um dos dados relevante que vem sendo levantado neste trabalho diz respeito aos indices
de incidéncias parcial (calculado somente em uma classe de superficie orientdvel ou nao-
orientavel) e total (calculado nas classes de superficie orientével e nao-orientavel) e a taxa
de variagao. Este tipo de andlise tem como objetivo avaliar as relagoes entre as classes de
modulacoes vindas de grafos distintos. E uma maneira de obter informacoes sobre a questio
da existéncia de modulacoes quanto aos aspectos da variacao do niimero de classes por tipos
de familias de superficies.

Com o objetivo de analisar a variagao entre o mimero de modulagoes QAMS’s e twisted,
nas familias de superficies de mergulhos do octaedro, a Tabela 5.4.1 apresenta os indices de
existéncias I, I; e as respectivas taxas de variagoes das classes de modulagoes de Hg ;5.

Modulaces Orientavel N3ao-orientdvel
Sem bordo | Com bordo Sem bordo | Com bordo
QAMS 52 374 106 801
- L1, 12,21 | 3,90 | 87,79 | 28,057 | 11,69 | 7,95 | 88,31 | 60,09
6,12 twisted 50 539 106 1.197
L1, 8,49 | 2,64 | 91,51 | 28,49 | 8,13 | 5,60 | 91,87 | 63,27
Taxa de variacdo (%) || 3,72 | 0,26 | 3,72 | 1,05 | 3,56 |2,35| 3,56 | 3,18

Tabela 5.4.1: Indices de existéncias das classes de modulacoes QAMS’s e twisted nas familias
de superficies de mergulhos do grafos Hg ,

Inicialmente, é possivel perceber, da Tabela 5.4.1, que os indices de incidéncias parcial e
total das classes de modulacoes do octaedro apresentam taxas de variacoes bem pequenas.
Incluindo-se as taxas de variagoes do octaedro mostrado na Tabela 5.4.1 aos dados da Tabela
5.2.5, obtemos as taxas de variacoes das classes de modulagoes de todos os grafos analisados
neste trabalho, conforme mostra a Tabela 5.2.3. Com isto podemos comprovar que, de fato,
as modulagoes do octaedro apresentam as menores taxas de variacoes dentre os quatro tipos
de grafos analisados.
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Taxa de Orientével Nao-orientéavel Variagao

;/arlagafo Sem bordo | Com bordo Sem bordo Com bordo Medi
© eralo Reg | Irreg | Reg | Irreg | Reg | Irreg | Reg | Irreg edia

Var (K5) | 4,08 [1,35] 4,08 | 1,05 | 5,06 | 3,6 | 5,06 | 6,0 | 3,78
Var (Kq4) | 5,1 | 1,69 | 4,9 [1,99] 412 | 2,7 | 4,12 [2,35] 3,37

Var (Hs12) | 13,64 | 4,46 | 13,64 | 1,05 | 12,428 | 8,37 | 12,428 [ 9,02 | 9,38
Var (Hg,,) | 3,72 [ 0,26 | 3,72 | 1,05 | 3,56 | 2,35 3,56 | 3,18 | 2,67

Tabela 5.4.2: Taxas de variagoes dos indices de incidéncias das classes de modulagoes QAMS’s
e twisted nas familias de superficies de mergulhos dos grafos K5, K44, Hs12 € Hé’lz

Observe, na Tabela 5.4.2, que todas as taxas de variagoes dos indices de incidéncias
do octaedro sao inferiores as taxas de variagoes dos grafos K5, Ks4 € Hg 12, exceto o da
modulacao QAMS irregular sobre superficie com bordo orientédvel do hexaedro, o tinico caso
cuja taxa de variacao ¢é igual ao do octaedro.

Em relacao a variacao média V,, nas taxas de variacoes dos fndices de existéncias das
classes de modulagoes dos grafos Ks, K44, Hg12 € Hg 15, valem as seguintes desigualdades

Var (Hy,,) < Var (Ky4) < Var (Ks5) < Var (Hs12) . (5.17)

Observe que, nas relagoes de desigualdade (5.17), a ordem dos grafos ¢é a inversa a ordem
dos grafos, nas relagoes de desigualdade, dos nimeros das classes de modulages em (5.16) .
Portanto, para o conjunto de grafos abordados neste trabalho, a ordem da variagao média
dos indices de existéncias das classes de modulacoes é inversa & ordem do nimero de classes
de modulagoes. Esta afirmacgao pode ser expressada através da seguinte

Afirmacgao 5.4.2 Quanto maior for o nimero de classes de modulagoes de um grafo G,
menor serd a variacao média dos indices de existéncias das classes de modulacoes das familias
de superficies de G.

Demonstracao. Resulta dos comentdrios acima. [ ]

A Afirmagao 5.4.2 mostra a relagao entre o nimero de classes de modulacoes e as vari-
acoes médias dos indices de incidéncias das classes de modulacoes. De um modo geral, esta
afirmacao é verdadeira. Em nenhuma das escolhas dos grafos considerados houve preocu-
pacao prévia em beneficiar ou punir as condigoes entre esta relacao. A tendéncia é que as
condigoes da afirmagao sejam sempre verificdveis quando se trata de grafos com um niimero
muito grande de elementos. Talvez, em alguns casos isolados, possivelmente quando se trata
de pequenos grafos, nao ocorra as condigoes da Afirmagao 5.4.2.

Uma visao precisa da taxa de variagao dos indices de incidéncias das classes de modulacoes
dos grafos K5, K44, Hg 12 € Hé712 é ilustrada, na forma de gréficos de linhas, através da Figura
5.4.2.

Observe, nas linhas de variacoes dos grafos K5, Ky 4, Hg 12 € Hg,m da Figura 5.4.2, que a
variagao média entre os dois elementos da familia dos grafos completos (K5 e K4 4) é a menor



110 Modulagoes Oriundas do Cubo e do Octaedro

dentre todos as variagoes médias, apesar da variagao média de Hg,, estar muito préxima
da variacao média de K44. Sao poucos exemplos analisados para que as conclusoes sejam
contundentes, mas tudo nos leva a crer que a afirmacao seguinte tem um grande teor de
verdade.

Conjectura 5.4.3 As variagoes das taxas de incidéncia das classes de modulagoes de grafos
tém comportamentos de variacoes idénticos e tendem a zero, quando o numero de elementos
dos grafos sao relativamente grandes.

As afirmacoes feitas na Conjectura 5.4.3 podem ser verificadas diretamente dos graficos
da Figura 5.4.2. O fato das variagoes tenderem a zero quando o nimero de elementos do
grafo é relativamente grande, foi justificado, quando da apresentacao das justificativas da
Conjectura 5.3.5.

5.5 Comentarios Complementares

Nos Capitulos 4 e 5 foram identificados 3.227 projetos topolégicos de modulagoes QAMS’s
e twisted sobre 4 tipos de grafos: o grafo completo K5, o grafo completo bipartido Ky 4,
o hexaedro Hg 1z e octaedro Hg,,. Cada escolha de grafo representa, em suas respectivas
familias o primeiro caso nao trivial de identificacao. Nao trivial porque nao seria vidvel
identificar todos os mergulhos destes grafos sem a utilizacao o Algoritmo 2.6.1, as condigoes
de restrigoes da regiao minima e tipo de regioes.

Queremos chamar a atencao para o fato dos grafos escolhidos serem os primeiros casos nao
triviais. Os casos seguintes das familias aqui consideradas representam um grande desafio.
Até o presente momento, o unico avango ocorreu no caso da familia do grafo completo,
conseguimos gerar, com uma certa dificuldade, os mergulhos do grafo completo Kg. A partir
daqui, acreditamos que s6 é possivel avancar no problema da identificacao das modulacoes,
caso utizemos equipamentos de alta capacidade de processamento.

O problema nao é o algoritmo, mas a grande quantidade de mergulhos que a méquina
pode exibir. O arquivo das sequéncia correspondentes aos mergulhos de um grafo é extrema-
mente grande. Algumas das maquinas utilizadas nao conseguiram gerar arquivos com todas
as sequéncias identificadoras de mergulhos. O jeito foi utilizar uma particao do arquivo de
safda em 256 arquivos para poder resolver o problema do K. No entanto, prevemos sérias di-
ficuldades na identificacao dos préximos casos: grafo completo K7, grafo completo bipartido
K55, dodecaedro Dy 30 e icosaedro [ig 3.

O que podemos fazer, entao, para avancarmos no processo de identificacao? A primeira
saida é utilizar equipamentos de alto desempenho, avancariamos um pouco no problema,
mas logo a seguir no deparariamos com o mesmo problema de processamento. A segunda
alternativa seria utilizar as relacoes matemadticas para identificar os projetos de modulacoes
mais vidveis e trabalhar na construcao desses mergulhos. O foco seriam os mergulhos regu-
lares. Como estes sao de grande interesse e nao sao muitos, pois cada superficie sem bordo
pode ter, no mdximo, um unico um mergulho regular, o esfor¢co estaria concentrado nos
mergulhos regulares.

Nao é dificil identificar o conjunto de mergulhos regulares, estamos nos referindos aque-
les que se encontram sobre superficies sem bordos. Estes dependem das condigoes da regiao
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minima, tipo de regiao e dos divisores de 2¢q. Portanto, os mergulhos regulares sao iden-
tificdveis, como foi feito nos casos de K5 e Kq4 ([15] e [18]). Pelo que temos observado,
os ndices de incidéncias dos modelos de mergulhos regulares, chega a ser de 100%. Todos
os modelos regulares identificados até o presente momento foram realizdveis, isto é, sempre
existe rotacoes que geram este mergulhos. Se este é o comportamento geral, nao temos que
nos preocupar que o esforco despreendido no processo de identificacao seja em vao. Neste
caso, temos vdrias técnicas de construgao da rotacao para identificar os mergulhos regulares
([1], 6], [7], [8], [9], [19], [22], [23], [24], [25], [26], [27], [28], [30][31], [33]).

Serd através da utilizagao de técnicas de construgoes de mergulhos regulares e do desen-
volvimento de novas técnicas, que se ird obter resultados cada vez mais significativos. Nao
que devamos descartar a identificacao por algoritmos. Nao é isto. E imposstvel identificar
todos os mergulhos de um grafo GG, sem a utilizacao de um algoritmo, quando o nimero de
elementos deste ¢é relativamente grande. Pode-se utilizar o Algoritmo 2.6.1 numa situagao
desta para determinar mergulhos particulares a partir de uma rotacao previamente escolhida.
Neste caso, nao se tem controle do que serd obtido. O resultado é sempre uma surpresa.
Ficamos na divida se o modelo vai ser ou nao regular. Como o nimero de rotagoes de um
grafo é extremamente grande, ficamos a mercé da sorte, caso escolhamos, aleatoriamente,
uma rotacao para obter um mergulho regular.

Outro aspecto que vale ser ressaltado a respeito das modulagoes sobre superficies vindas
de mergulhos de grafos, é a questao da prépria pesquisa. As modulagoes QAMS’s pratica-
mente ainda nao foram exploradas. H4 muito o que se fazer nesta direcdo. As ferramentas
disponivel sao bastante promissoras, pois dispomos das geometrias diferencial e riemanniana
para desenvolver novos projetos e ferramentas de andlises de desempenhos destas modulagoes.
Por outro lado, as modulacoes twisted utilizam curvas sobre superficies e, novamente, dispo-
mos de um grande ferramentario matemadtico para explorar este tipo de modulagao: teoria
do grafo, topologia algébrica, dlgebra dos quatérnios, geometria diferencial e geometria rie-
manniana.

Apesar da proposta da modulacao QAMS encontrar-se em seu estdgio embriondrio, hé
de ressaltar que o mesmo nao se encontra somente no campo da hipétese. Diversos tipos de
modulagoes QAMS’s jé foram implementados com sucesso [3] e demonstraram ter um bom
desempenho. Obviamente, hd muito o que se fazer nesta direcao, o que nos motiva bastante
a desenvolver este tipo de modulacao em futuros trabalhos.

Quanto as modulagbes twisted, os inimeros trabalhos existentes nesta diregao ([2], [5],
[11], [20] e [32]) mostram a importancia deste tipo de modulagao. A teoria de mergulhos de
grafo s6 tem a contribuir para a escolha apropriada das curvas componentes da modulacao
twisted. Como foi visto no Capitulo 4, em um mergulho de grafo, as curvas deste tendem a se
afastar umas das outras, maximizando a distancia entre suas curvas, propriedade excelente
para a escolha de sinais em um projeto de modulagao twisted.
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CAPITULO 6

Modulagoes QAMS'’s, tunsted e TV Digital

Até o momento, vimos resultados das modulacoes QAMS e twisted em quatro tipos
distintos de superficies: grafo completo K3, grafo completo bipartido K44, hexaedro Hg 12
e octaedro Hg 5. Estes conceitos podem ser aplicados no estudo de transmissao de dados,
além de mostrar a possibilidade de compactagao de dados para otimizar a transmissao dos
mesmos.

Neste capitulo, identicaremos os alfabetos associados as modulagoes QAMS e twisted nas
quatro superficies estudadas, além de mostrar a capacidade de compacticidade de dados em
um sistema de televisao em cores.

6.1 A Televisao Digital

O problema da modulacao QAMS sobre superficies é parte de um sistema de transmissao
proposto por Lima-Palazzo [14], no qual os componentes codificagio e canal estao associados
a modulagao, através de um grafo mergulhado [12]. Este sistema vem sendo desenvolvido
desde 2002 e foram observadas determinadas caracteristicas que o apontam como provavel
uso na transmissao da televisao digital. Visando uma andlise do uso das modulagoes sobre
superficies no processo de modulagoes de sinais da televisao digital, introduziremos alguns
dados bésicos, porém essenciais, do processo de transmissao através da televisao digital.
Todos os dados relacionados abaixo encontram-se em [21].

A origem da televisao remonta a década de 1920. O primeiro servico de alta definigao
apareceu na Alemanha em marco de 1935, mas estava disponivel apenas em 22 salas ptblicas.
Uma das primeiras grandes transmissoes de televisao foi a dos Jogos Olimpicos de Berlim
de 1936. Desde o primeiro lancamento da televisao em preto-e-branco a tecnologia tem
evoluido, passando pela televisao em cores, de alta definicao e a transmissao 3D. Atualmente
existem os mais variados tipos aparelhos de televisao disponiveies no mercado que utilizam
tecnologias diversificadas.

A evolugao das tecnologias de transmissao de imgem digitais exigem uma busca constante
por sistemas de comunicagoes mais eficientes. Os processos de modulacoes existentes nao
deixam de ser eficientes, mas a gama de servigos previstos que serao disponibilizados pela
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televisao do futuro e a tecnologia da televisao 3D exigem sistemas cada vez mais eficientes,
confidveis e que operem em tempo real. Sistemas de modulacoes devem acompanhar este
processo evolutivo da transmissao e da prestacao de servigos da televisao digital. Norteado
nesta perspectiva, iniciamos aqui uma anélise inicial das modulacoes sobre superficies no uso
da transmissao de imagem digital.

A televisao em cores surgiu em 1954 na rede norte-americana NBC. Um ano antes o
governo dos Estados Unidos aprovou o sistema de transmissao a cores proposto pela rede
CBS, mas quando a RCA apresentou um novo sistema que nao exigia alteragoes nos aparelhos
antigos em preto e branco, a CBS abandonou sua proposta em favor da nova. No Brasil,
a primeira transmissao de televisao deu-se por conta do leopoldinense Olavo Bastos Freire,
que construiu os equipamentos necessarios e transmitiu uma partida de futebol em 28 de
setembro de 1948, na cidade de Juiz de Fora, Minas Gerais.

Os elementos de imagem da televisao sao definidos de acordo com o formato de tela
da televisao, do tipo de transmissao e os parametros de imagem. A Figura 6.1.1 mostra o
modelo convencional dos elementos de imagem da televisao em preto-e-branco.

HE=M@/30V >

N

A
A

0,84H

»|
>

%

\Y%
0,94V

Elementoldelimagem

Y

Figura 6.1.1: Elementos de imagem na televisdo em preto-e-branco [21]

Quando se compara os elementos de imagem entre a televisao em preto-e-branco e a
colorida com a mesma dimensao de tela, a maioria dos dados coincidem, como mostram
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os dados daTabela 6.1.1 referentes aos elementos de imagem utilizadas neste dois tipos de
transmissao.

E assumido que cada imagem pode ser tomada como um simbolo formado de m elementos
de imagem, cada um podendo assumir n niveis distintos e, se tem porta, a variedade v =
m log, n.

Devido as caracteristicas proprias da televisao em cores, uma transmissao utilizando os
mesmos elementos de imagens da Figura 6.1.1, preserva a maioria dos elementos da imagem
da televisao em preto-e-branco, porém, alguns elementos tais como variedade, velocidade
de transmissao e capacidade de canal, apresentam dados diferentes, como mostra a Tabela
6.1.1.

Televisao Preto e branco Televisao em cores
Linhas de varreduras 525 linhas 525 linhas
Fator de utilizacao vertical 0,94 0,94
Fator de utilizacao horizontal 0,84 0,84
Geometria da tela H/V =4/3=1,33 | H/V =4/3=1,33
Faixa de sinal de video 0—4,2 MH=z 0—4,2 MHz
Resolugao horizontal 0,90x resol. vertical |0,90x resol. vertical
Frequéncia de exposicao 30 quadros p/seg. |30 quadros por/ seg.
Relagao sinal /ruido 50 dB = 10° 50 dB = 10°
Nimero de elementos verticais 495 495
Ntmero de elementos horizontais 528 528
Ntimero méximo de elementos de imagem ~26-10° ~26-10°
Variedade correspondente a uma imagem ||v = 2,17 x 1076 bit/s| v =2, 03 Mbit/s
Velocidade Vs = 45,6 Mbit/s | Vg = 61,0 Mbit/s
Capacidade de reproducao Cy = 69,8 Mbit/s C; = 69,8 Mbit/s

Tabela 6.1.1: Elementos de imagem nas televisao em preto-e-branco e televisao em cores

A grande diferenga entre a transmissao da televisao em preto-e-branco e a televisao em
cores, comeca na geracao de cada elemento de imagem na cAmera, esta contém as informagoes
de brilho X = {z;} e de cor Y = {y,}. Portanto, cada elemento de imagem z; funciona como
um simbolo duplo. Por outro lado, sabe-se que, por efeito do ruido, o sistema sé consegue
reconhecer aproximadamente 317 niveis de brilho, isto é, para a luminancia X = {z;}, i
varia de 1 a 317. A cor pode ser reconhecida distinguindo-se as 7 matizes do arco-iris, dentro
de cada elemento de imagem, isto é, para crominancia Y = {y;}, j variade 1 a 7.

Para que a transmissao em cores fosse possivel, é evidente que, além de dispositivos
eletronicos, sistemas de transmissoes como a modulacao e a codificacao tiveram que evoluir.

S6 para citar outro exemplo, a televisao de alta definicaio (HDTV - Hight Definition
Television) apresenta uma resolu¢do de 1920 por 1080 pontos de imagem, quase o dobro
de linha da televisao em preto-e-branco, o que representa um aumento significativo dos
elementos da informacao. No entanto, apesar deste aumento, a qualidade de imagem é
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bem superior ao da televisao em cores. Neste processo, paga-se um preco pela qualidade
da imagem, pois o aumento de elementos causa um atraso no processo de transmissao da
informacao, o que nao chega a ser um problema para o usudrio, ji que este nao é muito
acentuado.

A evolugao dos sistemas de transmissao digital vive um momento crucial. A demanda
por servicos para atender uma sociedade exigente por informacao, servicos eficientes e cada
vez mais rapidos, sao as causas de uma intensa pesquisa no setor de telecomunicacoes.
Ultimamente, os sistemas de telecomunicagoes tém evoluido bastante. Novos conceitos e
técnicas nao surgem assim de repente. Procedimentos usuais tiveram que ser repensados,
adaptados e reaplicados para acompanhar a evolucao da transmissao de imagens. Mas, novos
desafios surgem a todos os instantes. Neste processo, a modulagao e codificacao de imagens
sao fatores de extrema importancia. No estdgio atual, boa parte da pesquisa esta direcionada
a televisao tri-dimensional, que requer sistemas de modulacao e codificacao constantemente
mais eficientes.

Neste capitulo, analisaremos o potencial das modulagoes QAMS’s e twisted, no processo
de transmissao de imagens digitais. Serd uma abordagem inicial do aspecto da compactacao
da informacao, em termos da reducao do comprimento das palavras da codificagao da in-
formacao. Este tipo de andlise ira dizer, inicialmente, se as modulacoes QAMS’s e twisted
sao vidveis ou nao ao processo de transmissao de imagens. Futuramente, esta informacao
podera ser utilizada nas escolhas das modulagoes adequadas, fase em que serd testada a sua
eficiéncia através de simulagoes.

6.2 Modulacao e a Codificacao de Imagens

Em um processo de transmissao de dados, a informagao é produzida por uma fonte que
dispoe de elementos simples e simbolos. O elemento é o componente mais simples que entra
na composicao representativa da informacao. Um simbolo é formado por um conjunto or-
denado de elementos. Por exemplo, dispondo-se de um alfabeto de elementos A, B,C, - -,
pode-se compor os simbolos AA, AB, BB,--- ou os simbolos AAA, AAB, ABB,--- . Ou,
dispondo-se do alfabeto de elementos 0 e 1 podem-se compor os simbolos 000, 001, 010, 100, - - - .
E claro que o elemento do alfabeto pode se confundir com o préprio sfmbolo quando este é
composto de apenas um elemento.

Os sfmbolos de que dispoe a fonte sao fixos e definidos. O conjunto completo de simbolos
é chamado de alfabeto. A mensagem produzida pela fonte é constituida de um conjunto
ordenado de simbolos selecionados do alfabeto. Na modulacao, os sinais da constelagao sao
associados aos elementos do alfabeto. Por exemplo, se em um alfabeto binario, A é associado
ao simbolo 010 e se o canal nao possui ruido, o sistema envia trés sinais correspondentes aos
elementos do sfmbolo 010. Evidentemente que dois deles devem ser iguais correspondentes
ao sinal 0.

No caso do processo de identificacao de mergulhos de grafos da Segao 4.1, foi utilizado
um rotulamento de vértices com os elementos do conjunto das classes de resto médulo p,
Z, ={0,1,2,--- ,p—1}, onde p é o nimero de vértices do grafo. Entdo, dado um grafo
G {p, q}, o alfabeto de elementos associado a G serd tomado como sendo Z,. Neste capitulo, a
informacao da fonte e, consequentemente, as modulacoes QAMS’s e twisted serao codificadas
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com os elementos de Z,, onde p é o nimero de vértice do grafo G {p, ¢}, cujo mergulho define
o projeto topolégico de modulagao.

6.3 Modulacao QAMS e Televisao em Cores

Alfabetos diferentes produzem codificagoes diferentes. No que se refere ao comprimento
das palavras cédigos, quanto menor for o comprimento, maior serd a taxa de transmissao,
fator importante para transmissao de imagens. Serd analisado o potencial de compactacao
de dados das modulagoes QAMS’s na codificacao de modulagoes da televisao em cores, com
os dados da Tabela 6.1.1.

A imagem da televisao em cores é composta por 495 linhas e 528 colunas, ou seja, por uma
matriz de 261 360 elementos de imagem. Cada elemento de imagem z; terd dupla codificacao
contendo a informagao de brilho X = {z;}, 1 <1i < 317, e a informacao de cor Y = {y;},
1<j<T.

Na condicao em que o canal de transmissao nao apresenta erro, a codificacao de um
elemento de imagem sem nenhum tipo de redundéancia é da forma

2p = (XY) = ((x1, w2, T3, T, 5, T, T7) , (Y1, Y2, Y3)) » T4, Yj € Lo = {0,1}. (6.1)

Note que cada elemento de imagem é codificado com uma sequéncia bindria de comprimento
10. Este tipo de codificagao representa a informagao somente na fonte. A codificacao para
a modulacdo depende do ruido do canal. A medida que a relacio sinal /ruido aumenta,
obrigatoriamente aumentam os comprimentos das sequéncias de informacao X e Y. S6 é
possivel transmitir nas condigbes em (6.1) se nao houver ruido no canal de transmisséo,
situacao que existe somente no campo das hipdteses, uma vez que todo canal apresenta
rufdo.

As condigbes em (6.1) , representam as condigbes minimas de codificagao da modulagao ou
a codificagao de fonte. A codificacao de canal serd analisada tendo em vista os comprimentos
do cédigos X e Y. Como o comprimento das palavras em Y é aproximadamente o dobro do
comprimento das de X, espera-se que haja o dobro de erros de bits nas transmissoes das
sequéncias de Y em comparacao com os erros de bits, nas transmissoes das sequéncias de X.

Outra questao a ser analisada é o uso dos alfabetos envolvidos no processo de mergulhos de
um grafo na codificacdo da modulagdo. Dado um grafo G (p, ¢) existiria mais de um alfabeto
associado as modulacoes QAMS’s de G7 Quais seriam estes alfabetos e quais superficies eles
estariam atrelados? Recordemos, entao, as condicoes bésicas de mergulhos de grafos para
definir, da forma mais natural possivel, o alfabeto de codificacao associado a uma modulacao
QAMS.

A principio, devemos saber que todo mergulho de um grafo G (p, ¢) define uma parti¢ao
sobre uma superficie {2 em k regices. Seja, entao,

G{p,q}(©) = Q=UL R, (6.2)

o mergulho de G. Como a partigao UleRfli de Q em (6.2) é composta de k regides e cada
uma delas é a regiao de decisao de um sinal da modulacao QAMS para uma constelacao
de k sinais, entao o alfabeto deve ser necessariamente composto de k sinais, isto é, uma
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modulagao do tipo k-QAMS. Por outro lado, o dual do mergulho (6.2) é da forma
G (.0} (0) = 0= UL R, (63)

logo, trata-se de um grafo definido sobre k vértices vy, v}, v5, -+ ,v;,_; com v} no interior da
regiao R;i de UL, R!, . Consequentemente, o alfabeto associado a modulagdo QAMS vinda
do mergulho (6.2) estd atrelado aos vértice do grafo G’ do mergulho dual (6.3) .

Além disso, os grafos mergulhados G e G’ em (6.2) e (6.3) satisfazem a condi¢do de
dualidade (G")" = G, e os vértices vg, vy, -+ ,v, 1 de G sio tais que v; estd no interior da
regiao Rjo'éj de U];:lR(jlj. Como G’ {k, q} encontra-se também mergulhado em §2 particionando-
a em p regioes, pelas mesmas razoes acima, deduzimos que o alfabeto associado & modulacao
dual p-QAMS é constituido de p elementos.

6.4 Alfabetos das Modulacoes QAMS’s

Da andlise acima, deduzimos que os alfabetos associados as modulagoes QAMS devem
satisfazer as condigoes estabelecidas a seguir.

Definigao 6.4.1 Seja G (p,q) um grafo mergulhado em uma superficies Q particionando-a
em k regioes. Chamaremos de alfabeto associado & modulagao k-QAMS o alfabeto formado
pelos k primeiros nimeros inteiros Zy = {0,1,--- ,k —1}.

A Definicao 6.4.1 estabelece as condigoes do alfabeto a partir do mimero de regices
da particao, independentemente do mergulho ser o dual ou nao. O alfabeto associado a
QAMS nao poderia ser diferente, uma vez que as regioes de decisao estao relacionadas
biunivocamente com os sinais da constelacao.

Teorema 6.4.2 Sejam p e i 0os numeros de regioes do mergulhos minimos orientados e
nao-orientados do grafo G {p,q}. Se Z, é um alfabeto associado a modula¢ao QAMS de G,
entao:

(i) o= p se Z, esté associada & modulagao dual QAMS';

(17) se Z, estd associada a modulagao QAMS, entao

Q= {0 —2,p0—4,---,7,5,3}, se u é impar (6.4)

§P:>Oz€{ﬁ,ﬁ—1,ﬁ—2, 747372}'

gT = a € { {up—2,p—4,---,6,4,2}, se p ¢ par

Demonstragao. Todo mergulho do grafo dual de G (p, q) é da forma (6.3) . Logo, existe
um tnico alfabeto associado & modulacao dual e este é da forma Z,. Por outro lado, segue
da Definicao 6.4.1 que Z, € um alfabeto associado a modulagao p-QAMS de GG, sempre que
G possuir um mergulho na superficie €2, cuja particao é da forma = = ug;lei ea > 2.
Mas, as particoes de G com a > 2 satisfazem as condigoes

) o . . . ,
gT = = ¢ { {nglR;iv U?=12R;ia T 7U7,6:1R2xi7 U?:IR;“ U?:lR;i}a Se € par

ingl‘Rai,iU;;:l Rza,;a Ty UZ:lRloziv U?:levia U?lefyi}a Se S l,Hlpar
S {Uéllezw Uff:l Rlai? Ty U?:lew U?:lRZom U?:leyi}a

Q

(1]

gP =
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o que prova as condicoes em (6.4) . [

Nos casos particulares das familias de grafos completos K,, e completo bipartido K, ,, o
numero de regioes p e 1 dos mergulhos minimos orientdvel e nao-orientdvel podem ser deter-
minados em fun¢ao dos parametros m e n, possibilitando estimar precisamente a quantidade
de alfabetos associados as modulagoes QAMS’s.

Coroldrio 6.4.3 Se p é o numero de regioes do mergulho minimo orientdvel do grafo com-
pleto K,,, entao o alfabeto Z,, de uma modulagio QAMS de K, sobre superficies orientdveis
satistaz as condigcoes

o e { {ypp—2, 0 —4,-,6,4,2}, sen=0(mod4) en = 3(mod4) (6.5)

{ppyp—2,n—4,---,7,53}, sen=1(mod4) en=2(mod4),

Demonstracao. Pelas igualdades (2.6) e (2.7), a caracteristica de Eiiler de € para o
mergulho minimo de K, é dada por

X()=2-2¢g=2-2y=2-2{(n—3)(n—4)/12}. (6.6)

Por outro lado, o grafo completo K,, possui n vértices e n(n — 1) /2 lados, logo, pela carac-
teristica de Eiiler de 2, em (2.5), temos que

xXQ)=n—-nn-1)/2+p.

Se p € o nimero de regides do mergulho minimo orientével de K,,, entao pela igualdade (6.6)
temos que

X)) = n—nn-1)/2+p

= ,u:—n—i—n(n—1)/2—1—2—2{%(71—3)@—4)}.

Mas {35 (n — 3) (n — 4)} ¢ um nimero inteiro e, portanto, 2 { & (n — 3) (n — 4)} ¢ par. Con-
sequentemente, a paridade de p s6 depende da paridade de ¢ = —n+n(n—1)/2: se p &
par, entao j também o serd e o mesmo ocorre no caso em que ¢ ¢ fmpar. Analisemos os
quatro casos de congruéncia de n médulo 4:

1) Se n =0 (mod4), entdo n = 4s, para algum inteiro s. Entao, segue que

po=-n+nn-—1)/2=—-4s+4s(4s—1) /2 =25 (4s — 3)

e, portanto, ¢ é par;
2) Se n =1 (mod4), entdo n = 4s + 1, para algum inteiro s; logo, temos que

@o=—45—1+(4s+1)(4s+1—-1)/2=8s"—2s—1

e, portanto, ¢ € impar;
3) Se n =2 (mod4), entdo n = 4s + 2, para algum inteiro s; logo, temos que

o=—45—2+(4s+2)(4s+2—1)/2=8s"+2s—1
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e, portanto, ¢ é impar;

3) Se n =3 (mod4), entdo n = 4s + 3, para algum inteiro s; logo, temos que
p=—-4s—3+ (4s+3)(4s+3—1)/2 =2s(4s+ 3)

e, portanto, ¢ é par.

Dos quatro casos anteriores, concluimos que u é par, se n = 0 (mod4) e n = 3 (mod 4) e que
p € impar, se n = 1(mod4) e n = 2(mod4). Portanto, segue do Teorema 6.4.2 que, se
é o numero de regioes do mergulho minimo de K, entao o alfabeto Z, de uma modulacao
QAMS de K, sobre superficies orientéveis satistaz as condigoes

0e {pypp—2,p—4,---,6,4,2}, se n=0(mod4) e n =3 (mod4)
{ppyp—2,p—4,---,7,53}, sen=1(mod4) en=2(mod4),

o que mostra as condi¢oes em (6.5) . u

Coroldrio 6.4.4 Se p é o numero de regioes do mergulho minimo orientdvel do grafo com-
pleto bipartido K, ,, entdao o alfabeto Z, de uma modulagio QAMS de K, ,, sobre superficies
orientdveis satisfaz as condigoes

{p,p—2,0—4,---.,6,4,2}, sen =0 (mod?2)
0‘6{{u,u—2,u—4,--~,7,5,3}, sen =1(mod2). (6.7)

Demonstragao. De modo andlogo & demonstracao do Corolédrio 6.4.3, vemos que o
nimero p de regioes do mergulho minimo orientdvel de K, , satifaz a condigao

Y@ = 2n—n’+4p

= u:—2n+n2+2—2{

(n — 2)4(n —2) }

= u:n2—|—2(1—n—{(n_2)4(n_2)}).

Consequentemente, a paridade de p sé depende da paridade de n: se n é par entao i o serd
e se n é fmpar, ;4 também o serd. Segue entao, do Teorema 6.4.2, as condi¢oes do alfabeto
Z,, das modulacaes QAMS de K, ,, em (6.7). []

O Teorema 6.4.2 e os seus dois coroldrios sao uteis para identificar os alfabetos nas
familias de grafos que dependem de pardmentros, tais como as familias de grafos completos
e completos bipartidos. Apesar do Coroldrio 6.4.4 restringir a sua acao a grafos completos
bipartidos da forma K, ,, também ¢ possivel determinar os alfabetos das modulagoes de
grafos da familia de grafos completos K, ,, como serd visto a seguir.

Corolario 6.4.5 Se . é o nimero de regides do mergulho minimo orientdvel do grafo com-
pleto bipartido K, ,,, entao o alfabeto Z, de uma modulagao QAMS de K,,,, sobre superficies
orientdveis satisfaz as condigoes

a € {uau_27N_4>"'767472}7 Seman50m0d<2) (68)
{pyp—2,p0—4,---,7,5,3}, caso contrdrio. '
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Demonstragao. De modo andlogo & demonstracao do Corolério 6.4.3, deduzimos que
se ¢ € o nimero de regioes do mergulho minimo orientédvel do grafo completo bipartido I, ,.
Entao,

X(Q) = m+n—mn+p

= u:mn—m—n+2(1—{<m_2>(n_2)}).

4

Portanto, a paridade de p s6 depende da paridade de ¢ = mn—m—n: se ¢ é par. Entao, y o
serd; e se @ é impar, p também o serd. Analisemos, entao, os casos em que m e n dependem
das classes de congruéncias modulo 2:
1) Se m,n = 0 (mod 2) , entao existem inteiros r e s tais que m = 2r e n = 2s. Disto segue
que

©=(2r)(2s) —2r —2s =2(—r — s+ 2rs)

e, portanto, ¢ é par;
2) Sem =0(mod2) en =1 (mod2), entdo m = 2r e n = 2s + 1, para alguns inteiros r e s.
Neste caso, temos que

e=02r)2s+1)—2r—2s—1=—-2s+4rs—1=22rs—s)— 1.

Logo, ¢ ¢é fmpar;

3) A conclusao sobre ¢ é andloga a 2), se m = 1(mod2) e n =0 (mod 2) ;

4) Sem =1(mod2) en =1(mod2), entdo m = 2r + 1 e n = 2s + 1, para alguns inteiros r
e s. Neste caso, temos que

po=2r+1)2s+1)—2r—1—-2s—1=4rs—1

Logo, ¢ é fmpar.
Dos casos analisados acima, deduzimos que p é par se, e somente se, m,n = 0(mod 2);
caso contrario, i é fmpar, o que mostra as condi¢oes em (6.8) . [ ]

Outra atribuicao do Teorema 6.4.2 e seus coroldrios é que os mesmos podem ser utilizados
para determinar o nimero de alfabetos das modulacoes orientaveis QAMS’s da familia de
grafos completos. Por exemplo, como 5 = 1 (mod 4), pelo Colorério 6.4.3, o alfabeto Z, da
QAMS de K5 tem niimero de elemento impar, isto é, a é impar. Logo, pela segunda relacao
de (6.5), K5 possui

(v —3) /241 alfabetos,

ou seja, como o mergulho minimo é composto de = 5 regioes, entao existem 2 alfabetos
nas modulacoes orientdveis da K, a saber: Zs e Zs.

No caso do grafo completo bipartido K44, 4 = 0 (mod 2), entao segue do Corolério 6.4.4
que os alfabetos das modulagoes orientdveis possuem nimeros pares de elementos, isto é,

i € par. Logo, pela primeira relagdo de (6.7), deduzimos que o nimero de alfabetos de
modulagoes QAMS’s de K44 ¢ dado por

(v —2) /241 alfabetos.
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Basta determinar o nimero p de regioes do mergulho minimo de K44 para saber o nimero
de modulagoes QAMS’s. Em particular, © = 8, consequentemente as modulagoes QAMS’s
de K44 possuem
(8—2)/2+1=4
alfabetos, a saber: Zg, Zg, Zy4 € Zs.
Os comentdrios precedentes demonstram que o nimero de alfabetos das modulagoes
QAMS’s de um grafo satisfaz as condigoes da préxima afirmagao.

Proposigao 6.4.6 O niumero de alfabetos das modulagoes QAMS’s de um grafo G é igual
ao numero de superficies orientdveis onde G possui merqulhos de 2-células, isto é,

’%2—1—1, se p é par

L3 41, sep é dmpar (6.9)
GP = |Za| =T — 2 + 1.

q= gT#%MZ{

Demonstragao. Seja =g (G) o conjunto dos modelos das classes de mergulhos de G
sobre a superficie 2. Os modelos Z;’s sao todos distintos, porém, para todo i, o niimero de
regides de |Z;| é uma constante aq. Mas, pela Definicdo 6.4.1, o nimero de elementos do
alfabeto da modulacao QAMS sobre (2 é igual ao nimero de regices de =;, portanto, todo
alfabeto de uma modulagao QAMS de G sobre €2 possui ag elementos, ou seja, é um alfabeto
da forma Z,,,. A quantidade de elemento do alfabeto |Z,|, dado em (6.9) , pode ser deduzido
diretamente da contagem dos elementos dos conjuntos em (6.4) . u

O resultado da Proposicao 6.4.6 refere-se aos alfabetos das modulacoes QAMS’s sobre
superficies sem bordos. As condigoes da Definigao 6.4.1 nao sao diferentes dos alfabetos para
as superficies com bordos. Para este tipo de superficie, vale a seguinte afirmacao.

Proposicao 6.4.7 Seja Z, o alfabeto da modulagio QAMS de G sobre €. Entdo, o conjunto
dos alfabetos sobre as modulagoes em superficies com bordos geradas pelo mergulho G — §2 =
® Rl é dado por

A (G — Q) - {Zaa Za—la Za—27 Za—37 e 7Z4a Z37 Z2} . (610)

Demonstracgao. De fato, pela Definigao 6.4.1, o nimero de elementos do alfabeto de
uma modulacao QAMS sobre um superficie com bordo €. é igual ao nimero de regioes da
particao do mergulho de G sobre §2.. Entao, pela Definicao 2.4.14, o mergulho sem bordo
G — Q= U, R], geram os seguintes mergulhos em superficies com bordos

— a—1i — | a—2 i — | a—3 i — | a—k i
Q1 = Uizl Raia Q2 = U’i:l Raia Q3 = Ui:1 Raia T Qk: = Ui:1 Rom

t oy QafS = U?:lfoi? QQ,Q = UZZZlRin’ Qafl = Ui:leij Qa =q. (611)

Mas, as partigoes em (6.11) que geram modulagbes QAMS’s s@o aquelas que possuem até 2
regioes. Consequentemente, os alfabetos das modulacoes em superficies com bordos geradas
pelo mergulhos G — ) = U?ZlRf% S0 Ziy-1,Liy—2y Loo—3, "+ - , Ly, L3, Zig, O que mostra a
igualdade (6.10). u

O conjunto dos alfabetos relacionados na igualdade (6.10) inclui o alfabeto da QAMS na
superficie sem bordo para mostrar quem é o gerador dos mergulhos com bordos. Obviamente,
na lista (6.10), ha somente um mergulho sem bordo.
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6.5 Exemplos dos Alfabetos das Modulacoes QAMS’s

O objetivo é relacionar, utilizando as defini¢oes e resultados introduzidos nas Segoes 6.1 -
6.4, os alfabetos das modulacoes dos grafos completos e dos dois grafos de Cayley dos sélidos
platonicos identificados nos Capitulos 4 e 5. Isto nos ajuda a avaliar a variagao do nimero
de elementos dos alfabetos de moduagoes QAMS’s do grafo e obter informagao precisa do
alfabeto sobre cada superficie na qual o grafo considerado possui projeto de modulacao.
Tais informagoes sao de extrema relevancia para o projetista do sistema de transmissao de
dados na decisao pelo projeto de modulagao que mais se adequa aos seus propositos. O
certo é que, com os dados fornecidos nesta secao, o projetista ficard indeciso em relacao ao
nimero de elementos do alfabeto que utilizard na modulacao QAMS’s de um grafo sobre
uma determinada superficie.

6.5.1 Alfabetos das modulacoes QAMS’s do grafo completo K

Pelos resultados e defini¢oes apresentados nas Secoes 6.1 - 6.4, para identificar o alfabeto
de uma modulacao QAMS, é suficiente identificar cada superficie {2 e o nimero de regioes
de uma particao de §2, o que é uma constante agq. Com isto, o alfabeto da QAMS sobre (2 é
dado por Z,,,. Em relacao ao grafo completo K35, estes dados podem ser obtidos diretamente
das Tabelas 4.3.4 - 4.3.8.

Utilizando os dados das Tabelas 4.3.4 - 4.3.8 referentes as particoes das modulagoes ori-
entdveis e nao-orientdveis do grafo completo K3, relacionamos, na Tabela 6.5.1, os alfabetos
das modulagoes QAMS’s orientaveis e nao-orientdveis, sem e com bordos, juntamente com
as suas respectivas superficies.

Alfabetos de P, Alfabetos de T), e 2P, Alfabetos de 3P,
S/bordo Com bordo S/bordo Com bordo S/bordo| C/bordo
QI P |P|P| P3 |[Py|| Q\|(T,2P|T1,2P, |15,2P, | T5,2P3 || Q || 3P |3P,| 3P
Lo\ Zg |Zis | Ly| Zig | Zo || Lo Zs ym s Lo \Zo|| Zy | Zs | Zo

Alfabetos de 27}, e 4P, Alfabetos de 5P, Alfabetos de 37}, e 6P,
Sem bordo | C/bordo || Sem bordo Com bordo Sem bordo | Com bordo
Q| 27,4P | 2Ty,4P, | Q 5P 5P, Q | 37.6P o

Lo ||  Z3 Zs Lo, Zs @ Zq %) @

Tabela 6.5.1: Alfabetos das modulagoes QAMS’s do grafo completo K

Como podemos verificar nos dados da Tabela 6.5.1, as opgoes de alfabetos para as mo-
dulagoes QAMS’s orientdveis de K5 variam de 2 a 5 elementos e as nao-orientdveis, de 2 a
6 elementos. Portanto, sao 5 e 4 opcgoes de alfabetos possiveis, com o caso nao-orientédvel
apresentando o maior nimero de elementos.

Est4 claro que o maior niimero de elementos do alfabeto é apresentado pelo modulacao que
se encontra sobre os mergulhos minimos: 5 elementos para o caso orientével e 6 do mergulho
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minimo nao-orientdvel. O mergulho maximo orientdvel de K5 é o dnico que nao possui
alfabeto, uma vez que é formado somente de uma tunica regiao. Mas, devemos saber que
existem casos em que os mergulhos méximos de K, sao formado por duas regioes e, portanto,
sao modulagoes tipicas do alfabeto bindrio. J4 o mergulho maximo nao-orientdvel nunca
possui alfabeto, pois trata-se sempre de um mergulho composto de uma regiao. Observe que
os alfabetos das regioes em superficies sem bordos orientdveis variam de 2 em 2 elementos
(Zs e Zs3) enquanto que nas nao-orientaveis (Zg, Zs, Z4, Z3 € Z2) e nas superficies com bordos,
a variacao do nimero de elementos ¢ de uma em uma unidade. Os alfabetos da familia de
modulagoes com bordos gerada pelo mergulho K5 — T sao: Zs,Zy4,Z3 € Zy. Com outra
familia de superficies com bordos ocorre o mesmo, a variacao do nimero de elementos do
alfabeto é sempre unitéria e a relagao de alfabetos é sempre da forma a—1,a—2,--- ,4,3,2,
onde « é o nimero de elementos do mergulho gerador sem bordo.

6.5.2 Alfabetos associados 4s modulagoes QAMS’s do grafo K44

Como foi vista na Secao 6.5.1, para o caso de identificacao dos alfabetos das modulagoes
QAMS’s do grafo completo K5, estes sao obtidos diretamente das relagoes de superficies e
dos seus tipos de partigoes, dados que, no caso do grafo completo bipartido K44, podem ser
coletados através dos dados disponiveis na Tabela B.0.1, contida no Apéndice B.

Na Tabela 6.5.2, apresentamos os alfabetos das modulagoes QAMS’s do grafo completo
bipartido K44 e as respectivas superficies sobre as quais encontram-se os projetos de modu-
lacoes.

Alfabetos de 7}, e 2P, Alfabetos de 3P,
Sem bordo Com bordo S/bordo Com bordo

Q 2P 2P1 2P2 2P3 2P4 2P5 2P6 Q 3P 3P]_ 3P2 3P3 3P4 3P5

Lao| Zs |Zo [ Zs |Zs |24 |2y | Lo [Zo|Zo| Zs |Zs| Zy |Zs| Z |

Alfabetos de 27}, e 4P, Alfabetos de 5P, Alfabetos de 37}, e 6P,
Sem bordo Com bordo Sem bordo Com bordo Sem bordo | Com bordo
Q 2T | 217 | 215 | 215 | 2T Q 37 1317 315

Q|| 4P 4P, 4P, 4P 4P, ) 5P 5P |5F | 5P Q1 6P 6P| 6P

ARREANEAAAAARE AR

Alfabetos de 7P, Alfabetos de 47), e 8P, Alfabetos de 9P,
Sem bordo Com bordo Sem bordo | Com bordo|| S/bordo | C/bordo
Q] P 7P Q] 4T e8P [ 4T, e8P, || Q| 9P 9P,
Zoll Zs | 2y [Zo] 22 | © [Z.] & | 2 |

Tabela 6.5.2: Alfabetos das modulagoes QAMS’s do grafo completo bipartido Ky 4

Foram observadas, nos alfabetos das modulacoes QAMS’s do grafo completo bipartido
K4 4, 0os mesmos tipos de comportamentos dos alfabetos do grafo completo K5, descritos nos
comentdrios apds a Tabela 6.5.1. O que diferencia basicamente os alfabetos de K5 e de K44
sao os nimeros de elementos. Enquanto K5 apresenta alfabeto com o maximo de 6 elementos
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e este se encontra sobre uma superficie nao-orientével, os alfabetos de K, 4 possuem até 8
elementos e tanto se encontra em superficie orientdavel quanto nao-orientdavel. Portanto, ha
uma maior variedade no nimero de elementos dos alfabetos nas modulagoes QAMS’s do
grafo completo bipartido Ky 4.

6.5.3 Alfabetos das modulacoes QAMS’s do hexaedro Hj -

Os dados para identificacao dos alfabetos das modulagoes QAMS’s do hexaedro Hg 12
encontram-se na Tabela 5.2.1. Esta contém todas as modulagoes sobre superficie orientéveis
e nao-orientdveis, com e sem bordos, e os respectivos nimeros de regioes das particoes das
superficies, elementos que permitem identificar os alfabetos.

Na Tabela 6.5.3, relacionamos os alfabetos das modulacoes QAMS’s do hexaedro Hsg 1o
em funcao das superficies que contém os projetos de modulagoes.

Alfabetos de S, Alfabetos de P, Alfabetos de T}, e 2P,
S/bordo Com bordo S/bordo| Com bordo S/bordo C/bordo
Qf S [S1|S| S |Ss| Q| P || B Py | Q|| T,2P |T1,2P, |T5 e 2P,
Lo\ Ze |Zs|Zy| Zg | Lo Lo | Zs |Za| Zs |Zo|Za| Z4 Zs3 Lo

Alfabetos de 3P, Alfabetos de 27), e 4P, Alfabetos de 5P,

Sem bordo | C/bordo || Sem bordo |Com bordo| Sem bordo Com bordo
Q 3P 3P Q|| 27,4P | 2T1,4P, || Q 5P 5P
Lo Zs Lo Lo, Zs @ Zq @ @

Tabela 6.5.3: Alfabetos das modulacoes QAMS’s do hexaedro Hg 1o

Uma inspecao nos alfabetos das modulagoes QAMS’s, da Tabela 6.5.3, nos surpreende
com o fato dos alfabetos das modulagoes QAMS’s do hexaedro serem os mesmos do grafo
completo K5. Evidentemente que nao hé coincidéncia no conjunto de superficies. Esta igual-
dade s6 foi detectada porque a identificacao das classes de superficies foi realizada, simul-
taneamente, em ambos os tipos de orientacoes, isto é, nas orientdveis e nas nao-orientaveis.
Esta é uma das vantagens de se identificar, ao mesmo tempo, as modulagoes orientdveis e
nao-orientdveis de um grafo, pois encontramos relacoes que sé sao possiveis quando ambos
os casos sao tratados simultaneamente.

O processo de identificacdo de modulagoes teve inicio em 1999 [14], porém, o processo de
identificagao simultanea sé comegou a ser realizado quando da identificacao da modulagoes
do grafo completo bipartido K4, em 2010 [18]. Neste trabalho, comecamos a usufruir da
vantagem do processo simultaneo de identificacao de modulagoes sobre superficies vindas de
mergulhos de grafos.

Observe, nas Tabelas 5.2.1 e 6.5.3, que os alfabetos do hexaedro que se encontram sobre
S,, sao os mesmos alfabetos de K5 que estao sobre P,.Para sermos mais precisos, observamos
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que ocorrem as seguintes igualdades entre os alfabetos de K5 e do hexaedro

AP,u, (K5) = {ZG7 Z57 Z47 Z37 ZQ} = AS;L (H8,12>

Aryop, (Ks) = {Zs,Z4,Z3,Zs} = Ap, (Hs12)
Asp, (Ks) = {Z4,73,Zy} = A, ap, (Hs12)
Aoryap, (K5) = {Zs,Z:} = Aspu (Hs12)
hop, (K5) = {Zo} =4, (Hex)
Asrpep, (K5) = @ = Aspu (Hs2) -

Nos surpreende este tipo de igualdade em grafos com caracteristicas tao distintas. En-
quanto K5 possui 5 vértices de grau 4, 10 lados e regiao minima triangular, o Hexaedro tem 8
vértices de grau 3, 12 lados, vértices de grau 3 e regiao minima quadrangular. Logo, nenhum
dos elementos que contribuem para o conjunto dos mergulhos dos grafos K5 e Hg 12 coinci-
dem. Entao, por que a igualdade entre os alfabetos? Este comportamento serd esclarecido
na forma de uma proposicao que serd introduzida posteriormente.

Nos quatro casos de grafos tratados neste trabalho, observamos que o nimero maximo
de regioes de mergulhos de um grafo as vezes ocorre em uma superficie nao-orientavel, como
é o caso de Kj; (este possui 6 regides) e pode encontrar-se sobre a superficie orientédvel,
como no caso de Hg 2 (este também possui 6 regides) . Quando estes mergulhos possuem os
mesmos nimeros de regioes significa que o conjunto das superficies de ambos os grafos tém
os mesmos nimeros de elemento e os mergulhos tém o mesmo nimero de regices. Como o
alfabeto depende do niimero de regioes, segue a igualdade entre os alfabetos.

Definigao 6.5.1 Seja M (G) o conjunto dos mergulhos orientdveis e nao-orientdveis de G.
Chamaremos de mergulho minimo méaximo (Mmin /max) de G o mergulho G — Q) = UleRgi
tal que k <t para todo G — Q = U"leRéi € M(G). Se G e H sao tais que Myin /max (G) =
Miin /max (H) , entao diremos que G e H possuem mergulhos minimos mazimais idénticos.

O termo mergulho minimo mdximo refere-se ao mergulho minimo orientdvel ou nao-
orientdvel de um grafo que apresenta o maior nimero de regioes. Os alfabetos corres-
pondentes aos mergulhos minimos orientdvel e nao-orientdvel serao indicados por A, e
Ain, respectivamente. Como os mergulhos minimos orientédveis e ndo-orientdveis sao aque-
les que possuem os maiores nimeros de regides, entdo os alfabetos Ay, € Api, possuem o
maiores nimeros de simbolos dentre os alfabetos de mergulhos orientdveis e nao-orientdveis,
respectivamente.

Observamos que os mergulhos minimos orientédveis e nao-orientdveis podem ter o mesmo
nimero de regides, como no caso do grafo completo K, 4 (ambos possuem 8 regides e sao
realizados em 7' e 2P) ou podem ter nimero de regides diferentes, como nos casos de Kj
(compostos de 5 regides sobre T' e de 6 regides sobre P, sendo este o mergulho minimo
méximo), Hg 12 (compostos de 6 regides sobre P, sendo este o mergulho minimo méximo, e
de 5 regides sobre T') e Hg ;, (compostos de 8 regioes sobre P, sendo este o mergulho mfnimo
méximo, e de 7 regioes sobre P ).

Teorema 6.5.2 Os alfabetos A i, e Anin dos mergulhos minimos orientdvel e nao-orientdvel
de um grafo G sao iguais se, e somente se, os mergulhos minimos de G sdo maximais e
encontram-se em YT e 2vP.
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Demonstracao. Seja A, = Apin. Se Q = S, entdo Q@ = S, 0 que é um absurdo.
Se ) = P, entdo Q = P, o que é um absurdo. Consequentemente, os alfabetos Apin € Amin
encontram-se sobre superficies minima que nao estao em {S, P}. Por outro lado, a igualdade
Apin = A resulta que as particoes dos mergulhos minimos orientdaveis e nao-orientdveis
possuem os mesmos nimeros de regioes, o que s6 ocorre, se e somente se, sao mergulhos da
forma

G AT = Ulmelpi = UM Rl = 99p G, (6.12)

caso contrario, o mergulho minimo nao-orientavel estaria ou na superficie (2y — 1) P ou sobre

y AInll"l
(2v 4+ 1) P. Em ambos os casos nao terfamos a igualdade U'Amm'Rg = Ul| 1 |R’

4,» uma vez
que

[on] 1

G (2y-1P=U" R %UlAm|R’ £ Ut

| A [+1

R.=2y-1)P«G, (6.13)

onde A,, = A,. Portanto, A = A implica que os mergulhos minimos sao da forma
(6.12). As desigualdades em (6.13) mostram que os mergulhos minimos de G sdo maximais
e encontram-se em 71" e 2vP. Reciprocamente, se os mergulhos minimos orientdveis e nao-
orientdveis encontram-se em 7' e 2P, as particoes destes tém o mesmo niimero de regioes,
uma vez que possuem caracteristicas de Eiiler iguais. Consequentemente, A ;, = Kmm. ]

Corolario 6.5.3 A diferenca entre A, e A, de um grafo é no maxrimo 1.

Demonstracao. De fato, pelo Teorema 6.5.2, A ;, — Apin = 0 quando os mergulhos
minimos orientdveis e nao-orientdveis encontram-se sobre superficies da forma 71" e 2y P,
respectivamente. Apin — Apin = 1 quando se tem mergulhos minimos orientdveis e nao-
orientdveis das formas

(1) S=UL R eP—Uk_lRi~ (3) 2(v —1)P U Rl enT = u’@ 'R
(2) P= UklRZ,eT Ut R’- (4) AT =Uk 1R%eQ(Wﬂ)P Uk R’

Observe que nos casos (1) - (4) , tem-se que A iy —Apin = 1. Suponha que Ay, — Ay, = 2. Se
o mergulho minimo maximal é ndo-orientdvel, entdo 2 (y — 1) P = UX | Rl e T = US2R!,

sao respectivamente os mergulhos minimos nao-orientével e orientével. VeJa que neste caso
Apin — Apin = 2. Como as regioes de mergulhos orientdveis e nao-orientdveis possuem o
mesmo nimero de regiGes, entao existe um mergulho orientdvel sobre (y —1)T = UL R}, .
Mas, v é o género minimo de mergulhos orientdveis, entao a existéncia de um mergulho
orientdvel sobre uma superficie de género v — 1 é um absurdo. Portanto A, — Aim N80
pode ser 2. Esta contradi¢ao encerra a prova da afirmacao. ]

Do Teorema 6.5.2 e Coroldrio 6.5.3, deduzimos que a diferenca entre os alfabetos das
modulagoes QAMS’s dos mergulhos minimos orientdveis e nao-orientdveis de um grafo nao
pode ser superior a um. Estas condic¢oes, quando compartilhadas com dois ou mais grafos,
irao resultar nas igualdades entre os seus alfabetos.

As regiGes minimas maximais dos grafos irdao decidir se os alfabetos sao iguais ou nao.
Pode ocorrer que a regiao minima méximal de um grafo G seja orientdvel e que a regiao
minima de um grafo H seja nao-orientdvel, como nos casos de K5 e Hs 1o, entretanto, se as
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regioes minimas maximais de G e H tém o mesmo nimero de regioes, entao os alfabetos
de G e H serao iguais. Pode ocorrer casos em que as regioes minimas maximais de G e H
sejam ambas orientdveis ou ambas nao-orientdveis, se estas tiverem os mesmas quantidades
de regioes, também implicard na igualdade dos alfabetos de G e H. Portanto, o alfabeto de
um grafo depende somente do niimero de regides do mergulho minimo maximal do grafo,
como serd demonstrado a seguir.

Teorema 6.5.4 Os alfabetos das modulagoes QAMS’s de G (p,q) e H (r,s) sdo iguais se, e
somente se, G e H possuem mergulhos minimos maximais idénticos.

Demonstragao. Suponhamos que os grafos G e H possuem mergulhos minimos maxi-
mais idénticos. Analisemos um caso para mostrar quem sao precisamente os mergulhos de
grafo. Suponhamos que os mergulhos minimais ocorrem em superficies orientdveis de géneros
v e A, respectivamente. Entao, os mergulhos maximais orientdveis possuem 2 ou 1 regioes,
conforme as condicoes do Teorema 2.4.8. Por outro lado, admitindo que o mergulho maximal
nao-orientdvel é composto por 1 regiao, concluimos que os mergulhos de GG sao da forma

AT =UE R, (v+1)T=UZ2R,,, - ,yyT = PR, se k é par
G—{ AT=U_ R, (v+ )T =UZ2R,, -,y T = Ry, se k éfmpar . (6.14)
2’7P = U?:lRou (27 + 1) P = Uf:_fRou U 77MP = R2Q7 se Mmin:l_j’min

Consequentemente, o alfabeto das modulacoes QAMS’s de G é dado por
AG = {Zk7 Zk*la Zk727 Zk?*37 e 7Z47 Z37 ZQ} . (615)
De modo andlogo, deduzimos que os mergulhos de H sao da forma

M =U Ry, N+ 1)T =UF2R,., - AT = 2R, sek é par
H—{ X =U" R, AN+ 1T =U2R,, -+, \yT = Ry, se k & tmpar (6.16)
2AP =UF |R,,(2A+1)P=U""2R,, -+ , AP = Raq, 8¢ [y =Thmin-

Independente dos géneros v e A, estes podem ser iguais ou bem diferentes, e dos tipos de
superficies, vemos que o alfabeto s6 depende do nimero de regides dos mergulhos. Entao, o
alfabeto das modulagoes QAMS’s de GG é dado por

AI-I = {Zkazkflazkf%zkf?n'“ 7Z47Z37Z2}'

Por (6.15), vale a igualdade Ag = Ap. S6 para analisar um outro caso, suponhamos que o
mergulho minimo maximal de G é orientdvel e ocorre em uma superficie de género 7, e o
mergulho minimo maximal de H é ndo-orientavel e ocorre em uma superficie de género .
De modo andlago ao caso anterior, deduzimos que o conjunto de mergulhos de G é como em
(6.14) . Por outro lado, se A = 27, entdo os mergulhos de H sio da forma

AN =Ut R, (A+1)T=U 2R, -+, AT = U*R,,, se k é par
H<— ¢ N[=U Ry, A+ 1) T =U Ry, -, AuT = Ry, se k & fmpar
2\P = Uf:lRon (2)‘ + 1) P = Uf;fRaa e 7>\MP = R2sa S€ Hmin = Emina
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o que implica que o alfabeto Ag é 0 mesmo de (6.15) . E se A = 2y — 1, pelo Coroldrio 6.5.3,
temos que

M =U R, N+ 1) T = USSR, - AT = U*R,,, se k é fmpar
H—{ M =U"R,, AN+ 1)T=U"2R,, -+ ,AyT = Ry, se k é par
(27 - 1) P = Uk 1R0m 27P Ufz_llROm e 77MP = R287 S€ fhmin < Hmin-

Novamente, temos que o alfabeto das modulagoes QAMS’s de H, Ay, é o mesmo que o
alfabeto de Ag em (6.15). No caso em que os mergulhos minimos maximais de G e H
sao ambos nao-orientdveis e no caso em que (G é nao-orientdvel e o de H é orientdvel, as
conclusoes sao as mesmas dos dois casos demonstrados. ]

Estdvamos tao concentrados no alfabeto que esquecemos que observar o conjunto das
superficies das modulagoes QAMS’s de grafos com mergulhos minimos maximais, cujas par-
ticoes possuem os mesmos nimeros de regioes. Estes sao conjuntos com a mesma cardinali-

dade.

Coroldrio 6.5.5 Se G e H sao grafos, cujos mergulhos minimos mazximais sao idénticos,
entao
se | € par

S(Q)] = 18 (1) ={ g o sy ép (6.17)

5> Se € fmpar.

Demonstracao. Seja p o nimero de partigoes dos mergulhos minimos maximais de GG
e H. Pelo Teorema 2.4.8, deduzimos que o mergulho méximo orientdvel de um grafo possui
2 ou 1 regiao. Suponha que o mergulho minimo possui 1 regiao. Pelo Teorema 2.4.8, os
mergulhos de grafo ocorrem em superficies 2%, onde k ¢ o nimero de regides do mergulho
sobre 2 (lembre que k é constante para cada superficie 2), para todo

{M?/’l’_2alu’_4-7'”78767472} ou
ke {M’M_27M_47"'7775’371}7SeQEgT (618)
{N7#_17M_27"'74a37271}aSeQEgT'

Por (6.14), cada p dos conjuntos dos nimeros de partigoes de (6.18) estd associado a uma
unica superficie. Entao, o nimero de elementos dos conjuntos das superficies para os mer-
gulhos de G e H contém os mesmos nimeros de elementos dos conjuntos em (6.18) . Mais
exatamente, temos que:

_ (B2 4+ 1)+ (p—1)+1=2p, sepépar
S(@)| = |S(H)| = |Sal + |Sa| =9 ;.2 3
IS(G)] = |5 (H)) ’GH“G‘ {(%+1)+(N_1)+1:?"‘2—+1,seuél’mpar.

Os demais casos podem ser determinados de forma semelhante. ]

As relagoes simultaneas dos mergulhos orientével e nao-orientédvel e o fato de ter escolhido
o grafo completo K5 e o grafo do hexaedro Hg 12, como parte dos objetos estudados neste
trabalho, permitiu descobrir e provar importantes relagoes entre os mergulhos de grafos,
principalmente em relacao aos alfabetos associados aos mesmos.
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6.5.4 Alfabetos das modulagées QAMS’s do hexaedro Hj,

Como ocorreu com os demais grafos, este trabalho contém informagoes sobre as superficies
nas quais as modulacoes QAMS’s sao projetadas e o tipo de particao possivel em cada
superficie. Os alfabetos vinculados as modulagoes QAMS’s do hexaedro Hg ,, e as superficies
nas quais estas modulagoes se encontram, estao relacionados na Tabela 6.5.4. Estes elementos
foram obtidos a partir do nimero de regioes das particoes de mergulhos dos mergulhos de
Hg 5 sobre as relagoes de superficies disponivel na Tabela 5.3.5, do Apéndice E.

Alfabetos de S, Alfabetos de P,
Sem bordo Com bordo S/bordo Com bordo
Q S Sl 52 53 S4 55 SG
Ql 2P |2P 2R 2P 2P, 2P| 2P; QNP R BB P B

Tl % (2% %% %] B |2]%] % %] % %] 7

Alfabetos de T}, e 2P, Alfabetos de 3P, Alfabetos de 27}, e 4P,
Sem bordo Com bordo Sem bordo Com bordo Sem bordo | Com bordo
Q| T,P | T, | Ty | T3 | Ty 0 2T |21y | 2T,
Q 2P [2P 2P| 2P| 2P, @ 3P 3R 3R\ 3Py e AP, | 4P,

Tl o |22 ]% |5 0] % |2 %] % 2] % |2 % |

Alfabetos de 5P, Alfabetos de 37}, e 6P, Alfabetos de 7P,
Sem bordo Com bordo Sem bordo | Com bordo| S/bordo | C/bordo
Qf P 5P Q[ 3Te6P [3T,e6P, | Q] 7P P,
Z] 2 Z, (2] zZ | o [Z] o | o |

Tabela 6.5.4: Alfabetos das modulagoes QAMS’s do octaedro Ky 4

No grafico em barras da Figura 5.4.1, mostramos que a capacidade dos alfabetos do octae-
dro supera todos os grafos pesquisados neste trabalho, em relagao a nmimero de modulagoes
QAMS, twisted, orientdveis e nao-orientdveis com e sem bordo. Entretanto, as superficies
para os mergulhos do octaedro, S (Héﬂ) , apesar de nao serem as mesmas superficies para
o mergulho do grafo completo K} 4, possuem os mesmos nimeros de elementos de S (K4 4) ,
ou seja, vale a relacao de igualdade

|S(K4,4>| = |S (Hé712)‘ :

Observe que os conjuntos de superficies S (Ky4) e S (H, 6/3,12) nao sao iguais, eles sé possuem
os mesmos nuimeros de elementos. Isto ocorre devido ao Teorema 6.5.4, pois estamos nas
condigoes das hipdtes deste, isto &, ambos os grafos K 4 e Hg ;5 possuem mergulhos minimos
maximais com os mesmos nimeros de regioes e, consequentemente, o conjunto de alfabetos
é idéntico. Além disso, veremos a seguir, que o nimero de superficies para os mergulhos de
Ky4 e Hg 1y sdo iguais quando os mergulhos minimos maximais destes sao idénticos.
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6.6 Mergulhos Minimos Maximais Idénticos

Chegamos a conclusao de que muitas das propriedades sobre modulagoes dependem dos
mergulhos minimos maximais dos grafos. No Apéndice F fizemos uma andlise completa
sobre este tipo de invariante do grafo e suas consequéncias diretas com os conjuntos de
alfabetos das modulacoes QAMS ’s e das superficies sobre as quais estas se encontram. Os
principais resultados conseguidos serao relacionados abaixo na forma de um tnico resultado.
As demonstracoes de cada uma das afirmacoes encontram-se no Apéndice F.

Teorema 6.6.1 Sejam G e H grafos com mergulhos minimos maximais idénticos compostos
de p regioes sobre superficies minimas de géneros v e \, respectivamente, entdo:

(Z) AG:AH (& |Ag| = |AH| :,u—l;

(17) Os conjuntos das superficies orientdveis de G e de H satisfazez as condigdes de inter-
secao:

AN =7 < &2 sey e\ sdo pares

|
A — _p-l p—2 5 \ é 7
S(G)QS(H)#@@ fye[ M327M21} 7567?2/76“"6 67,7?1])@7‘
A—vye [-82, 53] | sey é dmpar e X € par
A=~ < B2, sey e\ sio impares,

nos casos contrarios, S (G) NS (H) = .

(1i1) Os conjuntos das superficies nao-orientdveis de G e de H satisfazem as condigées de
intersecao: B
m(G)NS(H)#S < |A—9] <pu—1,

caso contrdrio, se |\ —~| > u— 1, entido m (G) NS (H) = @.

Demonstragao. A afirmacao (i) é equivalente ao Teorema F.1.4, a afirmagao (i7) equiv-
ale ao Teorema F.1.1 e seu Corolério F.1.2 e a afirmacao (i77) corresponde ao Teorema F.1.3.

|

Em relacao aos alfabetos, nao ha como projetar modulagoes QAMS’s sobre superficies
com alfabetos diferentes. Escolhido um grafo, o nimero de elementos do alfabeto de cada
superficie é constante. Tanto é possivel determinar o conjunto dos alfabetos de um grafo
como determinar o seu niimero de elementos.

Quanto as superficies, as modulacoes apresentam desempenhos diferentes quando sao pro-
jetadas em superficies distintas. Entao, quanto maior for o nimero de superficies envolvidas
no processo, maior é o nimero de opcoes de projetos de modulacoes com desempenhos dife-
rentes. Devemos ter em mente que, escolhido o grafo, sempre é possivel identificar o conjunto
de superficies, quantificar o nimero de elementos e determinar a intersecao entre os conjuntos
das superficies de dois grafos.

Concluimos ainda que, grafos diferentes podem possuir conjuntos de superficies com o
mesmo nimero de elementos. Tais conjuntos podem apresentar intersecoes ou nao. Numa
andlise de desempenho de modulagoes vindas de mergulhos de grafos diferentes, informacoes
sobre alfabetos, superficies e tipos de partigoes sao fundamentais.
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6.7 Modulacao QAMS e TV Digital

A modulacdo QAMS estd definida sobre um espago métrico (€2,d), onde 2 é uma su-
perficie e d é uma métrica de {2 como, por exemplo, d pode ser a distdncia geodésica. Este
modelo de modulacao é caracterizado pelo nimero de regioes da particao do mergulho de um
grafo GG sobre 2. Uma partigao de () dividida em k regioes define uma modulagao k-QAMS
para uma constelacao de k sinais pentencente ao conjunto dos vértices do mergulho dual
G — Q. A esta constelagdo de sinais associamos um alfabeto de k elementos pertencentes
ao conjunto das classes de restos médulo k, isto é, o alfabeto A =7, = {0,1,2,--- ,k —1}.

Pelo exposto nas Segoes 6.2-6.6, vimos que a partir de um grafo G podemos projetar um
nimero determinado de modulagoes sobre as quatro familias de superficies, para constelagoes
bindrias de até p elementos, onde p é o nimero de regides do mergulho maximal de G.
A existéncia de constelacbes com numeros de sinais diferentes de 2 afeta o comprimento
das palavras-cédigos: maior nimero de elementos no alfabeto implica, necessariamente, na
redugao do comprimento das palavras do cédigo fonte e do cédigo da modulacao (cédigo
corretor de erros). Com isto, o processo de transmissdo ganha em relagdo aos aspectos
da diminuicao de erros de transmissao e do tempo de processamento. Por outro lado, a
capacidade de transmissao do canal é limitada, se conseguirmos diminuir os comprimentos
das palavras do cédigo fonte e do c6digo da modulagao, conseguimos enviar mais informacao
e assim aumentar a capacidade do canal.

Como foi visto na Secao 6.1, na codificacao de imagens digitais da televisao em cores,
cada elemento de imagem contém dupla codificagdo, informagoes de brilho X = {z;} e de
cor Y = {y;}. O sistema consegue reconhecer aproximadamente 317 niveis de brilho e para
a crominancia Y = {y,}, j varia de 1 a 7. Os sistemas mais modernos, como a televisao de
alta definicao HDTV, opera com nimeros de elementos de imagem e de codificagao muitos
superiores ao da televisao em cores. Além disso, na transmissao da imagem 3D, os elementos
de imagem e da codificacao sao bem maiores do que ao da televisao HDTV. Nestes tipos de
transmissoes, o uso de alfabetos com nimeros maiores de elementos sao imprescindiveis para
a boa operacionalizagao do sistema. Analisaremos o caso da TV digital com os pardmetros
da imagem da televisao em cores.

Este trabalho contém uma pequena amostra das modulagoes sobre superficies, porém, é
a partir destes exemplos que os primeiros projetos de modulagoes podem ser implementados,
como j4 se tem exemplos de projetos realizados em [3]. Nao significa que a técnica utilizada
neste trabalho, seja ineficiente para identificar modulacoes para grandes constelagoes de
sinais [13], pelo contrério, a quantidade de sinais nao ¢ fator que impede a identificacao
da modulacao, o problema ¢ a construcao do modelo topolégico da desta e a existéncia da
parametrizacao sobre a superficie.

Pela igualdade (6.1) , é necessdrio utilizar sequéncias de comprimento 7 e 3 em um sistema
de transmissao de televisao em cores. Atualmente, esta é a situagao mais confortavel dos
sistemas de transmissao de televisao disponiveis aos usudrios. A questao, portanto, é: até
quanto é possivel reduzir o comprimento das palavras do cédigo de fonte da televisao em
cores quando uma modulagao QAMS vinda de mergulhos dos grafos K5, K44, Hs 12 € Hf/i712 é
utilizada? O primeiro passo para resolver este problema é determinar o nimero de elementos
das sequéncias de codificagoes X e Y. Como Z = (X,Y), o comprimento de Z é a soma dos
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Zo | L3 | Zy | Zs | Zs | Zr | L3

716541433
312221211
100 8| 7|6 |6 | 4] 4

N | =<

Tabela 6.7.1: Comprimentos das palavras X,Y e Z codificadas em Zy, Zs, ..., Zs

comprimentos de X e Y.

Vejamos com ¢é realizado o cédlculo dos comprimentos das palavras X,Y e Z, quando
é escolhido um determinado alfabeto. Ao utilizarmos, por exemplo, o alfabeto Z, para
codificar Y e X, os comprimentos m da palavra X e n da palavra Y devem satisfazer as
seguintes condicoes de desigualdades

4m=l <317 <4™ e 4" <317 < 4",
em particular, para o alfabeto 4-ario Z, considerado, temos que
41 =256 <317<1024 =4 e 4' <7<4%

Consequentemente, se o alfabeto escolhido for Z4, entao m = 4 e n = 2. Portanto, a lu-
minancia ou brilho X pode ser codificada com uma sequéncia de comprimento 4, em Zy4, € a
crominincia Y, com uma sequéncia de comprimento 2 em Z,.

Pelas Tabelas 4.3.1, 4.4.1, 5.2.1 e 5.3.2, os alfabetos das modulacoes QAMS vindas dos
grafos Ks, K44, Hg12 e Hg 5 possuem alfabetos variando de Z, a Zg, portanto, para estes
alfabetos, os comprimentos das palavras X,Y e Z sao dados como na Tabela 6.7.1.

Vemos, na Tabela 6.7.1, que os comprimentos de X podem ser reduzido de 7 para 3, e o
de Y, de 3 para 1. Menos de 1 é impossivel existir alfabetos, portanto ja se consegue atingir
o minimo na reducao do comprimento das palavras cédigos se utilizarmos uma determinada
escolha de modulagoes QAMS’s vindas dos grafos K, K44, Hg 12 € Hg 15, por exemplos, qual-
quer uma das modulagoes sobre mergulhos minimos de Ky 4 e Hg ;, ou sobre mergulhos em
superficies com uma componente de bordo gerada por estes mergulhos minimos.

Observe também que a redugao do comprimento das palavras de X pode ocorrer até
menos da metade, o que ji é uma reducao bastante significativa. Na palavra Z, a reducao
maxima chega a ser de 40%, maior do que a reducao de 42,857% ocorrida em Y.

Para analisar a questao da taxa de redugao dos alfabetos, disponibilizamos, na Tabela
6.7.1, os dados referentes aos comprimentos das palavras do cédigo fonte da transmissao, via
televisao em cores, com os pardmetros especificados na Tabela 6.1.1.

Quando o alfabeto bindrio ¢ utilizado na codificacao de modulagées (codificacao da fonte),
as sequéncias possuem o nimero maximo de elementos quando comparados com outro alfa-
beto m-drio, m > 2. Por isso, o niimero de elementos da sequéncia do cédigo bindrio maximal
de um grafo G serd indicado, na Tabela 6.7.2, pelo simbolo |A|

max "’
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Ky Kyq Hg 1o H(Is,12

Ay [ A LA JAC A JA A A A A A A A A A A

A .l 5146|587 | 7|66 |5 |5|4[8|7|7]6

X 4 154143 3|3 |4|4, 4|4 ]5 |33 |34
Redx |57, 1(71,4|71,4|57,1|42,9|42,9(42,9|71, 4|71, 4|57, 1|57, 1|71, 4|42, 9|42, 9|42,9|71, 4

Y 212122 (1 1]1}]2|2]|2 211112
Redy |66, 7|66, 7|66, 7|66, 7|33, 3|33, 3|33, 3|66, 7|66, 766, 7|66, 7|66, 7|33, 3|33, 3|33, 3|66, 7

A 6 | 7|66 4446|666 |7 |44]4]6

Redz| 60 | 70 | 60 | 60 | 40 | 40 | 40 | 60 | 60 | 60 | 60 | 70 | 40 | 40 | 40 | 60
Tabela 6.7.2: Redugoes maximas de X,Y e Z em alfabetos de K5, K44, Hg 12 € Hé712

Nas linhas X, Y e Z constam as quantidades « do alfabeto A, com o niimero méximo de
elementos possiveis de serem utilizados na codificacao de uma classe de modulacao do grafo
G e {Ks, K4,4,H8,12>Hé,12} .

A taxa de redugao do alfabeto A, indicada por Red, é calculada utilizando o mimero de
elementos da sequéncia bindria A, em relacao ao nimero méximo de elementos da sequéncia
da classe de alfabetos A, da familia de superficie €2,, como serd mostrado posteriormente

6.8 Alfabetos Maximais de Grafos

A identificagdo dos alfabetos associados a modulagoes QAMS de grafos é importante
porque estd relacionada com o problema da compactacao de dados. Em um projeto de
transmissao da TV digital, o fator de compacticidade nao deve ser negligenciado, pois influi
na capacidade do canal: maior compactacao dos dados implica, necessariamente, em maior
capacidade do canal.

A seguir, identificaremos os alfabetos maximais associados s modulacoes QAMS e as
propriedades de maior interesse para o projetista do sistema de TV digital.

Definigao 6.8.1 Seja G um grafo. Suponha que W é um conjunto finito de elementos
codificados com um alfabeto A, associado a uma modulagdo da classe de superficie Q, (G) =
{Qs, Q.. Qs, ﬁc} . Diremos que A, é o alfabeto maximal para W se, e somente se, a é mdximo
no conjunto de alfabetos de §2,.

Observacao 6.8.2 Obuviamente, o alfabeto maximal codifica um conjunto de elementos com
as sequéncias de menores comprimentos, dai a importincia em identificar este alfabeto.
Também é evidente que o alfabeto maximal ocorre no mergulho minimo maximal.

O simbolo Red x indica a percentagem da redugao méxima do nimero de sfmbolos quando
é utilizado o alfabeto maximal A,, na codificacao da sequéncia X, em comparacao com o
nimero de simbolos da sequéncia bindria. De modo andlogo, definem-se as taxas de redugoes
para os alfabetos Y e Z, Redy e Redy .
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Se uma sequéncia bindria de comprimento b, X = (x1, 29, - , ;) , € codificada utilizando
um alfabeto Z,, por uma sequéncia de comprimento ¢, X’ = (2, z}, -+, x.), entdo, é facil

e
ver que a reducao de codificacao é obtida através da relacao

b c 100 - ¢
- Redy = . 6.19
100%  Redy = X7 (6.19)

Por exemplo, a reducao do nimero de simbolos do alfabeto A, é méxima quando « é
maximo. Em particular, A, indica o alfabeto maximal sobre a classe de superficies orien-
taveis sem bordos, representada por €),. Pela segunda coluna da Tabela 6.7.1, a reducao
do comprimento da sequéncia Z é maxima quando sao utilizados os alfabetos Zs e Zg para
codificar a sequéncia X, e os alfabetos Z; e Zg para codificar a sequéncia Y, casos em que as
sequéncia X e Y possuem comprimentos 4 e 2, respectivamente, o que implica na sequéncia
7 de comprimento 6. Uma vez que o alfabeto bindrio utiliza sequéncias de comprimentos
7,3 e 10 para codificar X,Y e Z, nesta ordem,por (6.19), as redugbes para estes casos sao
dadas por

100 - 4

Redy (Ay) — %:57, 143%
100 - 2

Redy (4,) = —— = 66,667%
1 .

Redy (A,) = %:60,000%.

De modo andlogo, foram calculadas as demais taxas de redugoes das familias de modulagoes
dos grafos K5, K44, Hg12 € Hé’u relacionadas na Tabela 6.7.2.

Seja Var,, (Redy) a variacdo média das percentagens de redugoes do alfabeto W nas
classes de modulacoes dos grafos K5, K44, Hg 12 € H(')-ﬂ. Entao, segue da Tabela 6.7.2, que
as variacoes médias das percentagens de reducoes dos alfabetos X,Y e Z nas classes de
modulacgoes dos grafos K5, Ky 4, Hg 12 € H&lz, sao dadas por

4-5714+6-71.446-42.9

Var,, (Redx) = 16 = 57,138%
10 - 66. .33

Var,, (Redy) — 109 6666;6 33-33333 _ 54 166% (6.20)
8-60.0 42 70.0+ 6 - 30.0

Var,, (Redy) = i P i — 50,000%.

Como era de se esperar, a variacao ¢ menor no alfabeto Z e maior no alfabeto Y, como
serd mostrado a seguir.

Teorema 6.8.3 Para todo grafo G, vale a sequinte relagcao de desigualdade

Var,, (Redz G) < Var,, (Redy G) < Var,, (Redx G) . (6.21)
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Demonstracao. De fato, as variagoes médias das percentagens de redugoes dos alfabetos
X e Y das classes de modulagoes QAMS’s A, A., A, e A. de um grafo G sao dadas por

Redy (4) 100
Var,, (Redy G) — ZAGA(G)$:T(SX+CX+§X+EX)
Redy (A) 100
v | )=—(8y+cY+§y+Ey),

Var,, (Redy G) = ZAeA(G)T 3

onde, por exemplo, sy,cx,Sx € Cx LSy,cYLEY e Ey) sao os comprimentos minimos das
palavras-cédigos dos alfabetos A, A., As de A, da sequéncia X (da sequéncia V) e A (G) =
{AS, Ao A, AC}. Mas, pela Tabela 6.7.2, temos que

Sy < Sy, cx <cy, Sx <S8y e cx < Cy,
o que resulta na desigualdade
Sx +cx +Sx +¢cx < Sy +cy +Sy +cy. (6.22)

Por outro lado, % < 1—;”), logo, segue da desigualdade (6.22) que

100( x4 5x 4T )<100 1 n 1 n 1 N 1
— (s cx +3 c — — — |,
R (A a(A) o (R o (AL
ou seja,
Redy (A) RedX (A)
Var,, (Redy G) = >, ca(q) — < D hea(@) — = Var,, (Redx G) ,

o que prova a validade da desigualdade
Var,, (Redy G) < Var,, (Redx G) .
De modo anédlogo, prova-se que
Var,,, (Redz G) < Var,, (Redy G) .
e, portanto, vale a desigualdade
Var,, (Redz G) < Var,, (Redy G) < Var,, (Redx G),

encerrando assim a demonstracao do teorema. [ ]

O Teorema 6.8.3 mostra que as desigualdades (6.21), entre as variagdes médias das taxas
de reducoes dos alfabetos maximais X,Y e Z, valem para qualquer tipo de grafo.

O grafico na Figura 6.8.1 ilustra as percentagens de redugoes (ou taxas de redugoes)
dos alfabetos maximais A,, A., A, e A, das familias de modulacdes QAMS’s dos grafos
K5, K4’4, H&lg € Héiz.

Analisando os gréficos de linhas das taxas de redugoes dos alfabetos X,Y e Z, che-
gamos a conclusao de que hé certas semelhangas entre nos alfabetos maximais de grafos com
mergulhos minimos méaximais com o mesmo nimero de regioes.
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Figura 6.8.1: Gréfico de linhas dos indices de reducoes dos alfabetos X,Y e Z das familias
dos grafos Ks, Ky4, Hg12 € Hg 9

Observagao 6.8.4 O conjunto dos alfabetos mazimais de um grafo G serd denotado pelo
conjunto ordenado A (G) = {ASG,ACG,KgG,KEG}, onde sg, Sy, Sc € Sy indicam o niumero
de elementos dos alfabetos mazximais das familias de superficies de G, Qg, Qe, Qs e Q., Tespec-
tiwamente. Escrevemos My /max (G) — Q para significar que o mergulho minimo maximal

de G encontra-se sobre a superficie €.

Um dos grandes problemas que enfrentamos neste trabalho é conseguir notagoes reduzidas
que fornecam todas as informacoes envolvidas no processo de identificacao dos alfabetos
das classes de modulagoes. Neste sentido, o objetivo da Observagao 6.8.4 é representar os
alfabetos maximais de uma classe de superficie A, de modo que o nimero de elementos do
alfabeto, indicado pelo indice s¢, forneca também informagoes sobre a classe de superficies
e o grafo no qual se encontra o projeto de modulacao associado. Este foi o modo mais
econdmico que encontramos para fornecer todas as informacoes em uma tnica notagao.

Para ilustrar um exemplo, veja que na notagao A,,, o A sem a barra indica que o alfabeto
vem da classe de superficies orientdveis, o stmbolo s em s refere-se a superficie sem bordo e
G indica, naturalmente, o grafo. A letra ¢ em cg refere-se a classe de superficies com bordo
e quando existe a barra, estamos nos referindo & classe de superficies nao-orientdveis.

Para efeito de simplificacao da notacao serao utilizadas, no teorema abaixo, as seguintes
notagoes: O mergulho minimo maximal orientédvel (nao-orientavel) do grafo G, Myin /max —
YT (Mimin ) max < YP), as vezes serd indicado por G,/ max = 17 (Gm /max = PV); Escrevemos,
por exemplo, Hy,/max = T A P?" para indicar que o mergulho minimo maximal de H sobre
a superficie nT" ou sobre a superficie 2nP; A notacao Agy = {Au,Au_l,KH,KH_I} indica
que ambos os alfabetos maximais de G e H sao iguais.

Teorema 6.8.5 Se G e H possuem mergulhos minimos mazimais idénticos de |1 Tegioes,
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entao os alfabetos maximais de G e H satisfazem as relagoes:

N A Gm/max =T17e Hm/max = 77T A\ 2’[7P
AGH = {AAMA/J*DAM?A,LL*l}v 86{ Gm/max = P27 ¢ Hm/max = 77T A 277P (6.23&)
AN Gm max — P2’Y-1 € Hm max — P27]‘1 A P277+1

AGH - {AM I;AH 27A ;AH 1}: Se{ Gm;max = p2v+1 e Hni/max = p2n-1 A p2n+1 (623b)
Ag = {A = 1’ u 1} Gom/max = T7 € Hipjmax = P*170 A P21 (6.23c)
AH - {A,u, I;A,u 27 wr ,u 1} Gm/max = P2W € Hm/max = P277—1 A PQ’W‘/‘l .
Ag = (A, Gr/max = P21 € Hypyymax = T A P21

G = { # 1, A ﬂ 1} se / ~ anit € / — ) (623(1)
AH— {A,u, 17 n— 27Au7 n— 1} Gm/maX:-P77 eHm/max:Tn/\Pn-

Demonstracao. Consideremos a notagao da Observacao 6.8.4. Se os mergulhos minimos
maximais de G e H tém p regioes, entao ha 16 casos a serem analisados. Mostraremos aqui
somente a andlise do primeiro caso, as demonstracoes dos demais casos encontram-se no
Apéndice G. Se Muin /max (G) = YT, Min /max (H) — 1T, entao os mergulhos de G' e H
sao dados por

M (G) = {yTH2yP", (2y + 1) PP=L, (y + 1) TH72, (27 + 2) P2, (2y + 3) P73, ... } 6.23)
M (H) = {nT*2nP*, (2n+ 1) P*~L (n+ 1) T2, (2n +2) P*=2,(2n + 3) P*=3,. - }. :

No caso em que uma das superficies minimas tem género 0, por exemplo, se ¥ ou u é zero,
entao o conjunto das superficies é dado por

{Sr, prot =2 o PR 3PRTS TR APt (6.24)

Pela Observagao 6.8.2, o alfabeto ¢ maximal nas modulagoes sobre mergulhos minimos das
classes de superficies de mergulhos do grafo, consequentemente, o nimero do alfabeto maxi-
mal sé depende do ntimero de regioes do mergulho minimo da classe de superficies. Portanto,
segue dos conjuntos em (6.23) e (6.24) que os alfabetos maximais das classes de superficies
de G e H sao dados por

{AL AL ALA, L} =AG)=AH). (6.25)

Pela notagao da Observagao 6.8.4, o conjunto {AM, A, Ku, Ku_l} ¢é ordenado, consequente-
mente, as igualdades em (6.25) resultam nas seguintes relacoes de igualdades

S¢g=Sg=Sg=Sg=pecg=cyg=c¢qg==cyg=pu—1 (6.26)

Os outros 15 casos podem ser determinados de forma semelhante ao caso anterior. As
validades das afirmacoes (6.23a) - (6.23d) do teorema seguem, portanto, da andlise dos 16
casos. Por ser bastante extensa e enfadonha, a demonstragao completa do teorema estd
disponivel no Apéndice G. [ ]

Corolario 6.8.6 Se G e H possuem mergulhos minimos maximais idénticos de | regioes,
entao os alfabetos maximais das familias de superficies de G e H satisfazem as relagoes de
tqualdades:



6.8 Alfabetos Maximais de Grafos 141

(a) Se Grjmax = T7 € Hypjmax = T" AN P?1, 0u Gryjmax = P € Hypyjmax = 0T A P,
entao

S¢g=Sg=Sg=8g =l ecg=cyg=Ccq==cyg=u—1;

(b) Se Gm/max = p»! € Hm/max = p&t A P277+1’ ou Gm/max = p»ti € Hm/max =
P2=t A P21HL 0 entdo

Sqg =58 =W, Sg=sg=Ca=Ccg=pn—1 e cg=cy=p—2

(¢) Se Grymax =17 € Hypjmax = P17 A PP 0u Gryymax = PP € Hypyjimax = P27 A
P2+l entao

S¢a=Sg=Sg=W, c¢a =Cc=Sg=cg=pu—1 e cg=p—2

(d) Se Grjmax = PPt € Hipjmax = T A P?, 0u Gyjmax = PP € Hypyjmax = T A P21,
entao

Sqa=8Sg=8g =W, S¢g =Cc=cg=cg=pu—1 e cg=pu—2.

Demonstracgao. Pela demonstracao do Teorema 6.8.5, vemos que as relagoes de igual-
dades seguem das seguintes condigdes: (a) segue de (A7.3b), item 2), (A7.6b) e (A7.7b); (b)
segue das relagoes de igualdades em (A7.12b), (A7.13b), (A7.16b) e (A7.17b); (c) segue das
relagoes de igualdades em (A7.4b), (A7.5b), (A7.8b) e (A7.9b) e; (d) segue das relagoes de
igualdades em (A7.90), (A7.100), (A7.14b) e (AT7.15D). n

O 16 casos analisados na demonstragao do Teorema 6.8.5 nao tratam do mergulho minimo
maximal orientdvel da esfera, somente faz referéncia ao conjunto de superficies em (6.2).
Apesar dos resultados nao serem diferentes do Corolédrio 6.8.6, o caso em que o mergulho
minimo maximal de um grafo encontra-se sobre a esfera merece ser discutido com maior
atencao.

A diferenca fundamental do mergulho minimo maximal de um grafo G encontrar-se sobre
a esfera S, em vez do v-toro, vT, é porque, na esfera, o mergulho minimo maximal nao-
orientdvel de GG s6 pode ser realizado sobre o plano projetivo P. No caso de 77T, com
v > 0, existem trés opgoes para o mergulho minimo maximal nao-orientavel: (27 — 1) P,
29P e (2vy + 1) P. Entao, para mergulhos minimos maximais sobre a esfera, vale o resultado
seguinte.

Lema 6.8.7 Se M,, n.xG = S, entdo o conjunto dos alfabetos associados as modulacoes
QAMS’s de G é dado por Ag = {A#,A#,l,Au,l,Au,g} .

Demonstracao. De fato, os mergulhos minimos maximais orientdvel e nao-orientaveis
possuem i e i1 — 1 regioes. [ ]

Teorema 6.8.8 Se M,, ,.xG = S e 0s mergulhos minimos mazrimais de G e H sao idénticos,
entio Ag = Ay se, e somente se, M, maxG = S.
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Demonstracao. Se M,, ..G = 5, entao, como foi visto pelo Lema 6.8.7, temos que
Aq = {AH,A#,l,Ku,l,KM,Q} . Suponha que Ay = {A“,A“,I,Ku,l,gu,g} e MpymaxH £,
entao M, maxH = 7T, logo {AH, A, Ku,l, KM,Q} ¢ um dos conjuntos maximais do Teorema
6.8.5, 0 que é um absurdo. Portanto, Ag = Ay. A demonstragao da reciproca é trivial. =

Os resultados do Teorema 6.8.5, quando utilizado no processo de identificacao dos alfa-
betos de modulacoes QAMS’s podem identificar o alfabeto maximal, o conjunto de alfabetos
e o numero de alfabetos de ambos os grafos considerados. No Corolério 6.8.6, as condicgoes
de igualdades simplificam bastante o processo de identificacao dos alfabetos maximais asso-
ciados as modulagoes QAMS dos grafos envolvidos no processo.

Como exemplo, consideremos os casos dos grafos Ky 4 e Hg 5. Estes possuem mergulhos
minimos maximais idénticos compostos de 8 regides, isto é, u = 8. Observe que os mergulhos
minimos maximais de Ky 4 e Hg,, sao dados por

K4,4 — T8 e K474‘—>2P8

! 8 ! 7
Hgp — S° e H6,12‘_>P

portanto estamos nas condicoes da igualdade do Teorema 6.8.8, consequentemente, o con-
junto dos alfabetos maximais de K44 e Hg 5 sao dados por

AK4,4 = {A&A%K&K?} € AHé,12 = {A87A7,K7,K6} .

Sendo assim, os alfabetos maximais de K4 e H{,, s@o distintos, apesar dos mergulhos
minimos maximais serem ambos orientdveis. Se ao invés de H , — S® tivéssemos Hf 1 <
T8, terfamos, pela igualdade (6.24) do Teorema 6.8.5, a igualdade

Ar,, = Am;

6,12

= {A87 A77K87K7} .

Entao, nao devemos confundir os alfabetos maximais de mergulhos minimos maximais sobre
superficies orientdveis do tipo S e do tipo v7', com vy > 1.
Quanto aos conjuntos dos alfabetos de K44 e H{ 15, estes sao dados por

A (K474) =A (Hé,12) - {A& A7a A67 A5a A47 A?n AQ} )

ou seja, ambos sao compostos de 7 alfabetos.
Podemos verificar rapidamente, que os dados apresentados acima estao de acordo com os
resultados apresentados na Tabela 6.7.2.

6.9 Comentarios Adicionais

Nas Secoes 6.2-6.8 foram apresentados os dados essenciais dos elementos de imagem da
TV digital no caso particular da transmissao da televisao em cores. A partir destes dados
foi apresentada uma abordagem sobre o potencial dos alfabetos associados as modulagoes
QAMS’s, vindas dos mergulhos de grafos Ks, K44, Hg12 € Hg 15, quando utilizados na codi-
ficacao da luminancia e da cor da televisao em cores.
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O gréfico ilustrado na Figura 6.8.1 mostra uma sintese dos cdlculos realizados, expres-
sando exatamente a capacidade de compactacao dos alfabetos maximais asssociados as
familias de modulacoes €, €, Qs e Q., de cada um dos grafos analisados. No universo
dos grafos, estes sao considerados grafos relativamente pequenos, entretanto, os dados na
Tabela 6.7.2 mostram que o comprimento da palavra cédigo do elemento de imagem Z pode
ser reduzido até 70%, caso utilizemos alfabetos maximais vindos dos grafos K5 e Hg1o. A
taxa de reducdo méxima chega ao patamar de 40%, se os alfabetos maximais dos grafos Kj 5
e Hg |, forem utilizados.

A taxa de reducao méaxima do elemento de imagem Z depende, evidentemente, das taxas
de reducoes dos alfabetos X e Y. Pela Tabela 6.7.2 podemos constatar que, as taxas de
redugoes maximas no alfabeto X, variam de 71,4% a 42,9% e no alfabeto Y, a variacao é de
66,6% a 33,3%. Considerando que o estudo foi realizado em grafos relativamente pequenos,
vemos que é possivel utilizar alfabetos de qualquer um dos grafos considerados, cujas taxas
de reducoes maximas sao inferiores a 50%. Na verdade, podemos utilizar alfabetos com taxas
de redugoes até de 40%. Sendo assim, podemos afirmar que os resultados obtidos com os
grafos Ky, K44, Hg 12 € HéJQ sao bastante satisfatorios.

Os métodos utilizados neste trabalho nao se limitam apenas a grafos pequenos. Em
termos de identificagao de modulagoes e alfabetos, os métodos podem identificar alfabetos
maximais associados a modulagoes com taxas de redugoes préximas de zero. Para isto, é
suficiente tomar grafos com nimero de elemento suficientemente grande. Nao precisa ser
exageradamente grande para se obter excelentes resultados quanto a taxa de reducao.

6.10 Modulacao Twisted e a TV Digital

Nas secoes anteriores deste capitulo foram apresentados dados referentes ao fator de com-
pactacao de dados referente ao uso de alfabetos maximais associados a modulagoes QAMS’s.
O objetivo é fazer este mesmo tipo de andlise nas modulagoes twisted, quando estas sao
projetadas sobre mergulhos de grafos. Os grafos K5, K44, Hg 12 € Hg o continuaram sendo a
nossa fonte de dados para a andlise do potencial da compactacao de dados das modulacoes
twisted no uso da codificagao da imagem da TV digital, quando trata-se do processo de
transmissao para televisao em cores.

Vale ressaltar que, até o presente momento, os projetos de modulacoes twisted nao levam
em consideracao os mergulhos de grafos. Apenas é utilizado a teoria das curvas sobre su-
perficies. Se uma superficie possui algum tipo de representacao matematica, como forma
paramétrica ou implicita, entao sao tomadas curvas sobre a mesma como sinais da modu-
lacao twisted. A idéia do mergulho de grafo como projeto de modulacao twisted é proposta
pela primeira vez neste trabalho.

A primeira questao é determinar a quantidade de sinais que se pode utilizar numa
modulacao twisted de um determinado grafo. Dado um grafo G {p, ¢}, até quantos sinais
poderiamos projetar sobre G com padroes da modulagao twisted? E em relacdo & modu-
lacao QAMS qual das duas apresentam o maior potencial de compactagdao de dados em um
processo de transmissao da televisao em cores? Serao estas as principais questoes a serem
tratadas nas préximas segoes.
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6.10.1 Numero de sinais da modulacao twisted de um grafo

Como foi visto na Subsecao 3.5.1, as modulagoes twisted estao definidas sobre curvas de
uma superficie. Entao, é natural que ao considerarmos um grafo G {p, ¢} mergulhado sobre
uma superficie {2, temos ¢ curvas distintas bem definidas sobre {2 que podem ser utilizadas
como sinais para uma modulacao twisted. Podemos utilizar todas as curvas para projetos de
sinais de uma modulacao twisted? Podemos. No minimo, temos que utilizar duas curvas, o
que corresponderia a modulacao bindria.

Mas, por que é possivel utilizar todas as curvas de um grafo mergulhado como sinais de
uma modulacao twisted ¢ Bem, esta questao ja foi comentada anterioremente no Capitulo
3, mas por ser uma questao crucial, voltamos a enfatizar que em um mergulho de grafo, as
curvas tendem a ocupar todas as partes da superficie, possibilitando obter curvas afastadas,
condicao ideal para evitar a interferéncia intersimbdélica em um processo de transmissao de
sinais digitais. O problema da interferéncia sé existe proximo ao vértice, neste caso, em um
projeto da modulagao twisted, as curvas correspondentes aos sinais devem preservar uma
certa distancia do vértice do grafo, com o objetivo de contornar o problema da interferéncia
intersimbdlica.

No caso do mergulho do grafo completo K5, da Figura 3.5.1, podemos projetar uma
modulacao twisted sobre o toro, utilizando todas as curvas do grafo K5, para obter uma
modulacao twisted com o nimero maximo de sinais (10 sinais), conforme o projeto de mo-
dulagao twisted apresentado na Figura 6.10.1.

Figura 6.10.1: Projeto geométrico de modulacao twisted sobre T' vindo de Kj

O projeto geométrico de modulacao na Figura 6.10.1 corresponde a uma modulacao
twisted sobre o toro T vinda de um mergulho do grafo completo K5, para uma constelacao
de 10 sinais. Cada sinal s; do alfabeto Ajg_Twi (K5) = {0, 51, S2,* - , So} esta definido sobre
um lado e;; = (v;,v;) de K5. Em particular, os 10 sinais da modulacgo estao contidos sobre
os seguintes lados

S0 C ep1, S1 Cepq, S2Ceps, S3C ep2, S4 C €14,

s5 C €12, S¢ C €23, Sy C e3q, Sg C €13, SS9 C eogq.
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O projeto de modulagao twisted da Figura 6.10.1 utiliza todas as curvas do grafo com-
pleto K5, logo é a modulacao twisted com o nimero méximo de sinais que se consegue
através de mergulhos de K. Se o objetivo é diminuir a interferéncia intersimbdlica, podemos
restringir o nimero de sinais do alfabeto e obter modulacoes twisted sobre K5 para projetos
de constelacoes com 2 até 10 sinais. Veja, por exemplo, que modulagoes bindrias utilizando
alfabetos tais como, {s2, 54}, {53, 54}, {50, 6} € {S6, 58}, seriam sinais definidas sobre curvas
que nao possuem vértices em comuns. Podemos observar, diretamente da Figura 6.10.1, que
as curvas de qualquer um destes alfabetos bindrios encontram-se bastante afastadas, situacao
ideal para diminuir a interferéncia intersimbdlica.

Colocadas as condicoes iniciais sobre o projeto da modulagao twisted sobre mergulhos de
grafos, podemos entao defini-la de forma precisa.

Definig¢ao 6.10.1 Seja G {p,q} um grafo definido sobre p-vértices e q-lados, diremos que
M-Twi é uma modulacao twisted sobre G para uma constelagao de M-sinais, se cada sinal
de M -Twi encontra-se sobre uma curva de um mergulho de 2-células de G.

Sobre uma mergulho G {p, ¢} < Q é possivel projetar uma modulagao twisted para M
sinais, M-Twi, com 2 < M < ¢ em todas as superficies nas quais o grafo G possui mergulhos
de 2-células. As modulagoes QAMS’s também podem ser projetadas sobre mergulhos de
G, a diferenca é o nimero de sinais méximos nos dois tipos de modulagoes, como mostra a
préxima proposicao.

Proposicao 6.10.2 Se as modulacoes N-QAMS e M-Twi possuem nimeros de sinais md-
ximos, entao N < M.

Demonstracao. Com efeito, o niimero méximo de regioes de um mergulho de um grafo
G é 2q/3, portanto, sdo verdadeiras as seguintes desigualdades

M <2q/3 <2q/2=q= N.

Logo, N < M, o que prova a afirmacao. [ ]

Em relacao as modulagoes QAMS’s e twisted vindo de um mesmo grafo G {p,q}, a
Proposigao 6.10.2 mostra que se pode atingir uma taxa de redu¢ao maior nos alfabetos de
codificacao da informagao, em um processo de transmissao digital, quando optamos pelas
modulacoes twisted.

No caso dos grafos considerados neste trabalho, a Tabela 6.10.1 mostra os nimeros ma-
ximos de sinais das constelagoes que sao possiveis projetar nas modulagoes QAMS’s e twisted,
através de mergulhos dos grafos Ky, K44, Hg 12 € Hé712.

Alfabetos
QAMS 5 8 6 8
Twisted 10 16 12 12

Tabela 6.10.1: Numero méximo de sinais das modulagoes QAMS’s e twisted
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Podemos constatar nos dados da Tabela 6.10.1, que em cada caso dos grafos K5, Ky 4,
Hg 12 e Hg 1, o miimero de elementos dos alfabetos maximais da modulagao twisted ¢ superior
ao do alfabeto maximal da modulagao QAMS. Vemos ainda que, para estes quatro grafos
considerados, o K5 apresenta o menor dos alfabetos maximais associados as modulacoes
twisted, com 10 elementos e, mesmo assim, ainda supera o maior dos alfabetos maximais
associados as modulacoes QAMS’s, o qual é formado por 8 elementos, nos grafos Ky4 e
Hg 1. Isto demonstra que o potencial das modulagoes twisted, em relagao ao fator de com-
pacticidade, é bem superior ao das modulagoes QAMS’s.

Quanto a taxa de reducao dos alfabetos maximais associados as modulacoes twisted, no
uso da codificacao dos elementos de imagens da televisao em cores, haveria uma reducao
expressiva em relagao as modulagoes QAMS’s? Comecemos este estudo calculando o com-
primento minimo das sequéncias X,Y e Z, nos casos em que alfabetos com 10, 12 e 16
simbolos, isto é, quando Zig,Z12 € Z1g sao utilizados para codificar a luminancia X e a
informagao de cor Y. Pela Segao 6.7, devemos considerar as seguintes relagoes

102 = 100<317<1000=10% e 10°<7<10!
122 = 144<317<1728=12% e 12°<7< 12!
162 = 256 <317 <4096 =163 e 12°<7 <124,

Consequentemente, se usarmos os alfabetos Zg, Z12 € Z16 nas codificacoes dos 317 elementos
de luminéncias e os 7 elementos de cores, devemos utilizar sequéncias de comprimentos 2
para X e de comprimento 1 para Y. Assim, o elemento de imagem serd codificado com
uma sequéncia Z de comprimento 3. Como a sequéncia de comprimento 1 é o limite de
compactacao, entao o fator de compacticidade méxima é atingido na codificacao de X e
difere somente de um elemento em Y.

A andlise acima vem a confirmar o comentdrio anterior de que nao é preciso utilizar
grandes grafos para atingir o fator de compacticidade méxima do comprimento das sub-
sequéncias de codificagoes X e Y, dos elementos de imagem da televisao em cores. Todos os
grafos considerados neste trabalho apresentam altissimas taxas de compactagao da codifi-
cacao, caso utilizemos os alfabetos maximais associados as modulacoes twisted.

6.10.2 Fator de compacticidade nas modulagoes twisted

Como vimos anteriormente, a modulacao twisted projetada a partir de um grafo G {p, ¢}
utiliza, como sinais, curvas sobre uma superficie 2 vinda de um mergulho de G. Como
G {p,q} possui ¢ curvas (ou lados), a modulagao twisted que possui um nimero maximo de
sinais de G ¢ do tipo ¢-T'wi e, portanto, o alfabeto associado é da forma A,.

Certamente que A, ¢ o alfabeto associado a modulacao twisted de um grafo GG de capaci-
dade méaxima de reducao do comprimento das palavras cédigos. Esté claro, entao, que sé
serao analisados os alfabetos maximais, porém devemos ter em mente que se A, é o alfabeto
maximal da modulagao twisted do grafo GG, entao o conjunto de alfabetos, denotado por
A7 (G), é dado por

Ar (G) ={A, A 1,A o, -+ Ay, Ay, As}.

De forma andloga, a mesma afirmacgao acima é verdadeira no caso dos alfabetos associados
as modulagoes QAMS’s de um grafo G.
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Utilizando a férmula da taxa de redugao em (6.19) , determinamos, na Tabela 6.10.2, as
taxas de redugoes dos alfabetos maximais dos grafos K5, K4 4, Hg 12 € Hg 12, quando utilizados
na codificacao das sequéncias X,Y e Z de codificacao dos elementos de imagem da televisao
em cores. Todos os resultados encontrados nestas redugoes dos alfabetos maximais foram
realizadas desconsiderando ruidos.

No sentido de reduzir a notacao, os indices () e T" utilizados nas notacoes referem-se as
modulacoes QAMS’s e twisted, respectivamente. Escrevemos ainda, por exemplo, Ry, e
Rx, para indicar as taxas de redugoes dos comprimentos das palavras Xg e X associados
as respectivas modulagoes QAMS’s e twisted.

K5 Ky Hyg 12 Hé,lz
Ay | A LA, | A Ay | A | Ay | A | Ay | AL | Ay | AL | A | AL | A, | A,
Ag |l 5 4 6 5 8 7 7 6 6 5 5 4 8 7 7 6

Arf10]10]10]10]16]16]16]16]12]12]12]12]12]12]12] 12
Xoll 45 |4 3| 3
Xell 2212121212122 2 |2|2|2|2|2]¢2]:?2

57,1|71, 4|71, 4|57, 1|42, 9|42, 9(42, 9|71, 4|71, 4|57, 1|57, 1|71, 442, 9|42, 9|42, 9|71, 4
Ry, [28,6/28,6]28,6/28, 6(28, 628, 6|28, 628, 6|28, 6|28, 6|28, 6|28, 6(28, 6|28, 628, 6|28, 6

=~
w
w
w
=~
I
I
I
ot
w
I

66,7|66,7|66,7|66,7|33,3|33, 3|33, 3|66, 7|66, 7|66, 7|66, 7|66, 7|33, 3|33, 3|33, 3/66, 7
Ry, ||33,3(33,3|33, 3|33, 3|33, 3|33, 333, 333, 3(33, 3|33, 3|33, 333, 3|33, 3|33, 3|33, 3(33, 3
Zol 6 17166 alalalele|o6]|o6]|7]a]a]4]6e
Zrll 3133333333 |3 |3|3|3|3]|3]3
60 | 70 | 60 | 60 | 40 | 40 | 40 | 60 | 60 | 60 | 60 | 70 | 40 | 40 | 40 | 60
Ry | 30 |30 |30 | 3030 [30|30|30|30|30|30|30/|30]30]30]30

Tabela 6.10.2: Reducoes méximas de X,Y e Z em alfabetos de K5, K44, Hg 12 € Hé712

Com o objetivo de facilitar a andlise de resultados preservamos, na Tabela 6.10.2, os
dados referentes aos alfabetos associados as modulacoes QAMS’s contidos na Tabela 6.7.2.

Quanto aos alfabetos X e Z, podemos observar na Tabela 6.10.2, que em todas as familias
dos grafos considerados houve reducao no comprimento das palavras cédigos e, portanto,
ocorreu diminuicao da taxa de reducdo. Somente entre as familias A, (conjunto dos alfabetos
sobre as modulagoes em superficies orientéveis sem bordo), A, (conjunto dos alfabetos sobre
as modulacdes em superficies orientdveis com bordo) e A, (conjunto dos alfabetos sobre
as modulagoes em superficies nao-orientdveis sem bordo) dos grafo K44 e Hg,, ocorreram
igualdades entre os comprimentos das palavras cédigos dos alfabetos Y e Y, enquanto nos
demais casos, os comprimentos de Y7 sao inferiores aos de Y7.
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Desta forma, podemos observar que constantemente ocorre diminuicao da taxa de reducao
nos alfabetos maximais de X e Z, enquanto que é possivel, porém nao necessario, haver
igualdades em alguns casos do alfabeto Y.

Observe ainda que os comprimentos dos alfabetos maximais de X, Yr e Zr sao cons-
tantes, em todos os casos analisados. Obviamente, esta nao é uma propriedade geral, apenas
para os quatro tipos de grafos considerados neste trabalho.

No gréfico da Figura 6.10.2, ilustramos as taxas de redugoes dos alfabetos associados as
modulacoes QAMS e twisted dos grafos Ks, K44, Hg12 € Hé»u.

TaxaldeRedu Alfabeto X, Alfabeto Y, Alfabeto’Y,,
AlfabetoX, ----------- AlfabetolY,, ----------- AlfabetolY |, -----------
Z : l
¢
AS AC Ks Zc AS AC Xs AC Xs Zc AS AC Xs Zc
K K H

Figura 6.10.2: Gréfico das taxas de redugoes dos alfabetos maximais QAMS e twisted

No gréafico da Figura 6.10.2, vemos que as taxas de redugoes dos alfabetos méximos
associados as modulagoes twisted utilizados nas codificacoes das sequéncias X,Y e Z, além
de constantes, encontram-se muito préximas. A taxa de reducao do alfabeto maximal de Yr
atingiu o seu limite de compactacao de dados, como também ocorreu em algumas familias
das modulagoes QAMS do alfabeto Y. Em geral, as taxas de redugoes das modulagoes
twisted sao inferiores as taxas das modulagoes QAMS’s. Em relagao aos alfabetos X e Z,
estes atingem as capacidades méximas de compactacao das sequéncia de codificacao quando
a sequéncia X é formada por um elemento e Z por 2 elementos. Nestes casos as taxas de
reducoes méximas sao dadas por

Ruax (X) =14,3% € Rupax (Y) = 20%.

Os alfabetos X e Z associados as modulagoes twisted vindas dos grafos K, Ky 4, Hg 12 € Hg 15
atingiram taxas de redugbes méximas de 28,6% e 30%, respectivamente. S6 nao atingiram
0 maximo por terem um elemento a mais; portanto, chegaram bem préximas do seu limite
maximo de redugao.

Lembramos que o objetivo deste capitulo é determinar a capacidade de compactacao
dos alfabetos associados as modulacoes QAMS’s e twisted vindas dos grafos K5, K44, Hg 12 €
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Hg 15, quando aplicados na codificagao dos elementos de imagem da televisao em cores. Para
estes grafos, disponibilizamos, na Tabela 6.10.2, todos as taxas de redugoes méximas.

De um modo geral, as relagoes entre as taxas de redugoes maximas entre alfabetos asso-
ciados as modulagoes QAMS’s e twisted sao expressadas pelas desigualdades estabelecidas
na préoxima afirmacao.

Proposicao 6.10.3 Sejam Ry,, e Var Ry,, as respectivas taxa de reducdo e a variagio da
tazxa de reducao média do alfabeto W associado a modulagao M de G € {K5, Ky 4, Hg 1o, Hé,m} .
Entao, valem as sequintes relacoes de desigualdades

Var FZQ < VarﬁyQ < VarRXQ (6.27a)
RYT < RZT < RXT (627b)
RXT < RXQ,RYT < RXQ e RZT < RZQ- (627C)

Demonstragao. As desigualdades entre as taxas de redugbes médias em (6.27a) corre-
sponde ao Teorema 6.8.3 e as desiguadades (6.27b) e (6.27¢) sdo consequéncias dos dados
obtidos na Tabela 6.10.2. |

As desigualdades (6.27a)-(6.27¢) mostram os comportamentos das taxas de variagdes
dos alfabetos maximais utilizados nas codificagoes das sequéncia X,Y e Z dos elementos
de imagem da televisdo em cores. As desigualdades (6.27a) e (6.27¢) mostram as relagoes
entre os alfabetos associados a um mesmo tipo de modulagao e as desigualdades em (6.27¢) ,
exibem as relacoes entre os alfabetos maximais associados aos dois tipos de modulacoes.
Embora sejam dados extraidos dos grafos K5, K44, Hs 12 € Hé712, as relacoes sao verdadeiras
para qualquer outro tipo de grafo.

6.11 Performances das Modulacoes Twisted

Neste capitulo, foi apresentado um estudo sobre o uso dos alfabetos associados as modu-
lacoes QAMS’s e twisted vindas de mergulhos dos grafos K5, K44, Hg 12 € Hé’u. No universo
dos grafos, esta é uma amostra bastante reduzida de grafos relativamente pequenos; entre-
tanto, ja pudemos constatar o potencial da capacidade de compactacao destes grafos, quanto
ao comprimento das sequéncia de codificacao dos elementos de imagem da televisao em cores.
Apesar da abordagem ser restrita ao estudo da imagem da televisao em cores, o efeito da
compactagao de dados aplica-se em todo e qualquer sistema de TV digital.

O estudo foi realizado somente quanto a codificacao da fonte, onde as sequéncias de infor-
macao nao apresentam nenhum tipo redundancia, situacao ideal para a codificacao de fonte.
A codificacao de canal introduz bits de paridades, nas sequéncias do cédigo fonte, com o
objetivo de corrigir erros introduzidos pelo ruido no canal. A auséncia de redundancia do
codigo fonte visa diminuir o comprimento das palavras da codificacao do canal. Quanto
menor for o comprimento da palavra-cédigo menor é o tempo de processamento, fator im-
portante relacionado com a capacidade do canal e a diminuicao da diferenca do tempo entre
a transmissao da informacao e a recepcao pelo usudrio.
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6.11.1 Desempenho dos alfabetos associados as QAMS’s

Em relacao ao desempenho dos alfabetos associados as modulacoes QAMS’s, existem
dois casos a serem analisados. Em primeiro lugar, é possivel avaliar o desempenho dos
alfabetos que pertencem as classes de superficies sem bordos, neste caso o invariante a ser
analisado é o género da superficie. Também é possivel avaliar o desempenho de alfabetos
que se encontram em uma mesma classe de superficies com bordos, caso em que o invariante
analisado é o nimero de componentes de bordos, uma vez que o género da superficie é
constante, no conjuntos das classes de superficies com bordos geradas por um mergulho sem
bordo sobre a superficie Q*.

Alfabetos associados as modulacoes QAMS’s em superficies sem bordos

Nas modulagoes QAMS’s, o alfabeto maximal A, vém de mergulhos mfnimos do G.
Estes possuem capacidade médxima de compactacao da informacao, porém, G possui ainda
os alfabetos A, _1, A, 2, A, _3,--- Ay, Az, Ay. Entao, podemos optar por qualquer um destes
alfabetos. Ao escolhermos pelo alfabeto A,_; em vez de A, pode, ou nao, ocorrer o aumento
de um elemento no comprimento da sequéncia do cédigo fonte. Se nao ocorrer o acréscimo,
6timo, pois estamos codificando com um alfabeto que possui um niimero menor de simbolos
que preserva o comprimento da sequéncia do cédigo fonte. Diminuir o nimero de elementos
do alfabeto pode implicar na diminuicao do comprimento da sequéncia codificada com o
alfabeto bindrio, isto é uma vantagem. Também pode melhorar o aspecto da interferéncia
intersimbdlica, o que é outra vantagem. Por outro lado, a modulacao encontra-se em uma
superficie de género maior, outra grande vantagem, como foi mostrado em [17].

Na condi¢ao em que nao ha diferenca do comprimento da sequéncia de codificagao do
codigo fonte, quando sao usados os alfabetos Ay_; em vez de Ay, associados & modulagoes
QAMS’s, hé portanto trés vantagens a serem consideradas, se a escolha for A,_;; pode
haver diminuicao do nimero de elementos do alfabeto na representacao bindria equivalente,
melhora do aspecto da interferéncia intersimbdlica e modulagao sobre uma superficie de
género maior. A primeira condicao pode implicar em menor comprimento da codificacao
bindria equivalente, e a duas iltimas condi¢oes, em melhor performance da modulacao.
Portanto, nao precisamos recorrer sempre ao alfabeto maximal de G para obtermos per-
formance méxima do sistema, as vezes este pode ser obtido com alfabetos nao maximais.
Poder optar por uma constelacao de sinais menor e uma superficie de género maior, sao
fatores que pesam bastante na eficiéncia da modulacao. Sob este aspecto, a escolha ideal
seria pelo alfabeto bindrio Ay, o mesmo estd associado a uma modulacao vinda de um mer-
gulho sobre a superficie de maior género, dentre as superficies associadas aos alfabetos de

G7 A <G> = {A,uaAu—la e 7A47A37A2}~

A anélise acima aponta as vantagens dos alfabetos associados a modulagoes QAMS’s,
quando se trata de escolher alfabetos com um niimero menor de elementos e sobre superficies,
cuja variagao ocorre no género da superficie. Outro invariante topolégico que podemos
considerar ¢ o nimero de bordos. Como seria a melhor opcao de escolha para alfabetos
associados & modulagoes QAMS’s que se encontram sobre superficies com bordos?
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Alfabetos associados as modulacoes QAMS’s em superficies com bordos

Como foi visto no Capitulo 4, cada classe de mergulho de um grafo G sobre superficie
sem bordo €0 gera uma familia de mergulhos em superficies com bordos,

—k _ _ _
QO = {oF o k2 ab e 2,0 00). (6.28)

No conjunto Q" das superficies com bordos gerados pelo mergulho sem bordo sobre ﬁk,
escrevemos 7' para indicar o mergulho G — €, = Uf:_ngi, isto é, sobre uma superficie
com t componentes de bordos, ;, obtidos através da operacio de exérese! introduzida por
Lima-Palazzo [?], sobre t regides do mergulho G — Q = UL R/ . O termo exérese foi

introduzido posteriormente por Lima-Luana [15].

No caso do conjunto das classes de mergulhos Q" em (6.28) , os alfabetos associados &
modulagoes QAMS’s sobre superficies com bordos sao

—k
A (Qn> = {Ap1, Ao, Ags, - A4 Ag A} (6.29)

Vimos que pode ser uma vantagem optar pelo alfabeto A, ; em vez de A,. No caso dos
alfabetos em (6.29), associados & classe de modulagoes com bordos do mergulho QF, A,
encontra-se em um mergulho sobre uma superficie homeomorfa a {2 com ¢t componentes de
bordos. Entao, a diferenca entre os alfabetos A,_; em A, sao: A,_; pode apresentar um
nimero de elementos menor na representacao bindria equivalente, diminuir a interferéncia
intersimbdlica e aumentar o niimero de componentes de bordo; se A, estd em uma superficie
com t componentes de bordos, entao A, _; encontra-se sobre uma superficie com ¢+ 1 bordos.

Sabemos avaliar a diferenga entre o nimero de elementos do alfabeto e o aspecto da
interferéncia intersimbdlica, mas nao existem informacoes precisas sobre a diferenca de com-
ponentes de bordos. Presume-se que a modulacao mais eficiente é a que encontra-se na
superficie com um nimero de componentes de bordos maior. Assim, a escolha melhor se-
ria pelo alfabeto A, 1, em vez de A,. Novamente, terfamos uma conclusao idéntica ao caso
dos alfabeto associados as modulagoes dos conjuntos das superficies sem bordos, ou seja, a
escolha ideal seria pelo alfabeto bindrio As, mas haveria perda no aspecto da compactacao
de dados. Portanto, com relacao a este aspecto, o alfabeto maximal A;_; seria o de melhor

desempenho, dentre os associados as superficies com bordos de 2.

6.11.2 Desempenho dos alfabetos associados as modulacoes twisted

De modo anélgo aos casos considerados nas modulagoes QAMS’s, serao analisadas as
variacoes de desempenho de alfabetos associados as classes de modulacoes em superficies sem

bordos e nas classes de superficies com bordos geradas por um mergulho sobre a superficie
OF.

LA operacdo de exérese em t regides de um mergulho de um grafo G — Q = UleRgi, consiste em eliminar
o conjunto dos pontos interiores de ¢ regioes de G — (), para obter um mergulho G — Q; = Uf:_f wa isto

é, sobre uma superficie homeomorfa a €2 com ¢ componentes de bordos, cuja particao é composta por k — ¢
regioes.
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Alfabetos associados as modulacoes twisted em superficies sem bordos

O nimero de elementos de um alfabeto associado & modulagoes twisted sobre um mer-
gulho de um grafo G (p, q) s6 depende de ¢, pois os sinais nas modulagoes twisted sao curvas
sobre uma superficie, neste caso, a superficie sobre a qual G encontra-se mergulhada. Por-
tanto, sobre qualquer superficie €} pertencente ao conjunto das superficies para o mergulho
de G,

S (G) = {’YTM, (7 + 1) T'u_27 T 77M—2T57 7M—1T37 rYMTl}
U {7P77’ (7+ 1) Pnilv e ’7M72T377M71P2’7MP1} )

é possivel projetar uma modulacao twisted para uma constelacao de ¢ sinais, independen-
temente do género e da orientabilidade da superficie. Mas, como foi comentado na Secao
6.10.1, podemos ainda projetar modulagoes twisted para constelagoes de até 2 sinais. Con-
sequentemente, para qualquer superficie Q € S(G) o conjunto dos alfabetos associados as
modulagoes twisted de G sobre €2 é dado por

(6.30)

A(Q) = {ZQ7Zq—l>Zq—27"' 7Z5aZ47237Z2}- (631)

A conclusao, portanto, é que, em relagao a aspecto da compactacao de dados, os alfa-
betos associados as modulagoes twisted apresentam os mesmos desempenhos em todas as
superficies de S (G) relacionadas em (6.30) .

Proposicao 6.11.1 Todo alfabeto Z,, com 2 < a < q, pode ser projetado em qualquer
superficie 2 de S (G).

Demonstragao. De fato, todo mergulho de G sobre Q2 € S(G) contém ¢ curvas, logo
podemos projetar, sobre €2, todos os alfabetos do conjunto A (€2) dado na igualdade (6.31).

|

Segue, da Proposicao 6.11.1, que ao optarmos pelo alfabeto A;_1, em vez de A, sobre uma
mesma superficie {2 de S (G) , o ganho no desempenho da modulagao resulta somente do fator
de diminuicao intersimbdlica e podera ocorrer o ganho da compactacao de dados do alfabeto
bindrio equivalente. Para obtermos ganho também na eficiéncia da modulacao relacionado
ao género da superficie, devemos tomar A, em ¢g€2 e A,_; em hf) tal que g < h. Neste caso, o
alfabeto com o maior ganho de modulacao é o alfabeto bindrio Z, da modulagao v,,(2, onde
vy € 0 género méximo da superficie {2, a qual pode ser orientdvel ou nao-orientédvel.

Alfabetos associados as modulacoes twisted em superficies com bordos

Nas superficies com bordos, a identificagao do conjunto dos alfabetos associados a modu-
lacao twisted sobre uma determinada superficie nao é tao simples, como no caso da superficie
sem bordo. Ao aplicarmos a operacao de exérese em uma determinada regiao R, de um
mergulho de GG sobre uma superficie €2, lados de R, podem ficar completamente isolados. A
questao é que lados isolados sao considerados curvas do espaco euclidiano tridimensinal, se
a superficie for orientdvel, ou do espaco euclidiano de dimensao 4, se a superficie for nao-
orientdvel. Neste caso, se A é a curva isolada e considerada como sendo um sinal, o ruido
seria estimado usando pontos do interior de R,. Mas, o interior de R, nao existe mais pela
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operacao de exérese. Entao, ocorre esta contradicao ao considerarmos um lado isolado de
um grafo como um sinal de uma modulagao twisted. O que fazer entao? Considerar ou nao
os lados isolados de superficies com bordos como sinais da modulacao twisted?

Supondo que um lado isolado de um mergulho com bordo seja um sinal de uma modu-
lacao twisted, a andlise de desempenho é idéntica ao caso da modulacao com bordo. Entao,
analisemos o caso em que os sinais da modulacao twisted sobre superficies com bordos nao
vem de curvas isoladas.

Curvas isoladas ocorrem em mergulhos sobre superficies com bordos sempre que uma
regiao R,, que sofreu a acao da operagao de exérese, ¢ um emaranhado linear. Por exemplo,
se o grau do emaranhado linear de R, é m, entao a superficie com bordo herda os m lados
isolados de R,,. Utilizando a notacao da Definicao 2.4.6, definiremos uma modulacao twisted
sobre superficies com bordos considerando as restricoes dos emaranhados lineares.

Definig¢ao 6.11.2 Sejam G {p,q} — Q, = Ufz_le;i um merqgulho com b bordos e oy o
grau dos emaranhados lineares das b regioes que sofreram a ac¢ao da operacdo de exerese.
Chamaremos de modulacao twisted sobre €2, a modulacao compostas pelas k — oy, curvas nao
isoladas do mergulho de G sobre €y,

Como consequéncia da Definigao 6.11.2, segue que A;_,, é alfabeto maximal associado a
modulacao twisted. Além do mais, de modo andlogo ao caso sem bordo, podemos projetar
modulagoes sobre um mergulho com bordo com até 2 sinais; sendo assim, o conjuntos dos
alfabetos associados as modulagoes twisted sobre a superficie com bordo €2, é dado por

A (Qb> - {Akfaba Akfabfb Akfa'bf% T 7A57 A47 A37 AQ} . (632)

Para evitar uma discussao prolongada, nao iremos nos ater as particularidades dos mer-
gulhos com bordos, apenas analisar, superficialmente, a performance das modulacoes con-
siderando que o A (€,), em (6.32), ¢ o conjunto de alfabetos associados as modulagoes
twisted sobre a superficie com bordo €2;,. No conjunto A (€),) , pode haver ganho em relagao
a capacidade de compactagao da sequéncia bindria equivalente e quanto a diminuicao inter-
simbdlica, quando A; é escolhido, em vez de A; com r < s. Como foi visto anteriormente,
é evidente que, nas condicao r < s, A; e A, encontram-se respectivamente sobre superficies
Qp e ). com b < ¢, entao a performance de A, é superior a de A, isto é, tanto pode ocorrer
ganho em relagao a compactagao da sequéncia bindria equivalente, quanto ao desempenho
da modulacao relativos aos aspectos da diminuicao intersimbdlica e do aumento do género
da superficie.

A andlise acima torna claro que os desempenhos das modulacoes twisted dependem ba-
sicamente de trés invariantes topoldgicos: a quantidade de sinal, o género da superficie e o
nimero de componentes de bordos.

Dados os alfabetos A; e A, um elemento de A, tem representacao bindria menor ou
igual a um elemento de Ay, sempre que s < t. Por exemplo, as representagoes bindrias dos
elementos de Ag, A7 e A sao dadas por

Ag = {000,001,010,011,100,101}
A; = {000,001,010,011,100, 101,110}
A,y = {0000,0001,0010,0011,0100,0101,0110,0111, 1000, 1001} .
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Entao, os elementos de Ag e A7 tém representacoes bindrias com sequéncias de comprimento
3. Denotando o nimero de elementos da representacao bindria do alfabeto A como sendo o
grau de compacticidade do alfabeto A, ¢ (A), constatamos que

c(Ag) = c(A7) =3 <4 =1c¢(10).

Estes exemplos mostram que alfabetos consecutivos podem ser representados com alfabetos
bindrios com sequéncia de mesmo comprimento.

Proposicao 6.11.3 Sejam A, e A, alfabetos associados a modulagoes twisted e seja g€
uma superficie de género g com b componentes de bordos. Entdo, sao verdadeiras as sequintes
afirmacgoes:

s < r=c(Ag) <c(A) (6.33a)
g < g2= f(1€h) < [ (g26%) (6.33b)
by < ba= f(g%) < f(9%,) . (6.33¢)

Demonstragao. A implicagao (6.33a) ¢ facil de ser comprovada. Asimplicagoes (6.33b) e
(6.33¢) ja foram discutidas exaustivamente em [14] e no Capitulo 3. Nao hd provas mateméti-
cas concretas destas afirmacoes. Ha fortes justificativas destas implicagoes baseadas em casos
particulares e na intuicao. Portanto, a proposi¢ao trata somente de uma conjectura. [

A Proposicao 6.11.3 contém as condicgoes essenciais para analisar o desempenho das mo-
dulagoes. Os alfabetos estao associados as modulagoes, consequentemente, as implicacoes
(6.33a)-(6.33¢) resumem todas as condi¢des que permitem avaliar os desempenhos das mod-
ulacoes e, portanto, dos alfabetos associados.

Uma importante questao a ser tratada seria comparar as eficiéncias das duas classes de
modulagoes sobre superficies analisadas neste trabalho. Isto é possivel através de simulacoes.
Por enquanto nao ha como saber quais das modulacoes sao mais eficientes, se a QAMS ou se
twisted. Colocamos todas as informagoes necessdrias que permitem desenvolver algoritmos
e testar a eficiéncias destas modulacoes. Fica aqui a motivagao para analisar, futuramente,
as eficiéncias das modulacoes QAMS e twisted.



CAPITULO [

Conclusao

O objetivo deste trabalho é propor a construcao de modulagoes QAMS’s e twisted sobre
superficies, a partir de mergulhos de grafos e avaliar o desempenho destas modulacoes em
relacao a capacidade de compactacao de dados, quando utilizadas no processo de transmissao
da TV digital, em particular, na codificacao da imagem da televisao em cores. Neste estudo,
foram utilizados o grafo completo K5, o grafo completo bipartido K44, 0 hexaedro Hg 2
e o octaedro Hg,,. Foi estabelecido um processo de identificagao das modulagoes sobre os
quatro tipos de familias de superficies nas quais se encontram os mergulhos dos grafos, isto
é, as familias das superficies orientdveis e nao-orientaveis com e sem bordos. Durante todo o
processo de identificagao foi enfatisado amplamente o aspecto da regularidade, propriedade
bastante requerida pelo projetista do sistema, pois corresponde aos projetos de modulacoes
de melhores desempenhos e de menor complexidade de célculo.

O processo de identificacao consiste de vdrias etapas. A realizacao de certas etapas
dependem de férmulas e propriedades de restrigoes sobre o tipo de regioes das particoes.
Por exemplo, é importante conhecer as restricoes sobre os tipos de regioes das particoes do
mergulho de um grafo, antes de determinar o conjunto das partigoes. Consideradas estas
restricoes, concluimos que o indice dos modelos de merguhos nao realizaveis é sempre muito
baixo: somente 3 dos 24 modelos de mergulhos orientdveis de K5 nao sao realizdveis; no
caso de K, 4, somente 1 dos 28 modelos orientdveis nao é realizével; apenas 1 dos 10 modelos
do hexaedro Hg 1o nao ¢ realizdvel e apenas 4 dos 56 modelos orientdveis do octaedro Hyg j,
nao sao realizdveis. Caso nao fossem consideradas as restricoes dos tipos de regioes nos
mergulhos de K55 e Hg 12 0s indices de modelos nao realisdveis destes grafos seriam muito
altas.

Na identificacao dos mergulhos de grafos, as superficies sao identificdveis através de fér-
mulas que estabelecem os mergulhos minimos e maximos. Muitas familias de grafos possuem
férmulas conhecidas, como as familias dos grafos completos e completos bipartidos, porém,
nao sao os casos do hexaedro e octaedro, os mergulhos minimo e méaximos destes grafos
foram estabelecidos neste trabalho.

O conjunto de particoes das quatro classes de superficies sao dados através de uma
férmula matematica estabelecida nas relagoes (4.10) . Este é o conjunto provavel dos tipos
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de partigoes, mas é o Algoritmo 2.6.1 que nos mostra quais dos mergulhos sao realizdveis.
Este é o algoritmo mais importante para o processo de identificacao. Sem o mesmo, nao
terfamos como identificar as modulacoes de um grafo. As entradas do Algoritmo 2.6.1 sao os
conjuntos de rotacoes do grafo no qual é determinado também por um algoritmo particular.

Analisadas as safdas do Algoritmo 2.6.1 para os grafos K, Ky4, Hg12 e Hg,, verifi-
camos que em todos os mergulhos de grafos existem modelos regulares correspondentes as
modulagoes QAMS’s para constelagoes de sinais do tipo geometricamente uniformes: sao 3
modulagoes QAMS’s regulares em mergulhos de K5, 3 modulagoes QAMS’s regulares em
mergulhos de Ky 4, 4 modulagoes QAMS’s regulares em mergulhos de Hg 12 € 5 modulagoes
QAMS'’s regulares em mergulhos de Hj 5, perfazendo um total de 15 modulagoes regulares
em superficies sem bordos nos 4 tipos de grafos analisados. Considerando que nao se sabia
da existéncia de modulagoes regulares em superficies, a existéncia de 15 modulagoes QAMS’s
regulares é um nimero razoavelmente grande. Se incluirmos as modulagoes regulares sobre
as superficies com bordos, o niimero de modulagoes QAMS’s regulares vindos de mergulhos
dos 4 grafos considerados neste trabalho seria em torno de 15 vezes maior, o que é um valor
consideravel, uma vez que nao se tinha conhecimento da existéncia de modulagoes regulares
sobre superficies de género maior ou igual a um.

Com este trabalho, contamos com a certeza de que, ao escolhermos um grafo como base
para construcao de modulacoes, sempre teremos modulagoes regulares, em nimero menor
no conjunto das superficies sem bordos e uma quantidade bem expressiva de modulacoes
regulares nas superficies com bordos.

O que nos deixou bastante empolgado quanto as modulacoes regulares QAMS’s identi-
ficadas, foi o fato de muitas delas poderem ser implementadas, como foi feito em [3]; sdo
aquelas que se encontram sobre superficies parametrizaveis, tais como o plano, superficie de
Enneper, catendide, helicéide, esfera, toro, superficie de Klein, toro de Klifford, dentre ou-
tros. Vemos que é possivel também implermentarmos modulagoes QAMS’s sobre superficies
de género maior ou igual a dois, mas nao se tem conhecimento de que algo nesta direcao
tenha sido realizado.

Quanto as modulagoes twisted, elas podem ser implementadas nas mesmas condicoes das
modulacoes QAMS’s, ou seja, desde que a superficie seja parametrizavel. Nao discutimos a
questao da regularidade das modulagoes twisted somente porque, até o presente momento,
nao temos conhecimento de que esta foi implementada a partir de um mergulho de grafo.
Mas, para nés, estd muito claro que as modulacoes vindas dos mergulhos minimos de Hy 19
e Hg 1, sobre a esfera, tratam-se de mergulhos regulares. Estes projetos teriam baixa com-
plexidade de célculo, uma vez que muitos dos sinais seriam gerados por rotagoes de um
deles.

Uma outra coisa que ficou bastante clara neste trabalho foi o potencial do fator de
compactacao de dados das modulagoes QAMS’s e twisted, ambas apresentam alto grau de
compacticidade. No caso de QAMS’s, basta utilizar as modulacoes vindas de mergulhos
minimos do grafo para atingirmos a capacidade médxima de compactacao de dados. Nas
modulagoes twisted, a capacidade maxima é atingida em qualquer tipo de mergulho em
superficie sem bordo. A performance dessas modulacoes ainda podem ser melhoradas quando
consideramos os invariantes topoldgicos das superficies: nas superficies de género maior e
com um mimero maior de componente de bordos, encontram-se os projetos de modulacoes
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QAMS’s e twisted de melhores performances. Consequentemente, o nimero de sinais da
constelagao, o que corresponde ao nimero de regioes do mergulhos, é um fator decisivo no
que diz respeito a compactacao de dados. Se quisermos analisar o processo de decisao de
uma modulacao, temos que considerar conjuntamente os seguintes invariantes do mergulho
do grafo: o niimero de regioes do mergulho, o género e o nimero de componentes de bordos
da superficie. Os dois primeiros invariantes sao contraditérios, pois na compactacao de
dados, devemos minimizar o género da superficie enquanto no desempenho em superficie
sem bordos, devemos maximizar o género da superficie. E preciso, portanto, conviver com
este conflito no processo de decisao da modulagao mais eficiente.

Como resultado do nosso esforco, surgem muitas sugestoes para futuros trabalhos. Cada
mergulho de grafo identificado neste trabalho é um elemento em potencial para implemen-
tagao de uma modulagado QAMS ou twisted. Foi observado em [3], que o processo e andlise da
eficiéncia de um modelo de modulagao sobre uma superficie nao é simples. Até que o modelo
regular seja obtido, passa-se por um longo processo de transformacao do grafo, em que cada
etapa testa-se o desempenho da modulacao. Enquanto nao se conhece as caracteristicas de
cada superficie é impossivel prever o modelo regular. No inicio do processo de construcao da
modulagao, nao contamos com regras, apenas com a intui¢ao. Isto porque nao foram levados
em consideracao os invariantes topolégicos da superficie, como curvatura, primeira e segunda
forma fundamental e elemento de drea. Como consequéncia, cada modelo de mergulho iden-
tificado neste trabalho que se encontra sobre uma superficie parametrizével €2, pode se tornar
o objeto de estudo para um projeto sobre o desempenho de modulacao QAMS ou twisted
de Q. A andlise de desempenho envolve muito fatores, a construgdo do préprio mergulho,
os invariante topolégicos da superficie tais como a orientabilidade, o género, o nimero de
particoes e o nimero de componentes de bordos. Também devemos considerar invariantes
da geometria riemanniana da superficie, tais como, primeira e segunda forma fundamental,
curvatura média, curvatura gaussina, curvatura de Riccie, e assim por diante. Daria para
avaliar todos os invariante em um unico trabalho de dissertacao? Acreditamos que nao. Em
trabalho inicial, é preciso dividir o problema em dois ou mais trabalhos de dissertacao para
a andlise completa de um tinico modelo de modulagao. Depois que o processo completo for
avaliado integralmente, entendemos que os préximos sejam possiveis de serem realizados em
uma unica dissertacao.

Fica ainda como sugestao para futuros trabalhos, a proposta de projetos de modulacoes
QAMS’s e twisted sobre superficies de géneros maior ou igual a dois.
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APENDICE A

Construcao da QAMS Via Parametrizacao

O problema apresentado neste apéndice consiste em realizar o projeto de modulagao 5-
QAMS, a nivel de Geometria Diferencial, vindo do mergulho K5 (©) «— T = 5R,, onde O &
a rotacao em

O (K;) ={0(1,2,3,4),1(0,3,2,4),2(0,4,3,1),3(0,1,4,2) ,4(0,2,1,3)} (A1)

cujos esquemas graficos do processo completo contendo os elementos associados e mergulhos
topoldgicos, sao ilustrados na Figura A.0.1.

d) K5(@) = Cilindro
(etapalintermedidria)
p(yolxo) V.

=" V1

Y2

O

W\ Y3 1 4

V4 0
a) Canal DMC Cs b) Cs“'Kg,(@) C) K5(Gf) <» T = 5Ry

Figura A.0.1: Associagao e projeto topolégico da 5 QAMS : K5 (0) — T = 5Ry.

Na Figura A.0.1, o esquema gréfico a) corresponde a representacao do modelo tradicional
do canal DMC, ou canal 5-drio C5. No esquema b), a notacdo C5 «— K5 (©), indica que
o canal Cj estd associado ao grafo completo K5 munido do sistema de rotagoes O, pelo
processo de associagao introduzido em [15]. Em c), é representado o mergulho de Kj;(©)
sobre o modelo planar de 7. Em d), tem-se o mergulho sobre o modelo espacial do cilindro,
etapa essencial para se obter o mergulho sobre o modelo espacial do toro, indicado em e).
Do ponto de vista topoldgico, os modelos em c), d) e e) representam o mesmo mergulho de
K5 (©) sobre T'.
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A seguir, iremos mostrar as etapas de construgao de uma modulagao QAMS utilizando o
Mathematica, realizado em [3] O projeto de modulagao serd construido sobre o toro através
da seguinte parametrizacao

U(u,v) = ((b+ acosv)cosu, (b+ acosv)sinu,asinv), a=1eb=3. (3.5)

Como U ¢é uma regiao poligonal de 4-lados, e o modelo planar do mergulho do toro

encontra-se sobre um 4-lados também, podemos construir um projeto geométrico sobre U,

o modelo planar II, do mergulho K5 (©) — T topologicamente idéntico ao mergulho planar
c¢) da Figura A.0.1, como mostram os mergulhos construido na Figura A.0.2.

AU b AY

U U

2p 1

3p |
A all 2

p-

P |
u 2

D T T T T T T - D
0 p/2 p 3p/2 2p 0 p/2 p 3p/2 2p p/2 p 3p/2 2p

a) 5IQAMS: K5(@) =» T = 5R4 b) Grafolduallé[sinaislde 5[QAMS  ¢) Modelol¢ompletolda 5[QAMS

Figura A.0.2: Modelos planares bésicos da modulacao 5-QAMS, K (0) — T = 5Ry.

O mergulho a) da Figura A.0.2 representa um modelo planar da modulagao 5-QAMS fix-
ado sobre o toro, sobre o qual, o projeto serd descrito e analisado em termos de desempenho.
Neste modelo, para todo 0 <4, j < 4, v; € um vértice de K5, D; indica as regioes de Voronoi
do sinal s; e v, 1 < k < 16, sao os subcaminhos de K5 que definem as fronteiras das regioes
de decisao de 5-QAMS. Em relacao ao mergulho, toda a regiao de decisao D; corresponde a
uma regiao quadrangular definida por uma sequéncia orbital v;, mais precisamente, temos

’75: (0727471)771 = (0717374)772: (0747273)773: (0737172)774: (1747372)7

onde 7y, = (i1, i2, i3, i4) significa uma regiao de 4 lados sobre o mergulho do toro, cuja fronteira
passa pelos vértices v;,, v;,, Vi, € v;, de K5. A Figura A.0.2 b) contém a constelagao de sinais
A = {so, 51, 52, 83, 84} € 0 grafo dual (grafo associado ao canal C5). A Figura A.0.2 ¢) ilustra
o projeto com todos os elementos da modulagao 5-QAMS.

Na Figura A.0.2, o modelo planar a) foi construido visando uniformidade na distribuigao
das dreas. Como esta é a primeira tentativa de construcao, nao dispomos de informagoes que
conduzam a alguma tipo de uniformidade. Entao, usando de intuicao, comecamos a distribuir
os sinais da forma que pareceu mais adequada para obter a uniformidade desejada.

No modelo planar a) da Figura A.0.2, cada curva -, corresponde a um lado completo ou
parte do lado do grafo K5. Por exemplo, a curva 7, forma um lado completo do grafo K3, une
os vértices vy e v4, enquanto 7y, e 75 correspondem juntas a outro lado de K5, unem v; a vy.
Podemos escolher qualquer tipo de curva para 7, desde que esta seja uma curva simples, sem
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autointersegoes. O processo de construgao facilita quando v, é uma curva planar definida
por uma fun¢ao da reta 7, : I — R. No modelo planar a) da Figura A.0.2, a opgao foi utilizar
dois tipos de curvas, a linear e a circunferéncia. Para sermos mais precisos, na Tabela A.0.1,
relacionamos todas as equagoes das curvas 7, do modelo planar da Figura A.0.2 a).

O modelo espacial e) da Figura A.0.1 é idéntico ao modelo planar c), somente do ponto
de vista topolégico. Para obtermos o modelo espacial do mergulho correspondente ao modelo
planar a) da Figura A.0.2, cujas equagoes das curvas 7, sao tomadas como na Tabela A.0.1,
utilizamos a parametrizagao particular do toro definida em (3.5).

Curva v, Equagao da curva v,
Y1 u=73, sevE [37”,27@
Yo v =—v—u?+3ru — 27 + 2, se u € [m, 3]
Y3 u:%’r, sev € [37”,27r]
Y4 U:%’r, seuE[O,g]
Vs v:?’?’r, se u € [%,QW]
Yo v=—y/Z —u2+ 3 seue [0,%]
Yr v = —u+ 2T, seue[’—;,ﬂ
Vs v =u, seue[ﬂ,%ﬂ}
Yo v = U, seue[g,ﬂ
Y10 v=—u+2m, seu & [W,%”]
Y11 v:\/—u2+4ﬂu—¥+g, seue[%”,%r]
Y12 v=7, seu € [O,%}
Y13 v=75, seu € [%,Qﬂ
V14 u=7%, seveE [O,%}
Y15 v =+v/—u?+ Tu, se u € [5,7]
Y16 u:%’r, SG’UE[O,%]

Tabela A.0.1: Equagoes das curvas v, do modelo planar da Figura A.0.2 a).

Por exemplo, as curvas 7, e 75 unem os vértice vy e vy, sao fungoes lineares definidas no
eixo v dadas por
: fug
Yy [O, 2} cU—R
3T
U Y4 (U) = ?7
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Vs - [32—”,27T] cU—R

3T

w— s (1) = 5

Note que 7y, 75 correspondem ao lado (vq,v4) de K5. No modelo planar II,, do mergulho

de K5 (dominio da V), o lado (v, v4) € definido por dois segmentos de retas. Apesar desses

segmentos serem distintos e desconexos, a imagem de v, e 75, pela aplicagao ¥, é o cam-

inho conexo sobre o toro dado pela curva ¥(v,) J¥(vs), u € [0,Z] U [, 27], unindo os

pontos V¥ (vy) e ¥ (vy). Lembramos que vy, vy sd0 pontos do plano e ¥ (vq), ¥ (v4) sdo seus
correspondentes na superficie toro ou modelo espacial II..

Conhecida a equagao da curva planar, isolamos uma das varidveis u ou v, e substituimos

o valor da varidvel correspondente na equagao paramétrica ¥(u,v) em (3.5), obtendo a

curva sobre o modelo espacial II.. No caso das curvas, cujas equagoes sao v, (u) = 37/2 se

u € [0,7/2] e v5(u) = 31/2 se u € [37/2,27] respectivamente, as curvas sobre o toro sao

dadas por

U(u,v) = ((3+ cosv) cosu, (3 + cosv)sinu, sinv),

em particular, temos que

3 3 3
U(v,) = U(u,v,(u)) = ((3 + cos ;) cosu, (3 + cos g) sin u, sin g), u € [0, g}

3 3 3 3
U(vs) = W(u,v5(u)) = ((3 + cos ;) cos u, (3 + cos ?ﬂ) sin u, sin g), u € [;, 2%} :

Na Figura A.0.3, a) representa o modelo planar II, com as curvas definidas pelos seg-
mentos de retas e arcos de circunferéncias definidos na Tabela A.0.1, b) ilustra a curva

=i

Vq Vi

i

a) Modeloplanar 5[QAMS b) Curva Y (g) Y (%) c) K5(Q) =» T=5Ry

Figura A.0.3: Método de construgao de curvas sobre o toro.

U(v4) J¥(ys) € ¢) contém todas as curvas correspondentes ao mergulho do grafo K5 sobre
o toro vindo do modelo planar II, cujos lados possuem equagoes definidas na Tabela A.0.1.
Observe que as unicas curvas do toro que nao sao obtidas através de seguimentos de retas
sao as imagens de 74, V¢, V11 € V15, POIS as mesmas sao arcos de circunferéncia.
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O método aplicado as curvas 7, e 5 para obter a curvas correspondentes no toro é andlogo
para as demais curvas do modelo planar II,, devemos apenas tomar cuidado ao substituir a
varidvel dependente. Apds aplicarmos a equagao paramétrica ¥ em todas as curvas 7, do
modelo planar, obtemos o mergulho do grafo K5 do modelo planar sobre o toro. O principal
proposito das construgoes do mergulho de K5 na Figura A.0.2 é obter uma particao sobre
uma superficie vinda de um mergulho de um grafo através da Geometria Diferencial. A
obtencao deste mergulho sobre o toro mostra que qualquer outro mergulho topolégico sobre
esta superficie pode ser realizado através da Geometria Diferencial, desde que se conheca o
modelo planar IT, do mergulho topolégico. Neste primeiro protétipo, nao estdvamos ainda
preocupados com o aspecto da uniformidade do mergulho, os sinais foram distribuidos do
modo mais conveniente possivel de acordo com os nossos conhecimentos prévios sobre a
topologia do toro. Temos até como propésito construir um modelo uniforme e verificar se
a uniformidade em nimero de lados, formato das regides ou até mesmo a drea no modelo
planar, melhora o desempenho da modulacao QAMS.

O processo de construir o mergulho de K5 no modelo espacial a partir da equacao
paramétrica aplicada ao modelo planar, possibilita construir o mergulho equivalente de Kj
sobre o toro, esse método restringe o problema de construir a modulagao utilizando somente
o modelo planar e, através da equacao paramétrica, transferir a modulagao para a superficie.

AV Y (U
U Di()

2p

u
-
a) Modeloplanar 5[QAMS b) Ks(Q) =» T =5R,4

0

Figura A.0.4: Modelo planar e espacial do mergulho de K5 sobre o toro.

As curvas v,,k = 1,...,16 do mergulho de K5 no modelo planar na Figura A.0.2 a)
particiona o toro em 5 regioes, definindo uma modulacao nao uniforme para 5 sinais, 5-
QAMS, cujas regides de Voronoi Dy, Dy, --- , Dy estao representadas na Figura A.0.4: a)
mostra as regioes obtidas pelo mergulho de K5 sobre o modelo planar; e b) mostra as regices
equivalentes sobre o modelo espacial do toro.

Como o mergulho planar formado por arcos de circunferéncia e segmentos de retas e o
seu mergulho espacial equivalente sobre T', na Figura A.0.4, serao utilizados posteriormente
para andlises e simulacao da modulagao 5-QAMS, este serd denominado de Projeto I.

E importante ressaltar aqui, que a modulacao 5-QAMS sobre o toro ilustrada na Figura
A.0.4 b) ndo é mais topoldgica, esta foi obtida diretamente da parametrizacao (3.5) aplicada
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em cada curva 7, relacionadas na Tabela A.0.1. As regioes sobre o toro e as suas respectivas
regioes sobre o modelo planar sao equivalentes, no sentido de preservarem o nimero de lados,
porém, estas sofrem as deformacoes naturais do toro. No entanto, cada regiao de Voronoi
D} = ¥ (D;) do Toro passa a ser um recobrimento da sua correspondente regiago D; do modelo
planar. A Figura A.0.5 d4 uma ideia precisa dessas aplicacoes.

Figura A.0.5: Modulacao 5-QAMS e suas respectivas regioes de Voronoi.

Uma vez que a parametrizacao ¥ em (3.5) é uma aplicagao bijetora iremos considerar que
cada regiao de Voronoi D/ sobre o modelo espacial e a sua correspondente D; sobre modelo
planar sao regioes correspondentes.



APENDICE B

Parti¢oes das Modulagoes de Ky 4

De modo anélogo ao procedimento de identificagao dos mergulhos sem e com bordos de
K5, utilizado na Subsegao 4.3.5, iremos relacionar cada parti¢ao do grafo Ky 4.

Lembramos que para determinar os mergulhos com bordos provenientes de uma particao,
utilizamos a nogao de conjunto gerado pelo mergulho G — = UleRfli, conceito intro-
duzido na Defini¢ao 4.1.1. Para mostrar de como este processo é feito, tomemos, por exemplo
o mergulho

K474 — 2T = 3R42R6R8. (Al)

Como a parti¢do ¢ da forma Z§ = 3R,2ReRg, entdo o mergulho sem bordo (A.1) gera
mergulhos nas superficies

Q (29) = {27,211, 2T, 213, 214, 2T, 215 } . (A.2)
Mais precisamente, os mergulhos definidos pelas seguintes particoes

Ki4 — 2T = 3R42R¢Rs
Ky4 — 2Ty = 3R42Rg, 3Ry R¢Rs, 2R42R¢ Ry

K474 — 2T2 = 2R42R6, 3R4R8, 3R4R67 2R4R6R8, R42R6R8

K4’4 — 2T3 = 2R4R6, 2R4R8, 3R4, R42R6, R4R6R8 (A3)
K474 — 2T4 = 2R4, R4R6, R4R8, R6R8, 2R6

K474 — 2T5 = R4, R@, Rg

Kyq — 2T5 = Ky

Devemos saber aqui que as partigoes oriundas da partigao =5 = 3R42RsRs sobre 2T
também sao particoes do conjunto de superficies nao-orientdveis

Q) (Z9) = {4P, 4Py, APy, APy, AP, A5, AP;} | (A1)

A conclusdo é que sobre os conjuntos em (A.2) e (A.4) é possivel projetar todas as
modulagoes relacionadas em (A.3), desde que os mergulhos K4 — 27,4P = 3R42R¢Rs
sejam ambos realizdveis em suas respectivas superficies. Observe que sao 19 modulagoes
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QAMS em cada caso, sendo trés regulares 2Ry, 2Rg € 3Ry, e 23 projetos de modulagoes do
tipo twisted. No total, seriam 36 projetos de modulagoes QAMS e 46 projetos de modulagoes
twisted oriundas da partigao =$ = 3R,2Rs Rs.

No caso em que nao hé superficie orientdvel equivalente, por exemplo 3P, um de seus
particoes, Zo = 4R4RgR14, gera os seguinte mergulhos com bordos:

K474 — 2KP1 = 3R4R6, 3R4R14, 2R4R6314
K474 — 2KP2 = 3R4, 2R4R6, 2R4R14, R4R6R14
K44 — 2KP3 = 2Ry, RyRg, RyR14, ReR14

K4,4 — 2KP4 = R4, RG, R14

K474 — 2KP5 = K4’4.

(A.5)

Entao o mergulho sem bordo Ky4 — 5P = 4R4R¢R14 gera os seguintes mergulhos: 3
com uma componente de bordo sobre 5P;; 4 com 2 componentes de bordos sobre 5FP»; 4 com
3 componentes de bordos 5P3; 3 mergulhos com 4 componentes de bordos sobre 5P, e um
mergulho sobre 5P; homeomorfo a Ky 4. Em particular, 5P, tem 15 de parti¢oes em (A.5) , ou
seja, projetos 11 modulagoes QAMS (com 2 regulares) e 15 modulagoes twisted, perfazendo
um total de 26 modulagoes, caso o mergulho Ky 4 — 5P = 4R4R¢ R4 seja realizével.

Observamos que o mergulho (A.1) gera o maior nimero de mergulhos com bordos da
superficie 27" devido a variagao do tipo de regioes, sao trés tipos de regioes distintas. No
total sdo 23 mergulhos gerados a partir da partigao =5 = 3R42R¢Rs. Da mesma forma que
os mergulhos gerados por (A.1) foram determinados.

A Tabela B.0.1 relaciona todos os mergulhos gerados pelas parti¢oes sem bordos de Ky 4.
Os mergulhos gerados por parti¢coes sem bordos de K4 4 estao sendo apresentados. Os modelos
destacados em azul referem-se aos mergulhos regulares e tem como préposito facilitar o
processo de contagem. Observamos que muitos das partigoes regulares sao idénticas, porém
sao obtidas de particoes diferentes, por isto estao sendo computadas como sendo partigoes
distintas.

Tabela B.0.1: Classes de mergulhos nao orientéveis de K44 sobre gK P

Modulagoes sobre T e 2Pp

Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q T Ty T T T, | T Ts T Ty

2P 2P 2P, 2P; 2Py | 2P; 2P 2P; | 2P
Z1] S8Ry | TRy | 6Ry | B5Ry [4R4| 3R | 2R. | Ry |Kudl

Modulagoes sobre 3Pu
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q| 3P s | sm | 3m | 3p | 3P | 3P |KP;
Z1| 6RyRs |6Ry,5R4Rs|5Ry,4R4Rs|4Ry,3R4Rs 3Ry, 2R4Rg | 2Ry, RyRg| R4, Rg| K44
_ SR4R¢ |DR4,4R4Re|4Ry, 3Ry Re|3R4, 2Ry Re|2Ry, RyRs| R4
=9 | bR42Rg Ky4
4R42Rg 3R42R¢ 3R42Rg R42Rg 2Ry Rg ’

Continua na préxima péagina



Angel
Text Box


Tabela B.0.1 - Continuagao da pagina anterior

171

Modulagoes sobre 27), e 4P,
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
0 2T 27 275 275 27y 205 2Tk
4P 4P 4P 4Ps 4P, 4P5 4P
Zi| 9R4Rio | SRy, 4R4Ryo | 4R4,3R4Rys 3R4,2R4Ryo | 2Ry, RyRyo Ry, Ria|Ky4
_ 4R R AR Ryo| 3R4Re, 3R4R1g 2R4R6, 2Ry R 2R4, R4Rs | R4, Rg
=o|4R4Re Ry K4,4
3R4ReR1g | 4R42R4ReR10 | 3Ry, R4RRyo [R4Ryo, RgRio| Rio
4R, R 4R,, 3R4R 3R4,2R4R 2R4,2R R
= 4R.2R, 4ltg 1, 04 Ry 4, 2R4 Ry 1,28 4 K.y
3R42Rg 2R42Rg R4i2Rg R4 Rg Ry ’
3R42R6 2R42R6, 3R4R8 2R4R67 2R4R8 2R4, R4R6 Ry
Hal Rasae6s| 3SRaReRg |3R4Re,2R1R¢Rs| 3R4, R42Rg R4 Ry Re |Ks3
2R42R¢Rs R42Rg Ry RyR¢Rg ReRg,2Rg Rs
2R43R, 2R42R¢,4R, 2R4Rg,3R R.R R
= 9RAR, 43R 42Re,4 R 46,3 R 4R 4K44
R4i4Rg R43Rg R42R¢ 2R4,2Rg R¢ ’
Modulagoes sobre 5P,
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q| 5P 5P, 5P, 5P, 5Ps
| Rasaaie | 4R4, 3Ry R | 3R4,2R4 R 2Ry4, Ry Ry Ry, Rqg Ky
_ 3Ry R6, 3R Ry 3R4, 2R R4 2Ry, R4 Rs Ry, R
ol 3R4 44614 Ky
2RyRsR1y | 2R4Re, Ry ReR14 | RaR14, ReRia Ry
_ 3R4Rg, 3R Ris| 3R4,2R4Ryo 2Ry, R4Rg Ry, Rg
=3 3R4,4,4,8,12 K4,4
2R R Ry | 2R4Rg,RyRgR15 | R4Ri2, Ry Ry Ry
= lap 3R4Ro 3R4, 2Ry Ro 2Ry, Ry Ry Ry K
ZaBfasaion0 opop Ri2Rus 2R Ruo 4.4
2R42R6 2R4R6, 2R R 2R4, R4R1o Ry
5| Ruapei2 | Ru2ReRio | R42R6,2RsR12 | 2Re, R4Rg R Kya
2R ReRio RyRsR12 ReR12 Rio
2R R Ry 2R 4Rg,2R4 Ry 2R4, Ry Rg Ry
_ 2R4R¢Rig  |2R4Ry0,R4RR1g| R4Rg, RyRyo R
=6 R4,476,8,10 K4,4
2R4Rs Ry |R4ReRg,RyRgR1o| ReRs, ReR1g Rg
RyRsRg Ry ReRg Ry RgRy Ry
=| R 2R42Rg 2R, Rg, R42Rg 2R,, Ry Rg Ry %
Zr| Risgss Ru3Re 3R 2Ry R 4.4
_ R43R¢,3ReR10| R42R¢,2Re Ry | R4ls, ReR1o Ry, R
=8 R4,6,6,6,10 K4,4
Ri2ReRig 3Rs, RyReR1o | 2Rg, R4Ryo Ry

Continua na préxima pégina
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Tabela 4.3.5 - Continuagao da pégina anterior

Modulagoes sobre 5P,
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
Q 5P 5P, 5P, 5P; 5P, | 5P
R42Rg Ry RiRgRs 2Rg, Ry Rg Ry
=9 Ryg6s38 R4R62 Ry 2Re Ry R4 Ry Re | K44
2Rs2Rg R¢2Rg ReRs Rs
Z10 Ré 6,66, 4Re, 36 Rg 3Re,2ReRs | 2R6, ReRg | Re, Rg | Ky
Modulagoes sobre 37}, e 6P,
Sem bordos Particoes dos mergulhos com bordos
0 3T 3T1 3T2 3T3 37“’4
6P 6P, 6.F» 6.5 6.,
=1 3R4 Ry 3Ry, 2R, Rog 2Ry, RyRyg Ry, Rag Ky4
_ 2R4Re,2R4R18 | R4Rg, RyRig R4, R
=2 2R4Re Ry K4,4
RyReRig 2Ry, ReRi3 Rig
_ 2R4Rg, 2Ry R | RaRg, RyRie Ry, Rg
=3 2R, Rg Ry Ky
RyRgR16 2Ry, Rg Ry R
_ 2R4R10,2R4R14 | RyRyo, Ry | R4, Rio
S 2Ry R0 R4 Ky
RyRyg R4 2Ry, RioRu4 Ry
2R, R1s 2R, 21, R
= 2R.2R K
> e R42Ry9 RyRyo Ry 4
_ R42R¢,2RsR16 | R4Rs, ReRig Ry, Rg
=6 R4i2Re¢ Ry Ky4
RyReRq6 2Re, Ry Ry6 Ry
R,ResRg R4R¢, Ry Ry Ry, R
=7 Ry6.814 RyReRy4 RyR14, R Ry Ry Kya
ReRg R4 ReRy4, Rg R4 R4
R4Re Ry R4Rs, R4Ryg Ry, Rg
Eg Ry10,12 RyR¢ Ry RyRy2, Re Ry R Ky4
ReRioRi2 ReR12, R19R12 Ry
R42Rg,2RgR15 | R4Rg, RgRio Ry, Ry
=9 R42R8R12 K4,4
RyRg Ry 2Rg, RyR1o Ry
_ R42Ry0, Rs2R1o | R4Rg, Rg Ry Ry, Ry
=10 R4Rg2 Ry Ky
RyRg Ry 2Ry0, R4 Ry Ry
=i 3Re R4 3Re, 2R R4 2Re, R4 Re, R4 Ky
2ReRg,2RsR15 | ReRg, ReRio Rs, Rg
= 2 K
2 RoftsFiro ReRgR1o 2R, RgR1o Rys e

Continua na pégina seguinte
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Tabela B.0.1 - Continuagao da pagina anterior

Modulagoes sobre 37}, e 6P,
Sem bordos Com bordos
3T 3T 3T, 375 3T}
£ 6P 6P 6P 6P 6P
_ 2Rg Ry 2Rg,2 R Rs
=13 | 2He2h R62R1o Re Ry Ry Kaq
_ Re2Rg, 2Rs Ryo ReRg, ReR10 | Re, Rs
= | fs2lis o ReRs Rio 2Rs, RgRio Ry Kaq
=15 4Rg 3Rg 2Ry Rg Kya
Modulagoes sobre 7P,
Sem bordos Com bordos
Q 7P 7P, TP, 7P;
=1 | R4R4Ro4 2R4, RyRay R4, Roy Ky
Zo | R4RgR2 R4Rg, RyRa2, R Roz Ry, Re, Roz Ky
E3 | R4RsRao RyRg, RyRao, RgRao R4, Rg, Rap Ky
4 | RyRyoRig | RyRio, RaRg, RigRis | Ra, Rig, Risg Ky
Z5 | RyRiaRig | RyRia, RaRye, Ri2Rie | Ra, Ri2, Rig Ky
S | RaRiaRiy RyRy4,R14 R4 Ry, Ry Kya
Modulagoes sobre 47), e 8P,
Sem bordos Com bordos Sem bordos
4T 4Ty 4T, 4T 4Ty 4T,
@ 8P 8P 8P, @ 8P 8P, 8P,
S R4Rosg R4, Rag Kyq Es RiaRyy | Ri2, Roo | Kya
=P RsRas R, Rog Kya =6 RiyRig | R, Rag | Kua
=3 Rg Ry, Rg, Ros Kya Er RigRig R Ky
=4 RioRa9 Ry, Ros Ky Modulacgoes sobre 9P Rso

No final da Tabela B.0.1, safmos um pouco da formatacao para registrar o tinico modelo
R35 sobre a superficie nao-orientdavel 9P.

As superficies g7}, e gP, apresentam o mesmo tipo de particao, e aquelas que nao sao
realizéveis em ¢7), sao destacadas na Tabela B.0.1 pela cor vermelha. No caso das particoes
de gP,, nao sabemos quais as realizdveis, logo, para efeito de contagem, serao consideradas
como se todas existissem.
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APENDICE C

Os Sistemas de Rotacoes do Hexaedro

O Algoritmo 2.6.1 utiliza uma rotina em linguagem C que determina o conjunto dos
sistemas de rotagdes de H (p,q) (veja Tabela C.0.1). Outra rotina recebe uma matriz © e
fornece: ©, a particao UleRgi e as sequéncias vy, Yo, - - - , V- A férmula de Eiiler 2.5 nos da
2, identificando-se assim o mergulho.
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ABCDEFGH ABCDEFGh ABCDEFgH ABCDEFgh ABCDEfGH ABCDEfGh ABCDEfgH ABCDEfgh
ABCDeFgh ABCDefGH
ABCdEFgh ABCAEfGH

ABCDeFGH
ABCJdEFGH
ABCdeFGH
ABcDEFGH
ABcDeFGH
ABcdEFGH
ABcdeFGH
AbCDEFGH
AbCDeFGH
AbCdEFGH
AbCdeFGH
AbcDEFGH
AbcDeFGH
AbcdEFGH
AbcdeFGH
aBCDEFGH
aBCDeFGH
aBCdEFGH
aBCdeFGH
aBcDEFGH
aBcDeFGH
aBcdEFGH
aBcdeFGH
abCDEFGH
abCDeFGH
abCdEFGH
abCdeFGH
abcDEFGH
abcDeFGH
abcdEFGH
abcdeFGH

ABCDeFGh
ABCdEFGh
ABCdeFGh
ABcDEFGh
ABcDeFGh
ABcdEFGh
ABcdeFGh
AbCDEFGh
AbCDeFGh
AbCdEFGh
AbCdeFGh
AbcDEFGh
AbcDeFGh
AbcdEFGh
AbcdeFGh
aBCDEFGh
aBCDeFGh
aBCdEFGh
aBCdeFGh
aBcDEFGh
aBcDeFGh
aBcdEFGh
aBcdeFGh
abCDEFGh
abCDeFGh
abCdEFGh
abCdeFGh
abcDEFGh
abcDeFGh
abcdEFGh
abcdeFGh

Tabela

ABCDeFgH
ABCdEFgH
ABCdeFgH
ABcDEFgH
ABcDeFgH
ABcdEFgH
ABcdeFgH

ABCdeFgh
ABcDEFgh
ABcDeFgh
ABcdEFgh
ABcdeFgh

ABCdefGH
ABcDEfGH
ABcDefGH
ABcdEfGH
ABcdefGH

ABCDefGh
ABCdEfGh
ABCdefGh
ABcDEfGh
ABcDefGh
ABcdEfGh
ABcdefGh

ABCDefgH
ABCdEfgH
ABCdefgH
ABcDEfgH
ABcDefgH
ABcdEfgH
ABcdefgH

ABCDefgh
ABCdEfgh
ABCdefgh
ABcDEfgh
ABcDefgh
ABcdEfgh
ABcdefgh

AbCDEFgH AbCDEFgh AbCDEfGH AbCDEfGh AbCDEfgH AbCDEfgh

AbCDeFgH
AbCdEFgH
AbCdeFgH
AbcDEFgH
AbcDeFgH
AbcdEFgH
AbcdeFgH
aBCDEFgH
aBCDeFgH
aBCdEFgH
aBCdeFgH
aBcDEFgH
aBcDeFgH
aBcdEFgH
aBcdeFgH
abCDEFgH
abCDeFgH
abCdEFgH
abCdeFgH
abcDEFgH
abcDeFgH
abcdEFgH
abcdeFgH

AbCDeFgh
AbCdEFgh
AbCdeFgh
AbcDEFgh
AbcDeFgh
AbcdEFgh
AbcdeFgh
aBCDEFgh
aBCDeFgh
aBCdEFgh
aBCdeFgh
aBcDEFgh
aBcDeFgh
aBcdEFgh
aBcdeFgh
abCDEFgh
abCDeFgh
abCdEFgh
abCdeFgh
abcDEFgh
abcDeFgh
abcdEFgh
abcdeFgh

AbCDefGH
AbCdEfGH
AbCdefGH
AbcDEIGH
AbcDefGH
AbcdEfGH
AbcdefGH
aBCDEfGH
aBCDefGH
aBCdEfGH
aBCdefGH
aBcDEfGH
aBcDefGH
aBcdEfGH
aBcdefGH
abCDEfGH
abCDefGH
abCdEfGH
abCdefGH
abcDEfGH
abcDefGH
abcdEIGH
abcdefGH

AbCDefGh
AbCdEfGh
AbCdefGh
AbcDEfGh
AbcDefGh
AbcdEfGh
AbcdefGh
aBCDEfGh
aBCDefGh
aBCdEfGh
aBCdefGh
aBcDEfGh
aBcDefGh
aBcdEfGh
aBcedefGh
abCDEfGh
abCDefGh
abCdEfGh
abCdefGh
abcDEfGh
abcDefGh
abcdEfGh
abcdefGh

AbCDefgH
AbCdEfgH
AbCdefgH
AbcDEfgH
AbcDefgH
AbcdEfgH
AbcdefgH
aBCDEfgH
aBCDefgH
aBCdEfgH
aBCdefgH
aBcDEfgH
aBcDefgH
aBcdEfgH
aBcdefgH
abCDEfgH
abCDefgH
abCdEfgH
abCdefgH
abcDEfgH
abcDefgH
abcdEfgH
abcdefgH

C.0.1: Sistemas de rotagoes do hexaedro H(p, q)

AbCDefgh
AbCdEfgh
AbCdefgh
AbcDEfgh
AbcDefgh
AbcdEfgh
Abcdefgh
aBCDEfgh
aBCDefgh
aBCdEfgh
aBCdefgh
aBcDEfgh
aBcDefgh
aBcdEfgh
aBcdefgh
abCDEfgh
abCDefgh
abCdEfgh
abCdefgh
abcDEfgh
abcDefgh
abcdEfgh
abcdefgh



APENDICE D

Demonstracao do Teorema 5.1.2

O Teorema 5.1.2 foi demonstrado para um tnico caso dentre um universo de oito pos-
sibilidades. Apesar de acharmos suficiente a prova de um tnico caso, ja escolha do vértice
poderia ser qualquer um dos oito vértices de Hg 2, iremos apresentar, para que nao haja
divida, a prova para os demais casos.

Demonstragao. (Continuagao da Prova do Teorema 5.1.2) Faltam sete casos a

serem provados.

1) Suponha que 0, € ¥; = {(0,6,2),(2,6,0)}. Se 0; = (0,6,2), pelas igualdade (5.4),

resulta que

Qi:01 = (076,2):

2) Suponha que 6; € U,

R e 2
Al Vi
I R s 14
R i 1
=ed=o= G 5T,
L R

(A.6)

{(1,3,7),(7,3,1)}. Se 6; = (1,3,7), pelas igualdade (5.4),
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resulta que

91':62: (1,3,7):>

(

91':62: (7,3,1):>

\

hz?ej:3:>{
h=3ej=1=

hzlej:7:{

Demonstragao do Teorema 5.1.2

93‘:93:(2,1,_)¢\113
0h291_<3a27_)¢\1[1
0, =0;=1(2,3, )¢y

- A8
ehzeg_(7,2,_)§é\ljg ( )
9]':91:<277>_)¢‘I’1
O, =0, = (1,2, )¢ Uy
93—93:(2,7,_)¢\113
On=07=(3,2, ) ¢ ¥y
0, =600=1(2,3, )¢,

- A9
0, =0s=(1,2, )¢ Vs (A.9)
9]':07—<2,1,_)¢\D7
0h—91:(7,2,_)¢\111.

3) Suponha que 6; € V3 = {(0,4,2),(2,4,0)}. Se 6; = (0,4,2), pelas igualdade (5.4),

resulta que

0;=05=1(0,4,2) =

0;=05=1(2,4,0) =

>
I
o

>
I
W

0; =0,=(3,0, )¢V,
ehzeo_ (473a_) g—f\IJO
9j292:(34 )¢\IJ2

= A.10

0n=0s= (2.3, ) ¢ V, (4.10)
j 372a_)¢\1}0
h:02: Oa37_) ¢\I/2
0;=0,=(3,2, )¢V,
eh:92_ (473a_) ¢\IJ2
szeo—(3,4, )¢\Ifo

— Al

0 =0s = (0.3,) ¢ W, (A1)
6; =0,=1(3,0, )¢ ¥y
0, =00=1(2,3, )¢ V.

4) Suponha que 6; € ¥, = {(3,5,7),(7,5,3)}. Se 0; = (3,5,7), pelas igualdade (5.4),

resulta que

0; =04 = (3,5,7) =

9j2¢95: (4,3,_) ¢\IJ5
eh:93: (5747_) ¢\I]3
0; =0, = (4,5, )¢ ¥y

- A2
O =05 = (7,4,_) & Wy (4-12)
9]‘:93:(4,7,_)¢\Ijg
9h297: (3,4,_) ¢ \117.



Se 0; = (7,5, 3) entao, pelas igualdades (5.4), temos que

0; =0y =

5) Suponha que 6; € U5 = {(0,4,6),(6,4,0)}. Se 6; = (0,4,6),

resulta que

(7,5,3) =

(

\

(

h=Tej=5= 9h—97
- . 0; =03
h—5e]—3:>{6h_05
B L 0; =01
h3€J7:>{9h:03
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(4v 77 ) ¢ \115
(5’47 ) ¢ \117
(4757 ) ¢ \I}3
(3.4, ) ¢ Uy (A.13)
(473’ ) ¢ \1/1
(1’47 ) é \113-

pelas igualdade (5.4),

0, =10 v
n=0es=1= g Zu TN
6= 65— (0,4,6) = { h—dej—6= Zf:eei %45:))2‘\11’2 (A.14)
ERLIELES it v 1A
Se 0; = 05 = (6,4,0) entdo, pelas igualdades (5.4), temos que
( =04 = v
L e
0; =05 =(6,4,0)={ h=4 :0:»{?2;%3 ((gif) ))igi (A.15)
0; =0 v
| h=0e :6;‘{92:9 % ))ixpi
6) Suponha que 6; € ¥g = {(1,5,7),(7,5,1)}. Se 6; = (1,5,7), pelas igualdade (5.4),
resulta que
( o
nmtei=s={ o GG by
0 = 0 = (1,5,7) = h:5e]:7:>{ Zi%;i(gz:))i& (A.16)
0, =0, = v
\ h_”"_l;‘{ A A
Se 0; = (7,5,1) entdo, pelas igualdades (5.4), temos que
e _p U
SRR Wi e A
0 = 05 = (7,5,1) = h—5e]—1:>{ g;j;j?%i))igi (A.17)
i=0; = 1 v
| h=ted :7${ 32:?1:(@6:%@@2



180 Demonstragao do Teorema 5.1.2

6) Suponha que 6; € ¥, = {(2,6,4),(4,6,2)}. Se 6; = (2,6,4), pelas igualdade (5.4),
resulta que

( _h. —
R i

== o> hmtei=tm{ PTETREEL
e {2020

Se 6; = (6,4, 2) entdo, pelas igualdades (5.4), temos que

( _
R

B=br=642= hz“FH{31221222’,‘?,3?}1’; (A.19)
Kt U

Portanto, todos os casos de (A.6) - (A.19) s@o contraditérios, consequentemente, nao existe

; € ¥ que produz um mergulho de Hg 1> com regiao triangula, o que mostra a afirmagao do

teorema. [ |



APENDICE E

A Tabela E.0.1 contém todas as relagoes de particoes referentes & modulacoes sobre
superficies vindos de mergulhos do octaedro. Visando diminuir o tamanho da tabela foram

utilizadas, além das duas notacoes de particoes usuais

/BlROél/B2ROé2 U BkRas € Ra1,a27~~~,ak (Ou Ra1,o¢27~~-,ak)7

as notacoes compactas

(71

Qg--Qg

RP1BaBs  pBiiBa B

Q2,0 ,Os

Modelos de Modulagoes do Octaedro

Tabela E.0.1: Particoes das classes de modulagoes sobre superficies do octahedro Hg j,

Modulagoes do octaedro sobre S,
S/b Parti¢oes de mergulhos com bordos
Q S S S, Sy Sy Ss | Se| Sr| Ss |#
= 8R3 TR 63 5R;3 4R3 3Rs  |2R3| Rs |Hg 5|6
# 1 1 1 1 1 1 1 1 1 18
Modulagoes do octaedro sobre P,
S/b Particoes de mergulhos com bordos
Q] P Py Py P Py P, | P| P | #
_ 6R3 5R;3 4R3 3R3 2R3 | R3 14
2| 6fulls | op Ry | 4RyRs | SRRy | 2RsRs | ReRe |Ro| 0
S5R3R4 |5R3,4R3R4|4R3,3R3R4|3R3,2R3R4|2R3,R3R4| R
Z3 |bR3R4Rs| 5R3Rs | 3RsR4Rs | 3R3Rs 2R3 R5 R3Rs | Ry |Hg o) 24
AR3R4Rs| 4R3Rs | 2R3R4Rs | R3R4Rs RyRs | Rs
AR.2R, 4R3R, |4R3,3R3R4| 3R3,3R4 2R3 R,
=4 || 4R33Ry 3R.3R, 3R32R,; | 2R32Ry 2R3R, R3Ry R, Hg 5| 20
2R33R, R33R, R32R, 2R,
# 0/3 1/6 2/7 3/7 4/6 4/5 |0/7(0/3 | 14/44

Continua na préxima pagina
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Modelos de Modulag¢oes do Octaedro
Tabela 5.3.5 - Continuagao da pédgina anterior
Modulagoes do octaedro sobre T), e 2P,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
=| r2p | 12R Ty, 2P, Ty,2P; Ty,2P; |Ts,2P5| Ty, 2P| #
s || Rassaze | B3, R | Rj, R RS, Ry RS Ryy | I, Ry| Hg,y [4/12
= | r R3i, Rgy | R3, Ry R3, R, R, Rt \Bs Ryl o | o
LT R | RBRMY | RRLRM | R RE | ORE O
= | Rusaser R3:, R3: R3, R3! RS, R2L R% R | R RE . 50
Ris Ry, Ragr Ry, Ragr Ry, Ry R; o1
Eg || R333366 R367 Rg% R R36’ R%% R37 R367 Rég R37 RG? R36 R%? Ré é,12 15
| o | R R R R R R R R R
R3iz Ry, Rty | Rii, Rip, Raar | Rar, Rig Ry ’
Rgzllé R34’ R357 Rgé R37 R347 Rgé R R347 Réé R%ﬂ Rzll
Ero| Rassase | Rigg Rils, B3 | R3g, Rils. Rig | R, Ris | Rs 612 | 31
Riss | Rise Maiss | Rise, Muse | Ris: Rse | 1
Sun| Rssssss | B33, R 155, Rgs, RZ| RS, RS, R35, Re2| RS, RE Rag | R3, Ry | He g, | 16
512 R334446 R%z 7212%1%'32613 R34 271]1%4671?1%2 R347Ré 71 RS(%Q . R2 Ri??lézll Ril’n IR}L é i 24
R3js Rils: Ris | B3t Ry, Rig | Ris, Rig Ry ’
513 R334455 Rgi’l) 12135411% R347 R%% R34> R347 R% R R34>R§1 R:%n 1Ri (/3 i 23
R3js R3 R3, R, R | Ry 13, Rig| Rj 7
—_ R347 R4} R347R3 R34*R4 R347R421 Rili Ri /
S| e | mm | mpmy | RRRM | mALRL | R Mo |
Eis| Raaaas R; R} Rj R} Rj 612 | 7
+# 11 28 41 48 44 29 11 | 212
Modulagoes do octaedro sobre 3P,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
=| sp 3P, 3P, 3P S E
Zi6||R333312| 13 3R3 12 R} R3 12 R} R3 12 R3, Rys 6.12 10
Zi7||R3334,11 R3 4’2?1}1%3 H -fiqﬂ 2R13’141 i R o, M 6,12 16
Y Ryyn | R, Ran R3 115 R4 11 R ’
=8| R3,3,3,5,10 R;’ ;,2?31)%0 R3 R%% 1 R R fis, 1 6.12 16
T 2R37510 R3 100 5510 R3 105 R5 10 R ’
Z19|| 33,369 R3 6’2?;]1% " R?% 1 s Rgiﬁl s, Mo 612 16
o Rigs | Ryg: Ryey Ry, Ry Ry ’
S N L ot B S L B BT
o R37s Ry 8 377 R3 8> Fr's Rs ’
# 5 1/13 5/13 5/13 14 5 11/63=74

Continua na préxima pégina
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Modulagoes do octaedro sobre 3P,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
E| 3P 3P, | 3Py 3P; | 3P, | 3P | #
2R32R4 2R3R4, 2R3R10 2R3, R3R4 R3
Zo1 | Rss344,10 2R3 R4 Ry R32Ry, 2Ry Ry R3 Ry Ry | Hgyo| 18
R32R, Ry RsR4 Ry RyR0,2Rs | Ry
2R3 R4R5 2R3R4,2R3Rs | 2R3, RsRy | Rs
— 2R3RiRy | R3R4Rs,2R3Ry | R3Rs, RsRy| Ry .
=22 | 2HslaHis 2R3RsRy | R3R4Ry, RsRsRo | R4Rs, RiRy | Ry Ho12 | 24
R3R4R5 Ry R4RsRy RsRq Ry
2R3 R4Rg OR3Ry,2R3Rg | 2R3, B3Ry | Rs
— 9R3RiRs | 2Rs3Rs, RsR4Rg | R3Re, RsRs | R )
Za3 || 2l ltalioliy 29R3RsRs | R3R4Rs, R3RsRs | RaRe, RiRs | R Hoz | 24
R3R,R¢Rs R4RgRs ReRs Ry
2R32R; 2R3R4,2R3R; | 2R3, RsRy | Rs
524 R373747777 2R3R4R7 R32R7, R42R7 R3R7 R4 Hé712 18
RsR.2R; RsR, Ry RiR:2R; | Ry
2R32R5 2R3Rs,2R3R; | 2R3, R3Rs | Rs
525 R373757578 2R3R5R8 R32R5, 2R5R8 R3R8 R5 Hé712 18
R32RsRs RsRsRs RsRs,2Rs | Rs
2R3 Rs Rg 2R3Rs,2R3Rs | 2R3, RsRs | Rs
_ 2R3RsR; | 2RsR;, RsRsRe | R3Re, RsRv | Ry
=26 | 20t Hoir 2R3ReR; | R3RsR7, RsRgRy | RsRe, RsRr | R Hsao | 24
R3RsReR; RsRe¢R: ReRy R,
= | Rysees R33Rg 3Re, 2R3 Re 2Ry, RsRs | Ry | |
- 200, 2R32Rg R32Rg 2R Rg 6,12
- R R33R4,3R,Ry|  3R4, R32R, 2Ry, B3Ry [Rs, Ru| 1 | 46
—28 344,49 R32R,Ry | 2R4Ry, RsRyRy | R3Ro, RiRy | Ry 6,12
R32R4R; R32R4,2R.Rs, | 2R4,RsRy | R
_ Rs2R4Rs | 2R4Rs, RsR4Rs | R3Rs, RsRs | Ry
Zao || a2 Rafts s 29R4RsRs | R3R4Rs, R3RsRs | RiRs, RiRs | Ry oo | 24
R3R4R5Rs R4RsRs RsRs Ry
R32R4Re R32R4,2R,Rs | 2Rs, B3Ry | Rs
H R32R4R: | 2R4R7, RsR4Rs | R3Re, RsR7 | Ry
=s0 | 32 Ralts 1T 2R4R¢R7 | R3R4R7, R3ReR7 | RiRe, RiR7 | R Hso | 24
R3R,ReR; RyR¢R> ReRy R,
R3R.2R; R32Rs, Ri2Rs | 2Rs, R3Ry | Rs
— R32RsR: | 2RsRs, R3R4Rs | RsRg, RsR: | Ry )
a1 | L2l 1t Ri2RsR; | R3RyR7, RsRsRy | RyRs, RiR7 | Ry Hoz | 24
R3R4RsR; R4RsR; RsRy R,
i 11 38 2/62 = 64 15/49 38 11 [226

Continua na préxima pagina
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Tabela 5.3.5 - Continuagao da pédgina anterior

Modelos de Modulag¢oes do Octaedro

Modulagoes do octaedro sobre 3P,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
E] 3P 3P \ 3P, | 3P, | 3P | 3P | #
RsR42Rg R32Rg, R412R¢ | R3Ry, R3sR5| Rj3
- R3R52 R Rs2Re, R3R4Rs | R3Re, R3Rs | Ry /
=s2 | sltalts2lls | g poRy | RyRuRs, RyRsRe | RiRg RsRg| Ry | 012| 2
RsR4R5Rg R,R5Rg 2Rg Rg
= R33R5,3R5Re 3Re, R32Rs R3Rs, R3Rg | R3, Rs | .,
=33 R33R5R6 R32R5R6 2R5R6, R3R5R6 R5R6,2R5 RG HG’H 16
Z34|| Raasas 4R4, 4R, Ry 3Ry, 2R, Ry 2Ry, RyRg | Ry, Rg | Hg 15 | 10
- 3R4Rs5, 3R, Ry 3Ry, 2R4Rs 2Ry, RyR5 | R4, Rs | .,
=05 | SRalisly 9R4RsR; | 2R,R;, RyRsR; | RyR7, RsR; | Ry Heo | 16
- 3R4Rg 3R4,2R4Rg 2R4, RyRg Ry ,
=6 | 328 2R,2Rs R42Rg 2R R He | 12
2R42R5 2R4R5, 2R4R6 2R4, R4R5 R4
=37 Ryss56 2R R5Rg R42R5,2R5Rg R4Rg Rs Hé712 18
R,2R5Rg R,R5R¢ R5Rg,2R5 Rg
# 6 | 1/16=17 4/21=25 8/17=25 17 6 | 96
Modulagoes do octaedro sobre 27, e 4P,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
E | 21.4P 2T1,4P, | 2Ty, 4P, | 2T3,4P; | 2Ty, 4P, #
Ear || RsR3 B3R5 | 3R3,2R3R5 2R3, R3Ry5 R3, Ry5 Hg 19 8
- 2R3Ry,2R3R14 2R3, R3 Ry R3, Ry /
= RsRsR4R H 12
5 ST R3R4R14 R3Ry4, R4Ryy4 Ry 612
- 2R3R5, 2R3 R13 2R3, R3R; R3, Rs /
=39 || RaFalts Fas R3R5Ry3 R3Ry3, RsRi3 Ry3 H6’12 12
= ’ ’ ' H] 12
10 || RaFs oo R3ReRio R3Ri2, ReR1o Ry S
- 2R3R7, 2R3 Ry 2R3, R3 Ry Rs3, Ry /
a1 | Raltslokin RsR7 Ry R3R11, Ry Ry Ry Ho.1o 12
- 2R3 Rg, 2R3 R0 2R3, R3Rg R3, Ry /
= RsRsRsR H 12
2 SISO R3Rg Ry R3 Ry, Rg Ry Ry 612
B3 || R3R3RoRy | 2R3Ry, R32Ry | 2R3, R3Ry,2 Ry R3, Ry Hé,m 9
— R32R4 2R4R13 R3R4 2R4 Rg R4
= RsRyR4R ’ ’ ' H 12
Al RsR4Ry3 R3R13, RyRy3 Ry3 012
R3R4Rs5 R3 Ry, R3Rs Rs
- R3R4Ryo R3Ry9, R4Rs Ry )
R4R5R12 R5R12 R12
# 9 1/25 =26 9/26 = 35 26 9 105
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Modulagoes do octaedro sobre 27),,4P,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
E | 21.4P 2Ty, 4P, 275, 4P, 2Ty, 4P; | 2Ty, AP, | #
- R3R4Re, R3R4 Ry | R3Ry, R3Rg, R3R11 | R3, Ry /
=i | Haltlloln | b p b\ RuRgRuy | RiRg, RaRuy, ReFay | Re Ry | 012 | 10
- RsRyR7, R3R4Ryo | R3R4, R3R7, R3Ryo | Rs3, Ry )
Sar | sl Rrfho RsR7Ryo, RyR7Ryo | RaR7, RyRyo, R7Rio | R7, Rio Ho.1o 16
- R3R4R77 R3R4R9 R3R47 R3R87 R3R9 R37 R4 /
=i | Balllislo | b Ry RiRsRy | RiRs,RiRo.RsRy | Re.Ry | 512 | 10
— R32R5,2Rs Ryy R3R5,2R5 Rs, Rs /
= RsR:RsR H 12
» ST RsRs Ry R3 Ry, Rs Ry R 6,12
- RsRsRe, R3R4R15 | R3Rs, R3Re, R3R1g | R3, Rs )
Zso | Halts R o RsR5Ri9, RyRsR15 | RsRe, R5s Ryo, ReR1o | Re, Rio Ho.1o 16
- RsRsR7, R3Rs Ry | RsRs, R3R7, R3Ry | Rs, Rs /
= | Bl ll | b Ry RiRiRy | RyRy RoRe.RiRy | Ry.Ry | 7012 | 10
- R3Rs Ry R3R5, R3Rg Rs, Rs /
=52 R3R5R8R8 R32Rg, R52R8 R5R8,2R8 Rg H6’12 12
_ R32Re, 2R Ry R3R¢, R3 Ry Rs3, Re /
= H 12
RsReR7, RsReRs | R3Rg, R3R7, R3Rg | Rs, Rg /
= | Hallellls | b Ry RyR:Ry | RoRyReRe.R:Rs | Ry.Ry | 7012 | 10
Ess || B3Ry R7 Ry R32R7,3 Ry R3R7,2R; Rs3, Ry Hg 15 8
556 R4R4R4R12 3R4, 2R4R12 2R47 R4R12 R47 R12 Hflz‘.,12 8
— 2R4R5,2R4 Ry 2Ry, RyRs R4, Rs ’
Zs7 | R4R4RsR : ’ ’ H 12
o7 AT RyR5Ryy RyRy1, Rs Ry R 6,12
— 2R4R¢,2R4 R 2Ry, RyRe Ry, Re /
= R,R RsR H 12
o8 ATHTIOTHO Ry Re Ry RyRyo, R Ry Ry 6,12
- 2Ry R7,2R4 Ry 2R4, Ry Ry Ry, Ry /
Zs0 || Fafafir Ry RyR7 Ry R4Ry, R7 Ry R Ho.1o 12
=60 || RaR4RsRs 2R4Rg, R42Rg 2R4,R4Rg,2Rg R4, Rg Hg 19 9
- R42R5,2R5 Ry R4R5,2Rs, Ry, Rs /
= R,R:RsR H 12
o1 AT THO RyRsRy RyRyo, R5 Ry R 612
- RyRsRe¢, RyRs Ry | R4Rs, RyRe, R4Rg | Ry, Rs /
=or | Hallslallo | b Ry RyR4Ry | RyRe,RsRe.RoRy | Re.Ry | 12 | 10
- RyR5R7, RyR5Rs | R4Rs, RyR7, RyRg | R4, s /
=or | Halistills | g B Re RyR.Ry | RyRs RsRe RiRs | Ry Ry | 1012 | 10
- R42Rg,2R6 Rs R4Re,2Rg Ry, Rg /
=os | HaltolioHy R.Rs R Ry Rs, RoRs Ry | oo |12
- R42R7, Re2R7 R4Rs, R4 Ry Ry, Rs /
=5 | RaReR7 R~y RiReR» R6R7,2R7 R H6,12 12
m 20 2763 — 65,67 13/78 — 91 65 20 | 261
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Tabela 5.3.5 - Continuagao da pagina anterior
Modulagoes do octaedro sobre 27}, e 4P,
Sem bordo Particoes de mergulhos com bordos
= H 2T,4P 2T, 4P, \ 275, 4P, \ 275,45 \ 2T,,4P, \ #
66 | RsR5R5Ryg 3Rs5,2R5 Ry 2Rs5, R5 Ry R5, Ry H{ 1 8
— 2R5Rg 2Rs5, R5Rg Rs, Rg )
=67 R5R5R6R8 2R5Rg, R5R6R9 R5R9, RGRQ Rg H6’12 12
Zes | RsRsR7R7 2R5R7, R52R; 2Rs5, RsR7,2R; | Rs, Ry Hg 1o 9
Ees | RelleFeRes 3R 2R Re Hg 1o 5
# 5 1/10 =11 6/8 =14 11 5 46
Modulagoes do octaedro sobre 5P,
Sem bordo Partigoes de mergulhos com bordos

E | 5P 5P \ 5P, | 5P | #
Zeo | R3RzRis 2R3, R3Rys R3, Ris Hg 1o 6
Zro | R3R4Rar R3Ry, R3Ry7, Ry Ry7 R3, Ry, Ry7 Hg 1o 8
En | RsRsRie R3Rs5, R3Ri6, R5Ri6 R3, Rs, Ri6 Hg o 8
Ere | R3Rg¢Ris R3Rs, R3R15, R Ris R3, Re, Ri5 Hg 1o 8
Zr3 || RsR7Ry4 R3R7, R3R14, R7Ry4 R3, Ry, R4 Hg 1o 8
Era | R3RgRi3 R3Rg, R3Ry3, Ry Ry3 Rs3, Rg, Ry3 Hg 1o 8
Ers || RsRoRia | R3Rg, R3Ria, RgRyo R3, Ry, R12 Hg 19 8
Ere | R3RioRu | R3Ryo, R3Ri1, Rio Ry R3, Rig, R11 Hg 19 8
Err || RaR4Ris 2Ry, Ry Ry Ry, Rig Hg 1 6
Erg | RaRsRis R4Rs5, RyRy5, Rs Ry5 Ry, Rs, Ry Hg 19 8
=79 RyRgR14 RyRg, RyR14, ReR14 R4, Re, R4 Hg 15 8
Ego | R4R7Ri3 RyR7, RyRy3, R7 Ry3 Ry, Ry, Ry3 Hg 1 8
Eg1 | RARsRya | RyRg, RyRiz, RgRiy Ry, Rs, Rip Hg 15 8
a2 RyRoR;14 R4Rg, RyRy1, Ro Ry Ry, Ry, Ry Hé,m 8
Zg3 || RaRioRio R4R10,2Ry Ry, Ryo H§ 1o 6
Egs | RsRs5Ri4 2Rs5, Rs R4 Rs, Ry Hg 15 6
Zgs | RsReRis RsRg, RsRy3, R 13 Rs, Rg, Ry3 Hg 19 8
g6 RsR7 Ry RsR7, Rs Ry, R7Ryo Rs, R, Rz Hg 1 8
Eg7 | RsRsRi R5Rg, RsR11, Ry Ry Rs, Rg, Ry Hg 1o 8
Sss || RsReRyg R5Ryg, RsR10, Ry R1o Rs, Ry, Rg Hg 1o 8
=90 ReR7R1q Re¢R7, R¢R11, R7 Ry Rg, R7, R Hg 1 8
Za1 | ReRsRio ReRg, Re R0, R R1g R, Rs, Rio H§ 1o 8
E92 ReRg Ry ReRg2 Ry Rg, Ry Hg 15 6
Zo3 || RrR7Rig 2Rz, R7 Ry Rz, Rio Hg 1 6
Eoq R7Rg Ry R7Rg, R7 Ry, Rg Ry Rz, Rg, Rg Hg 1o 8
Zogs RgRs Rg 2Rs Rs Hg o 4

# 27 8/64 =72 72 27 198
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Tabela 5.3.5 - Continuacgao da pagina anterior

Modulagoes do octaedro sobre 37, e 6P,

Particoes sem bordos

Partigoes com bordos

= 31, 3P 311, 3P, 315,35, #
Zo6 Rs Ry, Rs3, Ry Hg 19 4
Eqr R4Rsq Ry, Ry Hg 15 4
= RsRig Rs, Ryg Hg 15 4
S99 ReRis Rg, Ris Hg 19 4
=100 R:Ri7 R, Ry7 Hg 19 4
101 RsRqg Rg, Ri¢ Hg 19 4
=102 RoRq5 Ry, Ry5 Hg 19 4
=103 Ryg Ry Ry, R4 Hg 19 4
Z104 Ry1R13 Ry1, B3 HE 15 4
=105 2Ry Ry Hg 19 3

” 1/10 19 10 39

Modulagoes do octaedro sobre 7P,

Particoes sem bordos

Particoes com bordos

= 7P 311, 3P, #
Z106 Roy Hg 1o 2
u 1 1 2
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APENDICE F

Anilises de Mergulhos Minimos Maximais de Grafos

Anélises sobre mergulhos minimos maximais idénticos de grafos é importante porque
fornece informagao sobre o alfabeto da modulagoes QAMS’s e o conjunto de superficies
sobre as quais as modulagoes se encontram. Temos quatro casos a serem analisados. A
andlises serd realizada dividida em quatro partes.

F.1 Mergulhos Minimos Maximais Orientaveis

Suponhamos que os grafo G (p, q) e H (r, s) possuem mergulhos minimos maximais idén-
ticos orientdveis e que estes ocorrem em superficies orientdveis de géneros v e A, respecti-
vamente. Pelo Teorema 2.4.8 os mergulhos maximais orientdveis possuem 2 ou 1 regioes.
Assumiremos que o mergulho méximo nao-orientavel possui uma regiao. Se p é o nimero de
regices dos mergulho minimo, pelo Teorema 2.4.2, G possui mergulhos orientdveis em toda
superficie de género k, tal que

Y<Ek < Ypax € A< Fk < Apax-

Observamos que no mergulho minimo de um grafo o valor de 1 é maximo, por isso, o nimero
de regices dos mergulhos minimos orientdveis e nao-orientéaveis serao indicados as vezes por
H’max € ﬁmax‘

Para efeito de simplificagao, o mergulho de um grafo G, G — Q) = UleRin serd indicado
na forma compacta ¥, pois o parametro k é decisivo na questao de identificacdo do alfabeto
e do nimero de superficies de mergulhos de G.

Recordemos, que pela a notagao introduzida da Secao 4.1 para os conjuntos das super-
ficies para mergulhos de um grafo, o sonjuntos dos mergulhos de é dedo pela uniao dos
mergulhos orientdveis e ndo-orientaveis, isto é, Mg = M (G) UM (G), onde

YTH (y+ 1) TH 2 e (y+8) T2 (y “T) 2 se u é par
NTH, (y+ 1) TH2 o (y+ 1) TH2E . (y “%) , se p fmpar
1

MG = { 2P 2y+1) p e 2y ) TH - (24 p-
- (27+1>PH717(27+2)P“7277(2’7—’_:“’_1)

M(G) = { (A6.1a)

l)P € Umax=HMmax (A61b)
»8€ Hmax < max-



190 Anélises de Mergulhos Minimos Maximais de Grafos

Dos conjuntos de mergulhos relacionados em (A6.1a) e (A6.1b) podemos tirar conclusoes
sobre os alfabetos e as superficies de G.

F.1.1 Conjunto dos alfabetos

Dos conjuntos relacionados em (A6.1a) e (A6.1d), resulta que os alfabetos sobre super-
ficies orientdveis e nao-orientaveis de G sao dados pelos conjuntos
N A2y 2y, Ly, Dy, -+ L, Ly, Lo}, se pu € par
{Zua Z,qu; Z#,4, Zuf(ia U 7Z77 ZE}; ZS} , S€ [ ¢ fmpar

K(G) = {Z“’ Zl‘*b ZH*% ZH*Q’H oo L, L, Z2} ; 8€ fhmin = Hinin
{Zu—h Z/,L—27 Z;L—?n e 7Z57 Z47 Z?n ZQ} y S€ Lpin < ﬂmim

A(Q)

)

(A6.2)

e, portanto, pelas igualdades (A6.2), o alfabeto das modulagdes de G nao dependem das
condigoes particulares dos mergulhos das superficies orientdveis e nao-orientdveis, no caso
em que My, /max de G € orientdvel. Observe, em (A6.2), que somente ha diferenga nos
alfabetos nao-orientdveis, o caso (i, < f;, difere do caso pi,;, = o, Somente do elemento
Z,,. Veja que o alfabeto de G ¢ dado por

AG = {Z,u,a Z/,th Z,uf% Z,LL*?)? e 7Z47 Z37 ZZ} . (A63)

De modo analogo ao caso de G acima, concluimos que os conjuntos dos meruglhos orien-
taveis e ndo-orientdveis sdo dados por My = M (H) UM (H) , onde

. NTH (A4 1)TH2 o (AN t) T2 (N + quz)TQ’ se 1 & par
M(H) = { ANTE, (N4 1) TH2 e (A t) T2 (A + MT—z)Tl’ se 1 fmpar (A6.4a)
M = 2)\P“’ (2,7_‘_1)]9#71, T (2)‘+t) Tﬂ7t> T 7(2)\+H-1)P17 S€ Mmax=Hmax
M(H) = { 2\ + 1) PEL (20 +2) PF2 oo (20 + p— 1) P, s fin < Thoa- (A6.4b)

Como o alfabeto de H nao depende de A, sé depende de u, entao, os alfabetos sobre
superficies orientdveis e nao-orientaveis de H sao dados pelos conjuntos

A (H) — {Z,Lu Z,uf% Z’,LL*47 Z,u*fia T 7Z67 Z47 Z’Q} , S€ U é par
{Z,LM Z#—Qu Zu—4) Z,u—ﬁa e 7Z77 Z57 Z3} y S€ [ ¢ fmpar

K(H) = {Zlm Zu—la Zu—27 Zu—?n e ,Z4, Z3a ZQ} y S€ Umax = ﬁmax
{Zu—la Zu—Za Zu—3> e aZEn Z47 Z37 ZQ} y S€ Hpax < ﬁma)m

Consequentemente, os conjunto de alfabetos de H é dado por

AH = {ZM’ ZM—17ZM—27 Zu—37 e 7Z47 Z’37Z2} .

(A6.5)

e portanto ocorre a igualdade Ag = Ay. Uma vez que cada Sendo assim, podemos concluir
ainda que o nimero de elementos do conjunto de alfabetos de grafos G e H é dado por

Agul=p—2=1

Observe que os alfabetos sobre superficies nao-orientdveis de G e H podem diferir do
elemento Z, quando as condigoes de maximalidade (i, = oy € Mmax < Hmax NAO SAO
tomadas as mesmas para os meruglhos nao-orientdveis de G' e H: o conjunto A (G) possui a
mais o alfabeto Z,, quando fi,.. = Hax-
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F.1.2 Conjuntos das Superficies

Pelas relagoes de mergulhos dos grafos G e H em (A6.1a),(A6.1b),(A6.4a) e (A6.4b)
os conjuntos das superficies para mergulhos de Ge H podem até nao terem elementos em
comum, mas o nimero de elementos podem sem iguais desde que G' e H possuam mergulhos
minimos maximais idénticos e os mergulhos minimos nao-orientaveis de G e H estejam nas
mesmas condigoes. Quando nao estao nas mesmas condicoes a diferenca é somente de uma

superficie nao-orientdvel. Sao estas afirmagoes que iremos verificar a seguir.
Dos conjuntos (A6.1a), (46.1b), (A6.4a) e (A6.4D) , os conjuntos de superficies de G ¢ tal
que S¢ =S (G) US(G), onde

YT, (y+ 1) T, (v42) T, - (v + ) T+, (v + 557)T, p é impar

S(G) — { 27P7 (27+1) P77(27+t) P77(2’7+M_ 1)P7 S€ Umin :Emin (A66b)

(A6.6a)

(27+1)P)(2’7+2)P5 7(27+:U’* 1)P,S€ Hmin <ﬂmin‘
De modo anélogo, deduzimos que os mergulhos de H sao dados por

AN, A+ 0T, (AN +2)T,--- ,(A+t)T--- ,()\+“T_2)T, se p é par

H) = A6.
S(H) {AT,(A+1)T,(>\+2)T,---,(A+t)T---,()\—|—“;1)T, s 6 impar 0T
< _ 2)\P7(2>‘+1)P77(2>‘+t)P7a(2)‘+/L_1)Pa S€ fmin = Hmin

S(H) B { (2)‘+1) P? (2)\+2) P? 7(2>‘+u_1)P7 5€ fpin < Hmin- (A67b)

Dos conjuntos (A6.6a) , (A6.6b) , (A6.7a) e (A6.7b) concluimos que os conjuntos de super-
ficies orientdveis de G e H apresentam intersecoes entre seus elementos quando satisfazem
as condigoes do seguinte

Teorema F.1.1 Sejam G e H grafos com mergulhos minimos maximais idénticos em su-
perficies orientdveis de géneros v e A respectivamente. Entao,

A= < B2, sey e\ sio pares
A—7vE€ [—L,H], sey é par e \ é impar
2w 1], sey é impar e A é par

< “2;%, sey e\ siao impares.

[ary

S(G)NS(H) # 2 < (A6.8)

w|

Demonstracao. Sao quatro casos a serem analisados. Se v e \ sao pares entao, pelos
conjuntos orientaveis em (A6.1a), (A6.1b), (A6.4a) e (A6.4D) , temos que:

w—2 nw—2 —2 w—2
A — > A< — ey —— <AL —_
+ 5 Z YeALS Y+ 5 Y 5 = <7+ 5
-2 w—2 w—2
S <A< VY sy < —.
5 SATYS A=<=
Se v é par e \ é fmpar, temos que
-1 -2 -1 -2
M 2 redsaH i ey Sasy e

-1 =2 p—1 p—2
& <A< T A- —_—— ).
9 =T T=Ty 76( 2 ' 9 )
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Se v é impar e A é par, temos que

Ww—2 w—1 -2 w—1
Ad— > A< — e y——<2< —_—
+ 5 > veA<~vy+ 5 Y 5 = <7+ 5

w—2 w—1 w—2 pu—1
& ——— <A< — s\ — —— .
2 =T 7="7 76( 2 2

Se v e A\ sao impares, temos que

n—1 n—1 —1 n—1
- > < - — <K < -
A+ 5 > veAd<~vy+ 2 S 5 <A< vy+ 2
—1 pw—1 pw—1

S —— <A< — S A - < —.

5 SA-TS A==

Isto encerra a demonstracao das relagoes de intersecao (A6.8) . [ ]

Na demonstracao do Teorema F.1.1 levamos em consideragao somente o género das super-
ficies orientdveis. A variagao de géneros das superficies nao-orientdveis devem ser analisadas
com outros parametros. Antes de mostrarmos este caso, vejamos as condi¢bes em que a
intersecao de S (G) e S (H) é o conjunto vazio.

Corolario F.1.2 Sejam G e H grafos com mergulhos minimos maximais idénticos em su-
perficies orientdveis de géneros v e \ respectivamente. Fntao,
A= > 2, sey e sio pares
A—v¢ [—;1,;2}, sey é par e \ é impar
A—7v¢ [—“72,“71}, sey é impar e \ é par
—, Se 7y e\ sao impares.

S(G)NS(H) =2 <

Demonstracgao. Segue diretamente dos casos contrarios do Teorema F.1.1. [ ]

Teorema F.1.3 Sejam G e H grafos com mergulhos minimos maximais idénticos em su-
perficies nao-orientdveis de géneros v e \ respectivamente. Entao,

SGNSH) £ A7 <p-1

S(EGNSH)=2< [A-7|>p—1. (46.9)

Demonstragao. Como os mergulhos minimos nao-orientdveis possuem sempre j regioes
e terminam sempre com uma regiao, sé ha um caso a considerar:

Ap—1 > Ferd<y+pu—ley—(n—-1)<A<F+p—1
& —(p-1)<A-F<p-1&N-9<p-1

Caso contrério, se |\ — | > u—1, entdo m (G)NS (H) = &, o que encerra a demonstragio
das relagoes de intersegdes das superficies nao-orientaveis em (A6.9). |

Basicamente o conjunto de alfabetos foram analisados no caso em que os mergulhos mini-
mos maximais de G e H sao orientdveis. E nos demais casos, ocorrem a igualdade Ag = Ag?
Isto pode ser verificado do modo andlogo & Subsecao F.1.1, mas a repeticao dos conjuntos se-
ria enfadonha. Como a mudanca de condigoes implicam em pequenas variagoes nos conjuntos
relages de mergulhos dos grafos G e H em (A6.1a), (A6.1b) , (A6.4a) e (A6.4b) , analisemos
estes variagoes para constata a validade da igualdade Ag = Ay.
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Teorema F.1.4 Sejam G e H grafos com mergulhos minimos maximais idénticos em su-
perficies orientdveis de géneros v e \ respectivamente. Entdo os alfabetos das modulagoes
associados as modulagoes QAMS s de G e H sdo iguais.

Demonstracao. No caso em que os mergulhos minimos maximais de G' e H sao ambos
orientdveis foi mostrado, na Subsecao F.1.1, que vale a igualdade Ay = Apy. Faltam analisa
os trés casos seguintes:

1) Suponha que Myin /max (G) € orientével, My /max (H) é nao-orientdvel, ocorrem em su-
perficies de géneros v e ), e possuem o mesmo nuimero i de regioes. Este caso sé é possivel
se os mergulhos minimos maximais de G e H sao das formas

G —yT" e H— AP"e X =2y.

Entao os alfabetos de G e H sé depende dos alfabetos sobre superficies nao-orientaveis gP.
Nestas condigoes os alfabetos de G sao

2y, 22,2y 4,6, -+, L6, L, Lo}, € 1 & Par

{Zuu Zu—% Z,u,—47 Z/.L—G? o 7Z77 Z5) Z3} ; S€ [ € fmpar
(G) — {Zlm Zu—h Zu—Qa Z,u—?n e 7Z47 ZS7 Z2} y S€ fmax = ﬂmax
{Zu—la Zu—2> Zu—?n U 7257 Z4a Z?n Z2} 3 S€ fhpayx < ﬁmax'

A(G):{

2>

Resulta, entao, que o alfabeto de modulagoes QAMS’s de merguhos de G é dado por
AG = {Z,ua Z,LL*l? Z,uf27 Z/—L*?)J T 7Z47 Z37 ZZ} . (AGIO)

Nas mesmas condictes, os alfabetos de H dependem de duas condicoes: se A = 27, entdo:

>

(H) — {Z,ua Zu727 ZH,4, Zu767 T 7Z67 Z47 ZZ} , S€ U é par
o {Z#,Zu,Q,Z“,4,ZH,6,' . ,Z7,Z5,Zg}, se u é impar (A611)
A (H) = {Zlm Zu—b Zu—27 Z,u—?n e 7Z47 Z37 ZQ} y S€ hpax = ﬁmax
e se A = 2v — 1, os alfabetos de H sao dados por:
A (H) _ {Z,ufla Zuf?n Zuft’); Zufﬁ e 7Z67 Z4> ZZ} , S€ U é fmpal"
o {Z,u,fla Z,u,737 Z,uf'f)a Z,u,7677 e 7Z77 Z57 Z3} , S€e U é par (A612)
A (H) = {Z/u Z,u—l» Zu—% Z,u—?n e 7Z57 Z47 Zg, ZQ} y S€ Umax < Emax'
De (A6.10) , deduzimos que o alfabeto de H ¢ dado por
AH = {Z;u Z,u727 Zuf47 Zuf(i? U 7267 Z47 Z?} .
Logo, por (A6.10), Ag = Ap. Por outro lado, segue de (A46.12) que
AH = {Zua Z,ufb Zu727 Z,u737 T Z47 Z37 ZZ}

e novamente ocorre a igualdade Ag = Apy. Portanto, os alfabetos de G e H sao iguais, se
Minin / max (G) € orientédvel € My /max (H) € ndo-orientével.
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2) Se Min /max (G) € nao-orientavel € Myin /max (H) é orientédvel, entdo os mergulhos de
G dependem de duas condicoes: se 7 = 2, entao os alfabetos de G sao como em (A6.11),
e se ¥ = 2y — 1, os alfabetos de G sdo como em (A6.12). Por outro lado, os alfabetos de
H s@o os mesmo de (A6.11) . Em todos os casos, foi comprovado que ocorrem a igualdade
Aq = Ay.
3) Se Mmmin /max (G) € Min jmax (H) sdo nao-orientdveis, os conjuntos de alfabetos de G e
H dependem somente dos alfabetos sobre superficies nao-orientdveis, como os mergulhos
minimos maximais nao-orientdveis de G e H possuem p regioes Ag e Ay sdo como em
(A6.10), portanto, Ag = Ay. [

F.2 Comentarios Complementares

Das questoes abordadas neste apéndice, muitas conclusoes de interesse para o projetista
de um sistema de transmissao de dados foram determinadas. As conclusoes mais importantes
serao apresentadas a seguir.

Em relagéo aos alfabetos, ndo ha como projetar modulagoes QAMS’s sobre superficies
com alfabetos diferentes. Escolhido um grafo, o nimero de elementos do alfabeto de cada
superficie é constante. Tanto é possivel determinar o conjunto dos alfabetos de um grafo
como determinar o seu niimero de elementos.

Quanto as superficies, as modulacoes apresentam desempenhos diferentes quando sao
projetadas em superficies distintas. Entao quanto maior for o niimero de superficies envolvi-
das no processo, maior ¢ o nimero de opgoes de projetos de modulacoes de desempenhos
diferentes. Devemos ter em mente que escolhido o grafo, sempre é possivel identificar o
conjunto de superficies, quantizar o nimero de elementos e determinar a intersecao entre os
conjuntos das superficies de dois grafos.

Concuimos ainda que grafos diferentes podem possuir conjuntos de superficies com o
mesmo nimero de elementos. Tais conjuntos podem apresentar intersegoes ou nao. Numa
andlises de desempenhos de modulagoes vindas de mergulos de grafos diferentes, informacaes
sobre alfabetos, superficies e tipos de particoes sao fundamentais para serem usadas na andlise
de desempenhos das modulagoes.



APENDICE G

Demonstracao do Teorema 6.8.5

Para efeito de simplificacao da notacao serao utilizadas as seguintes notacgoes: o mer-
gulho minimo maximal orientdvel orientdvel (ndo-orientdvel) do grafo G, My, /max <
YT (Mmin / max — TP), as vezes serd indicado por Gy, max = 17 (Gm /max = PW); escrevemos,
por exemplo, H,,/max = T" A P?" para indicar que o mergulho minimo maximal de H sobre
a superficie 17T ou sobre a superficie 2nP; a notacao Agy = {Au, A, g, KH, K”,l} indica que
ambos os alfabetos maximais de G e H sao iguais.

Teorema G.0.1 Se G e H possuem mergulhos minimos maximais idénticos de p regioes,
entao os alfabetos mazrimais de G e H satisfazem as relagoes:

— - Go/max =T € Hyy o = T A P21 A
AG‘,AH = {AM,Aufl,Au,Aufl}, 86{ Gm;mzx = P2,Y e Hn{b/;&x = 77T77 A P2” (A7a)
B — Grmax = P27 € Hy oy = P21 A P2IELA
AG7AH = {Au—lfA,u-27A/MAu—l} 7‘96{ Gm;max = P2’y+1 e Hfr{/max = P27]—l A P277+1 (A7b)
AG - {AIMA,U 17 M 1} Gm/max =T1"7e¢ Hm/max = P277_1 A P277+1 A (A 7C)
AI‘I - {AN 1) n—= 27AM’ H— 1} GM/maX = PQ’Y e Hm/max = P277_1 A P277+1 ‘
— 2n—1 — n 2n
Ag = {AM’AM 1, A M 1} se Cﬂn/ma‘x:P2 " e H, /maX:T /\P2 A (A.7d)
AH = {A,u, 17 nw— 27A,ua pn— 1} Gm/max P e Hm/max =T" NP

Demonstragao. Consideraremos a notagao da Observacao 6.8.4. Se os mergulhos min-
imos maximais de G e H tém p regioes, entao hd 16 casos a serem analisados:
1) Se Muin /max (G) = YT, Mumin /max (H) — 1T, entdo os mergulhos de G e H sao dados
por

M (G) = {yT*2yPF, (2y + 1) PP 1 (v + 1) TH 2, (2y+2) PF2, (2y+3) P73, .. }
~1 -2 -2 -3 (A7.1)
M (H)={nT"2nP", (2n+ 1) PF=1 (n+ 1) TF2, (2n+2) P*=2, (2n+3) PF3,.. . }.

No caso em que uma das superficies minimas tem género 0, por exemplo, se v ou u é zero,
entao o conjunto das superficies é dado por

{Sr, prt TH2 2PRT 3R 2T 4PR (AT7.2)
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Pela Observacao 6.8.2, o alfabeto ¢ maximal nas modulagoes sobre mergulhos minimos das
classes de superficies de mergulhos do grafo, consequentemente, o nimero de elementos
do alfabeto maximal s6 depende do nimero de regioes do mergulho minimo da classe de
superficies. Portanto, segue dos conjuntos em (A7.1) e (A7.2) que os alfabetos maximais das
classes de superficies de G e H sao dados por

{ALA 1 ALA, L} =AG)=A(H). (A7.3a)

Pela notagao da Observacao 6.8.4, o conjunto ordenado {Au,Au_l,KWK“_l} resulta nas
seguintes iguadades

Sg=8y=Sg=Sg=pecg=cy=C¢g==c¢y=p—1. (A7.3b)

2) Se Min /max (G) = 7T € Min /max (H) < 21T, entao os conjuntos de mergulhos de G e
H sao os mesmos de (A7.1); logo, ocorrem as mesmas igualdades de (A7.3a) e (A7.3b) .

3) Se Min /max (G) = YT € Myin jmax (H) — (27 — 1) P, entao os conjuntos de mergulhos
de G e H sao dados por

M (G)={yTH2yPH, (2y+ 1) PP 1 (y+ 1) TF 2, (2y + 2) PF2,(2y + 3) PF 3, .- }
M (H)={(2n— 1) Pr Tt 2nPr=1 (2n+1) PF=2 (n+ 1) TF 3, (2n+2) PH3,. .- }.

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
AG)={An A1, AL A 1} e AH)={A,1,A, 5, AL A, 1}, (AT7.4a)
logo, valem as seguintes relagoes de igualdades entre os alfabetos maximais de G e H
S¢a=Sg=Sg=W, cgq=Ccc=Sg=cg=u—1¢€ cg=pu—2. (A7.4b)

4) Se Min max (G) = YT € Mpin jmax (H) — (27 + 1) P, entao os conjuntos de mergulhos
de G e H sao dados por

M (G) = {yT+2yP", (2y + 1) PP L (v + 1) TH 2, (27 + 2) PF2, (27 + 3) PF3,. .. }
M(H)={(2n+1)P*,(n+ 1) T+, (2n+2) P*=1 (2n+3) P2, (n+2) T+ 3, }.

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
AG)={AnA 1, AL A 1} e AH)={A, 1, A, 5, A A, 1}, (AT7.5a)
e, portanto, valem as seguintes relacoes de igualdades entre os alfabetos maximais de G e H
S¢a=8g=Sy=W, cc=C¢c=Sg=cg=p—1 e cg=p—2. (A7.5Db)

5) Se Min /max (G) = 27P € Muyin /max (H) < T, entdo os conjuntos de mergulhos de G e
H sao dados por

M (G) = {yT"2yPF, (2y + 1) PP (v + 1) TH 2 (2y + 2) PH2 (2y + 3) P73, }
M (H) = {nT+2nP", (2n+ 1) P*=1 (n+1)TF 2, (2n+2) P2, (2n+ 3) P+ 3. }.
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Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
{Au, Au,l,K“,KH,I} =A(G)=A(H), (A7.6a)
logo, valem as seguintes relagoes de igualdades entre os alfabetos maximais de G e H
Sg=Sg=Sg=Sg=pecg=cyg=c¢qg=cyg=pu—1. (A7.6b)

6) Se Mmin /max (G) = 2P € Myin /max (H) < 2nP, entao os conjuntos de mergulhos de G
e H sao dados por

M (G) = {yTH2yP", (2y + 1) P*= 1 (y + 1) TH 2, (27 4+ 2) PF2,(2y + 3) PH3, - }
M (H) = {nTM7277Pﬂ7 (277 + 1) Pu_la (77 + 1) T'u_27 (277 + 2) PM_Q’ (277 + 3) PM—3’ T } .

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
{Au, Au,l,KM,KM,I} =A(G)=A(H), (A7.7a)
assim, valem as seguintes relagoes de igualdades entre os alfabetos maximais de G e H
S¢g=8Sy=Sg=Sg=pecg=cy=7c¢g=7c¢y=p— 1. (A7.7b)

7) Se Min /max (G) — 27P € Muin jmax (H) — (2 — 1) P, entao os conjuntos de mergulhos
de G e H sao dados por

M(G) = {~T#2yP*, (2y + 1) P*74, (v + 1) TH72, (27 + 2) PH72, (29 + 3) P72, -
M (H)={(2n—1) PraTr 1 omPr=t 20+ 1) PR2, (n+ 1) TH2, (20 + 2) PP3, -

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
A(G) = {AM,AWl,K“,Kﬂ,l} e A(H) = {Au,l,Au,g,Kﬂ,Xu,l}, (A7.8a)
de onde
SG=S8¢=Sg=W, cg=Cg=Sg=cg=pu—1¢e cy=p—2. (A7.8b)

8) Se Mmin /max (G) = 27P € Muyin /max (H) < (274 1) P, entdo os conjuntos de mergulhos
de G' e H sao dados por

M (G) = {yT+2yPH, (2y + 1) PP 1 (v + 1) TH 2, (2y + 2) P2, (2y + 3) PF3,. .- }
M(H)={(2n+1)P*,(n+1)Tr 1, (2n+2) P+t (2n+3) PF2,(n+2) T+ 3. }.

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
A (G) = {AM’ Aﬂ_l’gﬂ’ K,u,—l} € A (H) = {Aﬂ—b AM_Q’ Kﬂ’ K,u—l} 5 (A79a)
portanto, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por

SGIEGIEH:M, CG:EG:SH:EH:/JJ—:[ ecH:,u—2. (A79b)
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9) Se Min /max (G) = (27 — 1) P € My /max (H) — 17T, entao os conjuntos de mergulhos
de G e H sao dados por

M (G) = {(27 - 1) PN77TM—1,27PM—1’ (2’}/ + 1) PM—Q’ (’7 + 1) T'u_37 (27 + 2) PN—37 T }
M (H) = {nT+2nP*, (2n+ 1) P*1 (n+1)TH 2, (2n+2) P2, (2n+3) P*3,... }.

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
AG)={Au1,A, 2, A, A, 1} e AH)={A, A1, AL A, 1}, (A7.10a)

logo, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
Sa=Sy =Sy =W, Sac=Cc=cg=cy=pu—1 e cg=pu—2. (A7.10Db)

10) Se Mmin max (G) = (27 — 1) P € Muin /max (H) — 2nP, entao os conjuntos de mergulhos
de G' e H sao dados por

M(G)={(2y = 1) PP yTr 1 29yPr= 1 (27 + 1) P2 (y 4+ 1) TH 3 (2y +2) P83}
M (H)={nT+2nP", (2n+ 1) PF1 (n+1)TF 2, (2n+2) P*~2, (2n+ 3) P2, }.

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
AG)={Au1,A, 2, A, A, 1} e AH)={A, A1, ALA, 1}, (A7.11a)
consequentemente, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
Sa=Sy =8y =W, Sc=cc=cg=cyg=pu—1 e cg=pu—2. (A7.11Db)

11) Se Muin /max (G) = (27 —1) P € Muyin/max (H) — (27 — 1) P, entdo os conjuntos de
mergulhos de G e H sao dados por

M (G)={(2y = 1) PFyTH 29 Pr=Y (29 + 1) PP, (v + 1) T3, (29 +2) PF73,- -
M (H) = {(277 - 1) P“ﬂ?T‘hlaQUPlhly (277 + 1) P,u,727 (77 + 1) Tﬂig: (277 + 2) P,u,737 T } .

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
AG)=AH)={A1,Au2,A, A, 1}, (A7.12a)
deste modo, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
Sa=Sy=W, Sc=Sg=Cg=C¢yu=p—1 e cg=cyg=pu—2. (AT7.12Db)

12) Se Muyin /max (G) — (27 — 1) P € Mpin /max (H) — (27 + 1) P, entao os conjuntos de
mergulhos de G' e H sao dados por

M(G)={(2y = 1) PP yTr L 2y Pr=1 (27 + 1) PF2 (y 4+ 1) TH 3 (2y + 2) P73}
M(H)={(2n+1)P*,(n+ 1) T+, (2n+2) P+ 1 (2n+3) P2, (n+2) T+ 3, }.
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Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
AG)=A(H)={Au1,M2,A,, A, 1} (A7.13a)
portanto, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
Sa=Sg=W, S¢c=Sg=Cc=C¢yg=p—1 e cg=cg=pu—2. (A7.13b)

13) Se Mmin /max (G) = (27 4+ 1) P € Myin max (H) — 07T, entao os conjuntos de mergulhos
de G e H sao dados por

M(G)={(2y+1) P, (y+ 1) TF", (2y +2) P71 (2y +3) P72, (v +2) TH3, - }
M(H) = {nTM7277Pﬂ7 (277 + 1) Pﬂ—l’ (77 + 1) T'u_27 (277 + 2) PM_Q’ (277 + 3) PM—3’ T } .

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
AG) = {Ap 1Ay BBt} e AH) = {AnA, 1B, K, ) (A7.14)
assim, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
Sa=Sg=8Sg =W, Sac=Ccc=cg=cg=pu—1 e cg=pu—2. (A7.14b)

14) Se Miin /max (G) — (27 + 1) P € My jmax (H) — 2nP, entao os conjuntos de mergulhos
de G e H sao dados por

M(G)={@2y+1) P* (y + )T, (2y +2) PF1 (27 +3) PF 2, (y +2) TH 3, }
M (H) = {nT#2nP", (2n+ 1) P*~1 (n+ 1) TF 2 (2n +2) P¥2,(2n+3) P35, }.

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
A(G) = {Au,l,AM,g,KN,KM,l} e A(H) = {AM,AM,l,KM,KWl} (A7.15a)
portanto, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
Sa=Sy =8y =W, Sac=Ccc=cyg=cyp=pu—1 e cyg=pu—2. (AT7.15Db)

15) Se Min /max (G) = (27 + 1) P e Muyin/max (H) — (2 — 1) P, entdo os conjuntos de
mergulhos de G e H sao dados por

M(G)={(2y+1) P*, (v + 1) T+, (2y +2) P*71 (29 +3) PH72, (v +2) TH 3, -+ }
M(H) = {(277 - 1) PﬂunTﬂ_1727]P#_17 (277 + 1) P#_27 (77 + 1) T#_Ba (27} + 2) Pﬂ_37 T } .

Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
A(G) = A(H) = {Au—laAu—%KuaKu—l} (A716a)
sendo assim, os conjuntos dos alfabetos maximais de G' e H sao dados por

SGg =SHg = W, stsH:EG:EH:,u—lecG:cH:,u—Z. (A716b)
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16) Se Muin /max (G) — (27 +1) P € Myin/max (H) — (27 + 1) P, entao os conjuntos de
mergulhos de G' e H sao dados por
M(G)={(2y + 1) P*, (v + ) TH 1 (2y +2) PH1, (29 +3) PR3 (y +2) TH2, -
M (H)={(2n+1) P", (n+ 1) TH", (20 +2) P*=1, (20 +3) PH2, (n +2) TH3, -}
Dai, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
A(G)=A(H)= {A#,l,Au,g,K“,Ku,l} (A7.17a)
portanto, os conjuntos dos alfabetos maximais de G e H sao dados por
Sg=Sy =W, sSaq=sg=¢cg=c¢cg=p—1¢e cg=cyg=p—2. (A7.17b)

A demonstracao do teorema resulta das seguintes consequéncias: as igualdades em (A.7a)
segume de (A7.3a), item 2), (A7.6a) e (A7.7a); as igualdades em (A.7b) seguem dos con-
juntos definidos nas igualdades (A7.12a), (A7.13a),(A7.16a) e (A7.17a); as iguladades em
(A.7c) seguem de (A7.4a), (A7.5a), (A7.8a) e (A7.9a) e; as igualdades em em (A.7d) seguem
de (A7.10a) , (A7.11a), (A7.14a) e (A7.15a) . m

Concluimos ainda da demonstracao acima do Teorema 6.8.5 que, dependendo do tipo de
superficie minima, ocorrem determinados tipos de igualdades entre os alfabetos das familias
de grafos com mergulhos minimos maximais idénticos e estas igualdades, tanto podem ocorrer
entre familias do mesmo grafo, quanto entre familias de grafos diferentes.

Coroldrio G.0.2 Se G e H possuem mergulhos minimos maximais idénticos de | regioes,
entao os alfabetos maximais das famdlias de superficies de G e H satisfazem as relagdes de
tqualdades:
(CL) Se G(m/max =T e Hm/max =T"NA P277’ ou Gm/max =P e Hm/max = 77T7] A P27]7
entao
SGg=Sg=Sc=Sg=Wecg=cCyg=Cg==Chg=pn—1
(b) Se Gm/max = p»! € Hm/max = p¥t A P277+1’ ou Gm/max = p»tl € Hm/max =
P2=t A P21HL 0 entdo
Sqg=8g =W, Sg=Sg=Cc=cg=p—1 e cag =cyg=pu—2

(C) Se CTYm/max =T e Hm/max = P# i A P277+1’ ou Gm/max =P¥ e Hm/max = P21t A
P2+l entao

Sq=8g =W cg=Cc=8Sg=¢cg=u—1 e cg=pu—2;

(d) Se Gpjmax = PP € Hypjmax = T A P?, 0u Gyjmmax = PP € Hypyjmax = T A P21,
entao

»
Q
|

EGZSHZEH:,U,, SG:EG:CH:EH:/L—l (& CH:/L—Z.

Pela demonstragao do Teorema 6.8.5, vemos que as relacoes de igualdades seguem das
seguintes condigdes: (a) segue de (A7.3b), item 2), (A7.6b) e (A7.7D); (b) segue das relagdes
de igualdades em (A7.12b), (A7.13b),(A7.16b) e (A7.17b); (c) segue das relagoes de igual-
dades em (A7.4b),(A7.5b),(A7.8b) e (A7.9b) e; (d) segue das relagoes de igualdades em
(A7.9b), (A7.10b), (A7.14b) e (AT.15b) .
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