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RESUMO

Os problemas de corte de materiais sdo recorrentes no cotidiano da industria, sendo
encontrados nas mais diferentes formas. O problema de corte bidimensional guilhotinado
é uma dessas formas. Ele surge pelas restri¢des da ferramenta de corte, tipicamente
a guilhotina. Este trabalho apresenta trés abordagens para solucionar o problema
em questdo: uma abordagem matemadtica, uma abordagem exata computacional e
uma abordagem heuristica. A abordagem matematica consiste em um modelo de
programacdo linear baseado em listas de itens e montagem do arranjo de corte partindo
dos itens, unindo-os dois a dois, tentando maximizar o ntimero de unides sem ultrapassar
as dimensdes da placa. A abordagem exata computacional tratd-se de um algoritmo
Branch-and-Bound modificado para permitir que estados mais promissores possam ser
analisados antes, comportando-se como um algoritmo de busca em profundidade com
uma pequena etapa em largura, na qual ordena os filhos na arvore de decisdo pelo
desperdicio gerado. Por fim, a abordagem heuristica é composta das metaheuristicas
GRASDP, Busca Tabu, Algoritmo Genético, BRKGA e Religagdo de Caminhos combinados
com uma heuristica de montagem baseada nos algoritmos propostos por Nascimento,
Longo e Aloise (1999). Essas metaheuristicas foram combinadas em um time assincrono
para alcancar melhores resultados que os jd encontrados na literatura. Além de melhorar
os resultados conhecidos, a pesquisa também tinha como objetivo apresentar um
modelo vidvel, em nimero de variaveis, e resultados 6timos para instancias comumente
utilizadas para o problema supracitado e novas op¢des de obté-los em instancias que
venham a surgir no futuro. Testes mostraram a competividade dos algoritmos propostos
frente aos melhores resultados encontrados, reduzindo inclusive o niimero total de
placas, bem como a capacidade dos métodos exatos propostos de encontrar as solucdes
6timas para as instancias testadas. Cerca de de 25% dos resultados 6timos foram
encontrados, passando esse nimero para 75%, quando considerados os resultados dos

algoritmos metaheuristicos que atingiram o limite inferior das instancias.

Palavras-chave: Corte bidimensional guilhotinado, Programacgéao linear, Branch and
Bound, Metaheuristica, Time assincrono (A-Team).



ABSTRACT

The problems of cutting materials are recurrent daily in the industry, being found in the
most different forms. The problem of guillotined two-dimensional cutting is one of these
forms. It arises from the constraints of a cutting tool, typically a guillotine. The present
work prepares three approaches to solve this issue: a mathematical approach, an exact
computational approach and a heuristic approach. The mathematical approach consists
of a linear programming model based on lists of items and on an assembly of the cut
arrangement starting from the items, joining them two by two, trying to maximize the
number of joints without exceeding the dimensions of plate. The exact computational
approach is a modified Branch-and-Bound algorithm to allow for more promising states
to be analyzed first, behaving as a breadth-first search algorithm in which orders the
children in the decision tree for the waste generated. Finally, the heuristic approach
is composed of the metaheuristics GRASP, Tabu Search, Genetic Algorithm, BRKGA
and Path Restoration combined with an assembly heuristic based on the algorithms
proposed by Nascimento, Longo e Aloise (1999). These metaheuristics were combined in
an asynchronous team to achieve better results than those already found in the literature.
In addition, to improving the known results, the research also aimed at presenting a
viable model, in number of variables, and optimal results for commonly used instances
for the above problem and new options to obtain them in instances that arise in the
future. Tests showed the competitiveness of the proposed algorithms against the best
results found, reducing even the total number of plates, as well as the capacity of the
exact methods proposed to find the optimal solutions for the tested instances. About 25
% of the optimal results were found , passing that number to 75 %, when considering
the results of the metaheuristic algorithms that reached the lower limit of the instances.

Key-words: Two-dimensional guillotined cutting, Linear Programming, Branch and
Bound, Metaheuristics, Asynchronous team (A-Team)
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1 INTRODUCAO

Existem muitas demandas na industria que remetem a tornar mais eficiente o
consumo de recursos para manufatura de bens. Podemos citar, por exemplo, o corte de
pecas de madeira para confec¢do de utensilios como cadeiras ou mesas. Elas tornam-se
relevantes a medida em que as sobras ndo podem ser reaproveitadas ou que requererem
um custo maior para tal. Assim, o mal aproveitamento dos insumos acarretaria em um
custo maior da produgao.

A questdo de como melhor utilizar a matéria-prima pode ser enquadrada como
um problema de otimizacdo. Esses problemas visam escolher a “melhor” configuragao
ou conjunto de pardmetros para atingir algum objetivo (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ,
1998). Para solucioné-los existem intiimeros estudos de diferentes dreas focados em
investigar e aplicar diversas técnicas e métodos de resolugdo como: programagéo linear,
programacao dindmica, Branch-and-Bound, heuristicas e metaheuristica (GOMES, 2011).

Essa variedade de métodos se deve a um bom motivo: tempo de resposta e
qualidade da solugdo gerada. Os métodos exatos (programagao linear, programacado
dinamica, branch and bound por exemplo) possuem altos tempos de respostas, depen-
dendo da aplicagdo. Quando tratamos com instancias pequenas, esses métodos sdo
vidveis. Porém, a medida que seu tamanho cresce, seu tempo de resolugcdo aumenta
exponencialmente. O que torna invidvel a utilizacdo desses métodos em exemplares
de grande porte. Nesses casos, o indicado é a escolha de um método heuristico (ou
metaheuristico), que ndo garante a otimalidade da solugao, mas retorna uma solugao
préxima do 6timo, em um tempo bem menor.

Um grupo desses problemas de otimiza¢do encontrados com frequéncia na
industria sdo os problemas de corte e empacotamento (bin-packing problem). Neles, um
dado conjunto L de itens retnagulares devem ser empacotados em identicos contéineres
retangulares. Chung, Garey e Johnson (1982) mostraram que apesar da simplicidade,
esses problemas se caracterizam como NP-dificil.

Os problemas de corte possuem um particular interesse, visto que um grande
namero de processos de confec¢des de bens requerem o corte de um conjunto de
pequenos objetos (ou itens, ou pegas) a partir de uma limitada quantidade de de tipos de
objetos grandes (ou placas, ou contéineres, ou bins). Variacdes desses problemas podem
surgir quando restri¢des sdo adicionadas. Normalmente essas restri¢oes refletem alguma
condic¢do no arranjo dos itens ou limita¢do tecnolégicas (POLYAKOVSKY; M'HALLAH,
2009).

Uma dessas variagdes causadas pelas limita¢oes tecnoldgicas é o problema do

corte bidimensional guilhotinado. Tal variagdo deve-se as caracteristicas da maquina
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que realizara os cortes nas chapas, a guilhotina. O presente trabalho ird abordar essa
variante do problema devido ao grande ntimero de aplica¢des industriais no qual ele
pode ser encontrado. Outro fator motivador para o foco deste trabalho é a importancia
do tema, tanto econdmica, quanto ecolégica, visto que a redugdo do desperdicio de
matéria-prima pode acarretar aumento de produgédo e reducdo do consumo de energia,

de 4gua e de outros insumos necessarios ao reaproveitamento das sobras.

1.1 CONTEXTUALIZACAO

1.1.1 Problemas de Corte e Empacotamento

Os problemas de corte e de empacotamento podem ser tratados de forma
semelhantes devido a intimeras caracteristicas em comum que ambos possuem. Neles,
ha duas listas chamadas de estoque e demanda. A lista de estoque consiste em um infinito
namero de grandes objetos de dimensdes padrado, enquanto a lista de demanda consiste
em um finito nimero de itens com dimensdes menores. A demanda deve ser totalmente
atendida, ou seja, todos os itens devem ser cortados ou empacotados em objetos vindos
do estoque. O objetivo é reduzir o ndmero de objetos utilizados (DYCKHOFF, 1990).

Dyckhoff (1990) fez um apanhado dos trabalhos publicados até entdo e criou
uma classificagdo dos problemas de corte e empacotamento a partir dos critérios de
dimensionalidade, avaliacdo da qualidade, forma das figuras, diversidade, disponibili-
dade, restri¢des de padrdes, restri¢des de atribuicdo, objetivos e estado da informacgéo e
variabilidade.

A dimensionalidade discorre a cerca da quantidade de dimensdes relevantes
para o problema, se unidimensional, bidimensional, tridimensional e multidimensional
(quatro ou mais dimensdes relevantes). Avaliacdo da qualidade dita a forma como as
solugdes sdo avaliadas, se discreta (inteira) ou continua (fracionada ou real). A forma
das figuras refere-se ao formato, tamanho, orientacado e regularidade das formas dos
objetos e itens do problema.

A diversidade diz respeito & quantidade de formas distintas em que as figuras dos
itens e objetos podem ser encontrados. A disponibilidade discorre a cerca da quantidade
de itens e objetos que podem ser utilizados para solucionar o problema. Restri¢des
de padrdes refere-se as limita¢des impostas aos arranjos dos itens dentro dos objetos
maiores (por exemplo, se o corte é livre ou guilhotinado). Restricdo de atribuigdo lida
com o tipo de atribuicdo (se um item pode ou ndo estar em determinado contéiner), a

dindmica das aloca¢des (como em carregamento de veiculos, onde itens sdo removidos
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e acrescentados no trajeto), o niimero de estdgios e o niimero de cortes, a frequéncia ou
a sequencia de padrdes (como no corte de tecido para confecgao de roupas, no qual os
itens devem ser cortados em enfestos compostos por um certo nimero de camadas de
tecido, todas com 0 mesmo padrao).

A classificagdo por objetivo trata de qual é o propoésito do problema, se reduzir a
quantidade de itens utilizados, a geometria e a utilizacdo dos padrdes, a sequencia, a
combinagdo ou o niimero de padrdes. O estado da informacdo e variabilidade dita se
os dados do problema sdo deterministicos, estocdsticos ou incertos, como no caso de
alocacdo de contéineres em navios, onde nado se sabe quantos e quais tipos de contéineres
serdo necessarios para carregar a carga do préximo trecho do trajeto do navio.

Os critérios e a tipologia de Dyckhoff (1990) geram a estrutura de problemas de
corte e empacotamento apresentada na Figura 1.

Figura 1 — Tipologia proposta por Dyckhoff.

Problemas de Corte e
Empacotamento

Yim,
ens,
Jes abs,ra !:9
5

Corte e Empacotamento Corte e Empacotamento
Comum Abstrato

Corte de: Empacotamento ou Por exemplo: Por exemplo: Por exempilo: Por exemplo:
carregamento de:

- barras de ferro - carregamento - balanceamento de - investimento - alocagao

- bobinas de papel - veiculos de veiculos linha de montagem financeiro de memdaria

- bobinas de ago - paletes - problema da - programagcao de - cambio

- chapas de metal - conteineres mochila multiprocessadores monetario

- chapas de madeira - efc.

- vidro

- tecido

Fonte: (DYCKHOFF, 1990)

O problema de corte bidimensional guilhotinado é classificado, nesta imagem,
como corte de chapas de metal, visto suas caracteristicas.

Com o aumento da tecnologia e o desenvolvimento de ferramentas, algumas
dessas defini¢des passaram a fazer pouco sentido e Wascher, HauBner e Schumann
(2007) atualizaram a tipologia dos problemas de corte e empacotamento proposta por
Dyckhoff (1990). Essa reestruturacdo é mostrada na Figura 2.

Olhando com atengdo a tipologia proposta por Wascher, HauBner e Schumann
(2007), é possivel ver que os problemas de corte e empacotamento possuem diversas
variagdes e essas variagdes possuem suas proprias origens e caracteristicas. O problema
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Figura 2 — Tipologia proposta por Wascher, Haubner e Schumann.

Problema de Corte
e Empacotamento

Tipo de Maximizagdo Minimizagéo
Atribuigdo <::> da Saida daEntrada
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(Bins) <::> Dimensdes fixas .AO T Dimensdes fixas
dimensgo variavel |
Tipo de — Fracamente Fortemente e Fracamente Fortemente
Ttens <::> Tdenticos Heterogéneo || Heterogéneo Arbitrério Heterogéneo Heterogéneo
Problema de
Emipsicotamento Problemade || Problemada Problemade Problema Problemade
de Ifms TIdénticos Alocagdio Mochila Dimensido Aberta deCorte | Empacotamento

Fonte: (WASCHER; HAUBNER; SCHUMANN, 2007)

de corte bidimensional guilhotinado, como o préprio nome diz, trabalha com duas
dimensdes relevantes, semelhante ao problema de corte e empacotamento bidimensional
descrito acima. Sua principal diferenca estd na limitacdo do arranjo de corte dos itens
dentro do objeto ou placa (como passaremos a chamar para o caso bidimensional do

problema de corte e empacotamento).

Figura 3 — Padrao de corte guilhotinado ao lado de um padrao ndo-guilhotinado.

1

4 5
Padrao guilhotinado Padrao nao-guilhotinado

Fonte: (TEMPONI, 2007)
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Um padréao guilhotinado ou guilhotindvel permite que os itens sejam separados
por cortes que se estendem de uma borda a outra da placa ou de um pedago anteriormente
cortado (que passaremos a chamar de retangulos) seguindo uma ordem pré-definida
(como pode ser visto na Figura 3). Em contrapartida um padrdo ndo-guilhotinado ou
ndo-guilhotindvel ndo permite a separacdo dos itens sem que a ferramenta de corte
realize curvas ou seja interrompida no decorrer do percurso em qualquer que seja a

ordem das operagoes.

1.1.2 Classificagao do problema de Corte Bidimensional Guilhotinado

O problema de corte bidimensional guilhotinado possui algumas variagdes. Na
realidade, a restri¢do do corte ser guilhotinado pode ser aplicado a diversos problemas e
isso colabora para que se crie uma certa ambiguidade em relacdo aos casos encontrados
na literatura.

Furini, Malaguti e Thomopulos (2016) apresentaram trés desses problemas que
podem receber as restricdes de corte guilhotinado e cujas técnicas para resolucdo
apresentam suas proprias caracteristicas, de modo que ndo se pode comparar seus
resultados diretamente. Eles sdo o problema da mochila bidimensional (Two-Dimensional
Knapsack Problem ou 2KP), o problema de corte com uma dimens&o aberta (Strip Packing
Problem ou SPP) e o problema de corte e estoque bidimensional (Two-Dimensional Bin
Packing Problem ou 2BP).

Esses trés problemas possuem suas versdes com restri¢do de corte guilhotinado de
forma que muitos trabalhos que apresentam suas propostas de solug¢des e resultados para
o problema de corte bidimensional guilhotinado podem estar tratando de problemas
diferentes.

Figura 4 — Trés exemplos de problemas onde cortes guilhotinados podem ser aplicados

1 1
2 3 ( ( 2 3
4 4
=
5 1 5
(a) (b) (c)

Fonte: Baseado em (FURINI; MALAGUTI; THOMOPULQOS, 2016)
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Dentre as diferencas entre esses problemas a mais notavel é com relacdo ao
objetivo principal. No problema da mochila, o objetivo é alocar, em um ntimero finito de
objetos (normalmente um), os itens de maior valor ou que gerem o maior lucro (Figura
4 (a)); no problema de corte com dimenséao aberta, o objetivo é alocar os itens em um
objeto que possui uma dimensao infinita (ou aberta) de modo que o arranjo utilize o
minimo possivel dessa dimensao (Figura 4 (b)); e no problema de corte e estoque, o
objetivo é alocar, em um ntimero infinito de objetos, todos os itens de modo a utilizar o
menor namero desses objetos (Figura 4 (c)).

Mesmo para o problema baseado no corte e estoque bidimensional hé variagdes.

Lodi, Martello e Vigo (1999a) classificam esses problemas como:

e 2BP|O|G: os itens sdo orientados (O), ou seja, ndo podem ser rotacionados e o

corte guilhotinado é requerido (G);

e 2BP|R|G: os itens podem ser rotacionados em 90° (R) e o corte guilhotinado é
requerido (G);

e 2BP|O|F: os itens sdo orientados (O) e o corte é livre (F);

e 2BP|R|F: os itens podem ser rotacionados em 90° (R) e o corte é livre (F);

Além dessas variagdes, existe uma limitacdo quanto ao namero de estdgios de
corte. Na literatura é possivel encontrar, basicamente, dois tipos, os limitados a dois ou
trés estagios (Figura 5) e os ndo-estagiados, que ndo apresentam restricdo de nimero de
estagios.

Figura 5 — Estagios de corte.

Itens e contéiner

1° estagio de corte

2° estagio de corte
'@
.
e EED g oen

| i [ ] Contéiner
: : - — Linha de corte

Fonte: (HOFFMANN et al., 2015)

Este trabalho esta focado em solucionar o caso guilhotinado do problema de

corte e estoque bidimensional no qual rotacdes de 90° sdo permitidas (2BP|R|G).
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Nessa modalidade, o problema pode ser definido como: dado um conjunto de n itens
retangulares que devem ser cortados a partir de um conjunto de um grande conjunto de
placas padronizadas em estoque. As placas possuem altura H e largura W. Cada peca
j € ] =(1,..,n) é caracterizada por sua altura 11; < H e largura w; < W. O problema tenta
determinar o padrdo de corte que entregue todas os 7 itens de modo que o ntiimero total
de placas requeridas do estoque seja minimizado (MARTELLO; VIGO, 1998). Sobre esse
problema é aplicado a restri¢do do corte guilhotinado, ou seja, que o corte va sempre de
um lado ao outro da placa ou de um pedaco ja cortado dela (que passaremos a chamar

simplesmente de retingulo) sem realizar curvas.

1.2 OBJETIVOS DA PESQUISA

O objetivo principal da pesquisa € criar algoritmos capazes de alcangar bons
resultados para o problema de corte bidimensional guilhotinado ndo-estagiado encon-
trados na literatura, utilizando Programacdo Linear, Branch-and-Bound, Time assincrono,
GRASP, Busca Tabu, Algoritmos Genéticos, BRKGA, Religacdo de Caminhos e uma
heuristica baseada no algoritmo proposto por Nascimento, Longo e Aloise (1999), que
chamaremos aqui de HHDHeuristic.

Os objetivos especificos que nortardo a pesquisa sdo:

e Propor um modelo matematico de programacao linear baseado nas caracteristicas

relevantes do problema;

e Propor um algoritmo exato baseado no Branch-and-Bound para encontrar solugdes

6timas para o problema;

e Apresentar uma abordagem que combine algoritmos metaheuristicos GRASP,
Busca Tabu, Algoritmos Genéticos, BRKGA e Religacdo de Caminhos uma a
heuristica HHDHeuristic para encontrar solugdes em tempo hébil;

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Os demais capitulos deste trabalho estdo organizados da seguinte forma: o
capitulo 2 faz um apanhado dos trabalhos publicados na 4rea e mostra o estado da
arte da pesquisa sobre o corte bidimensional guilhotinado; o capitulo 3 propde um
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novo modelo matemadtico; o capitulo 4 descreve o algoritmo exato baseado no Branch-
and-Bound e no modelo matematico proposto neste trabalho; o capitulo 5 faz uso de
heuristicas e metaheuristicas para tentar alcancar um novo patamar de qualidade de
solucdes para o problema; o capitulo 6 apresenta a metodologia dos testes (ambiente de
testes, instancias, limites inferiores) e os resultados para cada uma das abordagens e o
capitulo 7 traz algumas consideragdes finais e propostas para trabalhos futuros que por

ventura possam vir a enriquecer essa importante drea de pesquisa.
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2 CORTE BIDIMENSIONAL GUILHOTINADO

2.1 HISTORICO DO PROBLEMA DE CORTE BIDIMENSIONAL GUILHOTINADO

Os problemas de corte e empacotamento existem a muito tempo, nascendo,
provavelmente, junto com a manufatura de bens. Entretanto, diversos autores (como
Velasco (2005), Cherri et al. (2015), Lodi (1999), Temponi (2007) e Poldi (2003)) concordam
que o estudo formal desses problemas datam da década de 1960 com Gilmore e Gomory.

Gilmore e Gomory (1961) apresentaram um método pioneiro para resolugao do
problema de corte unidimensional. Em seu artigo, os autores utilizaram um subproblema
baseado no problema da mochila para gerar colunas vidveis para o método simplex e
assim conseguir resolver um problema que era inviavel. O algoritmo foi atualizado em
1963 pelos préprios autores.

Gilmore e Gomory (1965) apresentaram um método linear para resolucdo do
problema de corte bidimensional com restri¢cdo guilhotinada para dois e trés estdgios.
Esse método também se utiliza do problema da mochila como subproblema para facilitar
os cortes. Gilmore e Gomory trataram o problema em duas etapas. Inicialmente cortando
as placas em faixas e depois cortando os itens da lista de demanda a partir dessas faixas

(como mostra a Figura 6).

Figura 6 — Padrédo de corte guilhotinado organizado em faixas.
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Fonte: (GILMORE; GOMORY, 1965)

Y

Gilmore e Gomory (1966) apresentaram um algoritmo através do qual é possivel
gerar padrdes de cortes ndo-estagiados utilizando a abordagem do problema da mochila
e uma estrutura em forma de arvore. Em tal estudo, os autores dividiram, em cada
estagio de corte, um retdngulo em dois retangulos menores. Desse modo conseguiram
gerar padrdes de cortes ndo-estagiados por meio da repeti¢do das operagdes de corte.

Herz (1972) propds, uma melhoria no algoritmo iterativo de Gilmore e Gomory
(1966), utilizando recursividade para determinar o melhor padrdo de corte possivel
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na resolugdo de problemas bidimensionais irrestritos. Assim ele conseguiu reduzir a
quantidade de memoria utilizada no procedimento e alcangou os mesmos resultados de
Gilmore e Gomory.

Christofides e Whitlock (1977) propuseram um algoritmo heuristico para soluci-
onar o problema de corte bidimensional guilhotinado utilizando busca em drvore, bem
como um algoritmo de enumeragao que lista todos os possiveis padrdes de corte do
problema. Esse algoritmo de enumeracdo baseia-se no algoritmo de backtrak, ou seja,
utiliza recursividade na escolha dos cortes .

Hinxman (1980) fez uma revisdo dos problemas de corte, abordando algumas de
suas principais varia¢des. Também apontou uma estreita conexdo entre o problema da
mochila e os problemas de corte utilizando, inclusive, os métodos de Gilmore e Gomory
como exemplo dessa conexdo.

Wang (1983) apresentou dois algoritmos que geram padrdes guilhotinados
através de sucessivas unides entre retangulos, como mostra a Figura 7, aplicando
parametros para rejeitar adi¢des indesejadas com a finalidade de reduzir o ntimero de
possibilidades. Nos algoritmos, quando dois retangulos R sdo unidos, um retangulo
maior é formado. Caso a unido ndo seja perfeita, uma sobra W (retdngulo que nao
comporta nenhum dos itens de demanda) é acrescida.

Berkey e Wang (1987) apresentaram alguns algoritmos para solucionar o problema
de corte e empacotamento, utilizando premissas simples, como o first-fit, next-fit e
algoritmos hibridos.

Dyckhoff (1990) fez uma nova revisao da area e propds uma nova taxonomia
dos problemas de corte e empacotamento baseado em dimensionalidade, avaliagédo
da qualidade, forma das figuras, diversidade, disponibilidade, restri¢des de padrdes,
restri¢des de atribuigdo, objetivos e estado da informagao e variabilidade.

Oliveira e Ferreira (1990) introduziram modifica¢des no algoritmo desenvolvido
por Wang (1983), melhorando seu desempenho. O Algoritmo de Wang Modificado é o
resultado de uma altera¢do no nivel de aspiragdo, no critério de rejeicdo de solugdes
indesejaveis. Dessa forma, o algoritmo avalia a perda associada a cada solugao parcial
construida (Soma dos W da Figura 7). Caso este valor seja maior que o limite estabelecido,
a solugdo parcial é rejeitada.

Sinuany-Stern e Weiner (1994) consideraram o problema de corte e estoque
unidimensional com dois objetivos: minimizar a sobra gerada e acumular a méxima
quantidade de sobras no tltimo objeto a ser cortado..

Martello e Vigo (1998) apresentaram um algoritmo exato baseado em arvores e
alguns algoritmos heuristicos. Os autores criaram ainda algumas classes de instancias
desse problema, sendo seis delas baseadas no procedimento descrito no artigo de Berkey
e Wang (1987) e seis novas classes. Essas classes possuem cinquenta problemas cada,

divididas em cinco grupos pelo ntimero total de itens (vinte, quarenta, sessenta, oitenta
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Figura 7 — Padrdes formados em cada iteragdo do algoritmo de Wang.
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Fonte: (WANG, 1983)

e cem itens).

Nascimento, Longo e Aloise (1999) propuseram uma heuristica O(mn) para o
corte bidimensional guilhotinado, onde m é a quantidade de itens diferentes a serem
cortados e n é a quantidade total de itens. Essa heuristica apresenta uma abordagem
recursiva na qual uma lista ordenada de itens é transformada em um arranjo de corte,
alocando o maior item na menor sobra que lhe comporte. Essa alocacdo pode gerar duas
novas sobras que serdo utilizadas na préxima iteragdo como entrada para o préximo
item da lista como pode ser visto na Figura 8.

Lodi (1999) apresentou algumas heuristicas e metaheuristicas para o problema
de corte e empacotamento bidimensional. Também faz uma compilagdo das instancias
de Berkey e Wang (1987) e Martello e Vigo (1998) e gerou um conjunto de dez classe,
cada classe com cinco grupos de dez instancias cada.

Dell’Amico, Martello e Vigo (1999) apresentaram um método pseudo-polinomial
para encontrar os limites inferiores para os problemas de corte bidimensional guilhoti-

nado, para quando rotagdes ndo sdo permitidas. Eles também apresentaram algumas
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Figura 8 — Padrdo de corte guilhotinado.
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Fonte: Baseado em (NASCIMENTO; LONGO; ALOISE, 1999)

heuristicas e metaheuristicas para resolver o problema.

Lodi, Martello e Vigo (1999a) apresentam mais algumas heuristicas e metaheuris-
tica baseada em busca tabu para o problema, conseguindo bons resultados frente aos
limites inferiores encontrados por Dell’Amico, Martello e Vigo (1999).

Dell’Amico, Martello e Vigo (2002) adaptam seu método para encontrar os limites
inferiores para o problema de corte bidimensional guilhotinado para a variagdo que
permite rotagoes.

Velasco (2005) propos um algoritmo GRASP utilizando listas ordenadas baseadas
nas alturas e nas larguras dos itens. Essas listas sdo utilizadas para formar faixas
horizontais e verticais. Dependendo do aproveitamento, uma delas é selecionada e o
algoritmo recomega a partir da sobra. O algoritmo trata o problema com restrigdo ao
numero de estdgios de corte, de modo que sdo permitidos apenas trés estdgios de corte.

Wischer, HauBner e Schumann (2007) propuseram uma atualizag¢do na taxonomia
de (DYCKHOFF, 1990), acrescentando os trabalhos mais recentes e adicionando mais
detalhes.

Clautiaux, Jouglet e El Hayek (2007) apresentaram um novo método para
encontrar os limites inferiores para o problema de corte bidimensional guilhotinado no
qual rotag¢des sdo permitidas (o mesmo que Dell’Amico, Martello e Vigo (2002)).

Messaoud, Chu e Espinouse (2008) propuseram uma formulagdo para o problema
de corte guilhotinado em sua variagdo com uma dimenséo aberta.

Polyakovsky e M"Hallah (2009) apresentaram um método heuristico que acomoda
os itens dentro da placa usando como parametros as suas dreas. Também apresentaram
um algoritmo baseado em agentes para aprimorar os resultados de sua heuristica.

Park et al. (2013) desenvolveram uma heuristica voltada ao processo de otimizac¢do

em corte de vidro, destacando o problema de corte bidimensional de dois estadgio, com
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restri¢des de rotacdo de 90° e tipo de corte guilhotinado, utilizando um método de
empacotamento baseado em nivel (prateleira). Os autores tiveram como objetivo
minimizar o custo de produgado na industria de vidro.

Fleszar (2013) abordou o problema de corte e estoque bidimensional com restri¢cdo
de corte guilhotinado, com ou sem rota¢do, com aplica¢des em industrias de corte de
vidro e madeira. O autor prop0s trés novas heuristicas construtivas. A representagao
dos padrdes de corte (solugdes) é na forma de arvores, onde cada arvore representa
um padrao de corte em uma placa. Nessa representacdo todos os nés folhas da &rvore
representam itens (as sobras sdo negligenciadas). Todos os outros nés sao de dois tipo,
H representando cortes horizontais ou V representando cortes verticais.

Mariano (2014) apresentou uma abordagem baseada em time assincrono, utili-
zando o GRASP proposto por Velasco (2005) e o HHDHeuristic proposto por Nascimento,
Longo e Aloise (1999). A abordagem conseguiu bons resultados, em face, principal-
mente ao que as heuristicas GRASP e HHDHeuristic conseguiram isoladamente. Essa
abordagem contou ainda com uma heuristica de melhoria baseada na desconstrugao
de subarvores com um percentual alto de sobras e sua reconstrucdo, tentando retirar
elementos da placa com menos itens. Isso foi feito com a intengdo de reaproveitar os
espacos intermedidrios deixados nas placas e esvaziar a tltima placa, reduzindo assim
o numero de placas necessdrias para cortar os itens.

Russo, Sforza e Sterle (2014) propuseram um método baseado em programacédo
dindmica para solucionar de forma exata o problema de corte guilhotinado irrestrito.
Nessa modalidade, hd apenas uma grande placa retangular no estoque e deseja-se obter
uma certa quantidade de retangulos menores, cada um com suas dimensoes e lucro
diferente.

Furini, Malaguti e Thomopulos (2016) apresentaram uma formulacdo linear
para o problema de corte bidimensional guilhotinado. Os autores abordaram a mesma
variagdo do problema atacado por Russo, Sforza e Sterle (2014), além de formulagdes

para o Cutting Stock Problem e o Strip Paking Problem.

2.2 MODELOS MATEMATICOS

2.2.1 Formulagao matematica para o caso restrito a dois ou trés estagios de corte

Gilmore e Gomory (1965) apresentaram um modelo matemaético com escopo
restrito a dois ou trés estagios de corte. Esse modelo se utiliza de faixas, nas quais um

item é marcado como item de abertura da faixa e todos os demais itens nessa faixa
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devem ter altura igual ou inferior a este item. Vdrias faixas sdo montadas desta forma e
unidas em um contéiner maior.

Essa abordagem é baseada no problema da mochila, onde cada uma das faixas
(Figura 9 (b)) se comporta como uma mochila cuja capacidade é a largura do contéiner
(WD) e as larguras dos itens (W;) passam a representar os pesos dos itens no problema
da mochila equivalente (Figura 9 (a)).

Figura 9 — Equivaléncia entre uma faixa no modelo de Gilmore e Gomory (1965) e o
problema da mochila

W, %
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Fonte: Baseado em (GILMORE; GOMORY, 1965)

As varias faixas formadas sdo agrupadas umas sobre as outras para compor o
arranjo de corte (Figura 10 (b)). Como cada faixa é da altura do primeiro item, a soma
das alturas de todos os primeiros itens das faixas deve ser menor ou igual a altura do
contéiner, ou seja, a capacidade da mochila geral (Figura 10 (a)) é a altura da placa (Hb)
e os pesos de cada faixas € a altura de seu primeiro item (H; e Hy na Figura 10). Desse
modo, o trabalho dos autores trata o problema de corte bidimensional guilhotinado
como um problema da mochila, no qual temos véarias mochilas dentro de uma mochila
maior ou uma mochila com varios compartimentos.

E importante lembrar que Gilmore e Gomory trataram o problema como um
problema da mochila propriamente dito (2KP). Nele, cada item tem um valor e o objetivo
é colocar os itens cuja soma resulte no maior valor dentro da mochila, ou, usando os
termos dos problemas de cortes, recortar o conjunto de itens de valor maximo a partir do
contéiner. E essa ndo é a variacdo do problema de corte que abordamos neste trabalho.
Todavia, é facil modificar tal formulagdo para atender a variagdo aqui abordada.

Uma forma bem simples de utilizar a formula¢do de Gilmore e Gomory para o
problema de corte bidimensional guilhotinado em sua variacdo do problema de corte

e estoque (que passaremos a chamar apenas de corte bidimensional guilhotinado) é
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Figura 10 — Equivaléncia entre uma placa no modelo de Gilmore e Gomory (1965) e o
problema da mochila
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Fonte: Baseado em (GILMORE; GOMORY, 1965)

retirar o limite da quantidade de mochilas possiveis e tentar reduzir seu valor. Um
trabalho que se utiliza disso é a pesquisa de Lodi, Martello e Vigo (2004).

Retirar o limite da quantidade de mochilas da formulacdo de Gilmore e Gomory
possui vantagens e desvantagens. Ela permite que o problema seja trabalhado, de forma
linear inteira ou linear mista, com poucas varidveis e restri¢des em relagdo a abordagem
em drvore ou livre, por exemplo. Todavia, ela ndo garante que a solugdo encontrado seja
a 6tima global, se considerar apenas a restri¢cdo de cortes guilhotindveis. Isso acontece
porque o modelo trabalha apenas até o segundo estagio de corte, de modo que se o
6timo global depender de um terceiro estagio de corte, a formula¢do ndo ird encontrar
tal arranjo.

A formula¢do matematica proposta por Lodi, Martello e Vigo (2004) para o caso
restrito a dois ou trés estagios de corte se baseia no problema da mochila, onde cada
estdgio de corte é representado por um conjunto de mochilas. Nele as mochilas que
representam o segundo estdgio de corte sdo utilizadas como itens para as mochilas do
primeiro estdgio de corte.

As informag0es provenientes da instancia sdo representadas pelas constantes W,
H, w; e hj, onde W e H representam a largura e a altura da placa ou contéiner, e w; e h;
representam a largura e a altura de cada item 7 (conforme visto na Figura 11).

As variaveis de decisdo utilizadas sdo as varidveis bindrias x;, i, zx; € gk. A
varidvel x; ; recebe 1 se o item i estd alocado na faixa j ou 0, caso contrario. A variavel y;
assume valor 1 se o item i inicializa a faixa de mesmo indice ou 0, se ndo. A variavel
zx; indica se a faixa i estd alocada no contéiner k caso receba valor 1 ou 0, caso ndo. E a
variadvel gy recebe 1 para indicar que a faixa k inicializa o contéiner de mesmo indice ou
0, para indicar o contrario.

Desse modo, os autores descrevem o problema de corte bidimensional com
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Figura 11 — Instancia do problema de corte e empacotamento bidimensional

@
R

H
1 ’ }h,
w;
w
Fonte: (TEMPONI, 2007)
restrigdo de dois ou trés estadgios matematicamente da seguinte forma:

min Z qr (2.1)

k=1

sujeita a:

j-1

xi,]-+y]- = 1,Vj= 1,..,n (22)
i=1
Z wixXij < (W - wi)yi, Yi=1,..,n-1 (23)
j=i+1
i-1

zkitqi=y,Vi=1,.,n (2.4)
k=1

I’ll'Zk,i < (H — hk)qk, Vk = 1, S (e 1 (25)
i=k+1
yi€1{0,1},Vi=1,..,n (2.6)
x;€{0,1},Vi=1,..,n-1;j>1 (2.7)
g €1{0,1},Vk =1, ..,n (2.8)
Vi €10,1},Vk=1,..,n-1;i >k (2.9)

Nesse modelo, a fun¢do objetivo (2.1) tem por finalidade reduzir o niimero de
contéineres utilizados. Como a varidvel g indica se a faixa k é a primeira do contéiner
de mesmo indice, indiretamente ela indica se o contéiner k foi utilizado ou nao.

A restricdo (2.2) forca com que cada item apareca exatamente uma vez, seja
inicializando uma faixa (y; = 1) ou em uma faixa inicializada por um item anterior

(Z’;:i +1%;; = 1), mas nunca os dois a0 mesmo tempo.
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A equacdo (2.3) restrige a largura de cada faixa para que ela seja menor que a
largura da placa menos a largura do item de abertura da faixa. O somatério de w;x; ; ird
acumular a largura de todos os itens presentes na faixa i. Ser menor ou igual a (W —w;)y;
garante tanto que a soma das larguras dos itens sejam menores que a largura da placa,
caso a faixa tenha sido aberta (y; = 1), quanto que nenhum item esteja em uma faixa
que ndo foi aberta (y; = 0). Isso porque, se ndo ha item de abertura da faixa, o somatdrio
deve ser menor ou igual a zero e para tanto, nenhuma variavel x; ; pode assumir valor 1
para a faixa j.

Equacdo (2.4) impde que cada faixa seja alocada até uma vez. Isso porque pode
ser que a faixa ndo tenha sido aberta (y; = 0) e ndo deve aparecer. Mas se a faixa tiver
sido aberta (y; = 1), ela deve aparecer como primeira faixa do contéiner (gx = 1) ou como
faixa subsequénte de outro contéiner (T zes = 1).

A equagdo (2.5) delimita a altura de cada contéiner k utilizado. O somatério de
hizr; guarda a soma das alturas das faixas de cada placa k. A imposigdo de ser menor
ou igual a (H — hi)q forca com que o somatério ndo ultrapasse a altura da placa, se ela
tiver sido aberta (g = 1) ou que ndo exista faixa em um contéiner que néao foi utilizado
(qx = 0).

Por fim as restrigdes (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9) definem que valores as varidveis
podem assumir.

Figura 12 — Perdas internas provenientes dos cortes.

P1

P2 P3

P4 P5

P6

Perda interna

D Perda externa
Fonte: Baseado em (TEMPONI, 2007)

Essa formulacdo garante a otimalidade da solucdo desde que ndo exista itens
num terceiro nivel de corte. Esses espacos gerados para o terceiro nivel de corte ndo
podem ser reaproveitados e formam as perdas internas (dentro das faixas). Essas perdas
sdo apresentadas na Figura 12. Nela é possivel perceber ainda a formacédo das faixas e as
perdas externas. As perdas externas podem ser reaproveitadas, caso exista algum item
ndo alocado que caiba dentro dela. As perdas internas, por sua vez, estdo num terceiro
estdgio de corte e este modelo ndo as contemplam.
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O item P6 da Figura 12, por exemplo, poderia ser alocado na sobra interna do
item P3, mas, devido as limita¢cdes do modelo, ela ndo é utilizada e dois contéineres sdao

necessdrios para comportar o conjunto de itens que apenas um poderia fazer.

2.2.2 Formulagao matematica para o caso nao-estagiado

Da década de 60 para os dias atuais, nenhuma formulagdo para o corte gui-
lhotinado ndo estagiado foi encontrada até recentemente quando Messaoud, Chu e
Espinouse (2008) apresentaram um modelo para a variagdo do problema proveniente
do problema de uma dimensao aberta ou problema de faixa (strip packing problem). Mas,
somente Furini, Malaguti e Thomopulos (2016) apresentaram um modelo capaz de
tratar o caso derivado do problema de corte e empacotamento (bin packing).

Os autores pegaram a formulagdo de Dyckhoff (1981) para o corte unidimensional
e a ampliaram para o corte bidimensional. Dyckhoff faz uso da ideia de corte e sobra:
sempre que um item i de comprimento /; é cortado, obtém-se uma sobra de dimensao
L —I;. O processo se reinicia com essa sobra como ponto de partida. A expansdo de
uma para duas dimensdes se d4 utilizando duas sobras retangulares no lugar do item e
sobra unidimensional. As novas sobras realimentam o processo até que os retangulos
residuais tenham a dimensao exata de um item (FURINIL; MALAGUTI, THOMOPULOQOS,
2016).

Semelhante ao que ocorre com a formula¢do de Lodi, Martello e Vigo (2004),
duas constantes W e H definem a largura e a altura da placa ou contéiner e constantes
wj e hj definem a largura e altura de cada item j. A tinica constante nova € a constante d;
que diz qual a demanda a ser atendida de cada item j. Cada corte nessa formulacdo é
representada por uma posigdo g, um retangulo j e uma orientagdo o. A posigdo g indica
a distancia entre o canto inferior esquerdo e o corte em cada retangulo j para cada
orientagdo o como pode ser visto na Figura 13.

O conjunto O é definido como o conjunto das orientagdes possiveis (h e v). O
conjunto | armazena todos os retangulos possiveis e um subconjunto | indica quais
desses retdngulos tém as mesmas dimensdes de um item, ou seja, o conjunto | também
representa o conjunto de itens. Além disso j = 0 (a placa sem corte) também esta contido
em ], neste caso, sua demanda serd zerada (dy = 0). Para cada retangulo j € J, um
conjunto de cortes possiveis Q(j,0) é definido de modo que Q(j,h) € {1,....h; — 1} e
Q(j,v) € {1, ..., w; — 1} como visto na Figura 14.

A varidvel inteira x7 - armazenard quantas vezes o retangulo do tipo j foi cortado
na posicdo g com orientacdo o. O coeficiente a,, ; tem valor 1 quando o retangulo k

é obtido pelo corte na posigao g do retangulo j com orientagdo o ou 0 caso contrario.
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Figura 13 — Representagdo do corte .

Retangulo j, Retangulo j,
Corte vertical (0=v) Corte horizontal (o=h)
J
;ﬁ
Jl j2
q I
;ﬁ
L g |
1 7

(a) (b)
Fonte: Baseado em (FURINI; MALAGUTI; THOMOPULQS, 2016)

Figura 14 — Valores vélidos do conjunto Q para cada retangulo j.

Retangulo |

hj
h QGh)
Ly

O T I T

o1 ...... w-1 w
Qv
\ /1
Wi

Fonte: Baseado em (FURINI; MALAGUTI; THOMOPULQS, 2016)

Para manter a linearidade do modelo, esse valor é obtido com pré-processamento na
expansdo do modelo compacto (na geracdo das tabelas do modelo de programacéao
linear). A varidvel inteira y; é definida para quando j € ] e armazena quantos retangulos
do tipo j foram obtidos pelo modelo.

O problema de corte bidimensional guilhotinado da seguinte forma:

min Z Z x?,/o + Yo (2.10)

0€0 geQ(0,0)

Z Z Z gy Yok~ Z Z X i—Yyiz0,¥je Jji#0 (2.11)

ke] 0€0 qeQ(k,0) 0€0 geQ(j0)
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ZZ Z aZ,k,ij,k—Z Z X, 20, ¥jeJ\] (2.12)

ke] 0€0 qeQ(k,0) 0€0 geQ(j0)

yi=d,Vje] (2.13)
xg,j€Z+,Vje],o€O,qu(j,o) (2.14)
X, €Z Nje ] (2.15)

A funcdo objetivo esta definida em (2.10). Ela tenta minimizar o numero de
contéineres utilizados. A restri¢do (2.11) impde que o nimero de partes j que estdo em
cada retangulo ou itens individuais ndo exceda o niimero de retangulos j obtidos através
de corte de algum outro retdngulo. A restri¢do (2.12) é equivalente a restri¢do (2.11) para
os retangulos j ¢ | (consequentemente, para quando as varidveis correspondentes y;
ndo estejam definidas). A restrigdo (2.13) impde que a demanda associada a cada item
seja satisfeita e as restri¢des (2.14) e (2.15) definem o escopo das varidveis.

O principal problema dessa abordagem é a quantidade de varidveis geradas e
isso impacta fortemente na complexidade em solucionar o problema. Como dito pelos
proprios autores, um exemplo do uso desse modelo para solucionar o caso da mochila,
onde poucos contéineres sdo utilizados (geralmente um) gerou cerca de sessenta e seis
milhdes de varidveis para 50 itens.

Fazendo um comparativo hipotético, se o problema fosse polinomial e de
ordem O(n?), seriam geradas 4, 356 - 10! possiveis solugdes para testar. Em um sistema
computacional que pudesse realizar um milhao de testes por segundo, seriam necessarios
4,356 bilhoes de segundos, cerca de 138 anos, para resolver o problema com 50 itens.
Como o problema descrito na formulagdo pode gerar até cinquenta mochilas (caso em
que cada item ocupe um contéiner), imagina-se que este problema do corte bidimensional

guilhotinado possa gerar bem mais variaveis.
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3 MODELO MATEMATICO

3.1 PROPOSTA DE UMA FORMULACAO MATEMATICA LINEAR

Como foi mencionado anteriormente, o problema de corte bidimensional guilho-
tinado em seu caso ndo estagiado é dificil de ser modelado pelas abordagens de faixas e
de forma de drvore. Neste trabalho, optamos por uma abordagem um pouco diferente.
Essa nova abordagem é simplesmente uma mudanca na 6tica da abordagem em forma
de &rvore bindria.

Essa abordagem nasceu das observagdes dos trabalhos de Christofides e Whitlock
(1977), Wang (1983), Nascimento, Longo e Aloise (1999) e Furini, Malaguti e Thomopulos
(2016):

e Cada corte sempre separa um pedago em dois outros, ou, a partir de outra 6tica,

cada corte une dois pedagos em um maior;

e Se n itens forem cortados a partir de um tnico pedago de material e sem gerar

sobras, haverao n — 1 cortes;

e Se dois itens retangulares sdo unidos em um pedaco de material retangular, a
sobra gerada terd a largura do item mais baixo e a altura serd a diferenca entre as

alturas dos itens para cortes verticais;

e A mesma andlise dos cortes verticais serve para cortes horizontais, invertendo

apenas as posicdes das alturas e larguras no ponto anterior;

¢ Se nem todos os itens cabem em uma tinica placa, ap6s um certo niamero de unides
serd gerado um pedago de material que ocupara a totalidade da placa ou que a

nenhum outro item caberd em uma das sobras geradas.

A partir dessas observagdes, propde-se uma formulacdo matemaética baseada em
matrizes triangulares, ou melhor, em um conjunto de listas cujos tamanhos vao sendo
reduzidos em uma unidade a medida que os cortes vao sendo realizados. A lista inicial
terd o namero retangulos igual ao niimero de itens a serem cortados. A medida que os
cortes ou unides vao sendo realizadas, dois retangulos dardo lugar a apenas um, por
isso a redu¢do em um retangulo. Caso ndo consiga realizar essa unido, o retangulo que
inviabiliza as unides devera ser eliminado, de forma a manter a lista seguinte sempre

com um retangulo a menos.
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Para descrever tal comportamento matematicamente, inicialmente foi gerada
uma formulagdo nao linear. Sobre essa formulagdo foram aplicadas algumas técnicas
matematicas que apresentaremos na sec¢do 3.1.2 para linearizar algumas restri¢oes e
apresentar um modelo matemadtico linear para o problema de corte bidimensional

guilhotinado.

3.1.1 Formulagao matematica nao linear

A principal caracteristica do corte guilhotinado é que o corte sempre ocorre de
um lado ao outro do pedaco de material a ser cortado. Isso se deve as caracteristicas da
ferramenta de corte utilizada. A guilhotina (Figura 15) possui uma grande lamina que

corta toda uma faixa, separando a placa original em dois pedagos.

Figura 15 — Ilustragdo de uma guilhotina e do processo de corte.

Lamina da guilhotina desce Chapa original
cortando tudo na extensao da lamina  cortada em dois pedagos

Guilhotina

Chapa ori?inal

Fonte: Autoria propria

A limitacdo dos cortes em lista reta irem sempre de um lado ao outro, inviabiliza
que sejam realizados cortes de pegas com concavidade, mas pecas convexas podem ser
recortadas do material original através de uma sequéncia de cortes (Figura 16).

Como forma de facilitar os cortes, os itens a serem cortados das placas originais,
serdo sempre retangulares. Desse modo, um item que néo seja retangular, primeiro deve
ser alocado em um retangulo e depois alocado na placa para corte (Figura 17).

E importante lembrar que alocar todos os itens em retangulos ndo garante que
qualquer corte seja guilhotinavel. O arranjo deve permitir que um corte atravesse de
um lado ao outro da placa ou de um retdngulo previamente cortado sem ferir nenhum
outro item no processo.

A partir da premissa que todos os itens a serem cortados serdo alocados em
retangulos, a distribui¢do desses retangulos na placa ficard sujeita a localizagdo e a
rotacdo dos mesmos. Quanto a rotagdo, permitir rotagdes apenas ortogonalmente mostra-

se 0 mais recomendado, pois reduz a quantidade de angulos possiveis de um ntimero
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Figura 16 — Peca ndo guilhotindvel e peca guilhotinével.

Corte ndo guilhotinavel Corte guilhotinavel

Impossivel cortar
sem ferrir a peca
_

Concavidade

/

40

Fonte: Autoria propria

Figura 17 — Alocacdo de pegas (guilhotindveis ou ndo) em retangulos.

10

= = =

Fonte: Autoria propria
infinito para apenas dois, visto que um retangulo rotacionado em 180° é igual a ele
mesmo.

Além disso, exceto em situagdes bem especificas (como mostrado na Figura
18(c)), as rotagdes em angulos ndo ortogonais trazem apenas prejuizo, tais como exigir
tamanhos maiores de placas (Figura 18(f)) e gerar sobras ndo retangulares (Figura 18(c),
(f)), onde é mais dificil alocar itens retangulares dentro e mesmo alocando, sempre
havera desperdicio. Dessa forma, apenas as rotagdes 0° e 90° serdo consideradas para o
modelo matematico.

O posicionamento de um retangulo dentro da placa também pode ser infinito,
todavia serdo consideradas apenas as localizagdes nos cantos. Olhando para o posiciona-
mento dos retingulos dentro da placa, é facil perceber que nelas as sobras sdo maiores e
que, se um retangulo j + 1 cabe em uma sobra com o retangulo j ao centro, ela também
caberd em uma das sobras com j posicionado no canto (Figura 19).

Um questionamento que pode ser levantado é que um determinado conjunto de
retangulos s6 encaixem perfeitamente se um retangulo j estiver no centro. Nesse caso,
bastaria refazer a ordem em que os retangulos sdo recortados e postergar o corte desse
retangulo j. Na Figura 20, por exemplo, o arranjo poderia ser conseguido com o corte do
retangulo j + 1(a), depois o retangulo j + 3(b) e entdo o retangulo j estard posicionado

em um dos cantos (c).
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Figura 18 — Rotagdes de itens, possibilidades de encaixes e sobras decorrentes de cada

uma.
Sobra Chapa original Chapa original
Chapa Drif]inal retangular ;
ltem % Item
Sobra ( Sobra
retangular triangular
Item E; ;
(a) (b) (c)
Sobra
irregular
Chapa original Sobra Chapa original Chapa original
T retangular T { Sobra
| triangular
| Sobra ;
ltem Item retangular
:, ; Iltem A
l,
(d) (e) ()

Fonte: Autoria propria

Figura 19 — Posicionamento de um item dentro de um retangulo.
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T
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(b) ()

Fonte: Autoria propria

Uma outra caracteristica interessante é que o niimero de cortes necessarios para
separar um retangulo diminui para dois, caso seja alocado em um dos cantos da placa.
Como mostrado na Figura 19(c). O canto a ser escolhido também ndo importa, pois, se
a ordem dos dois cortes for a mesma (vertical e horizontal ou vice e versa), as sobras
terdo sempre o mesmo tamanho. Esse comportamento estd exemplificado na Figura 21.
E, devido a caracteristica recursiva inerente ao problema, sdo as dimensdes das sobras
que importam.

A alocagdo de uma lista de itens em uma placa segue uma fungdo recursiva,
visto que o resultado de um corte podem ser encarados como novas placas a serem
cortadas. Dessa forma, todas as caracteristicas levantadas para o primeiro corte podem
ser aplicadas aos cortes seguintes. Na Figura 22 é possivel ver que o corte do i é aplicado

sobre o retangulo (a) e geram os retangulos (b) e (c). Do mesmo modo o corte i + 1 gera,
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Figura 20 — Posicionamento centralizado de um item através da ordem dos cortes.
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Fonte: Autoria prépria
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Figura 21 — A posicdo em qualquer um dos quatro cantos geram sobras com as mesmas

dimensodes.
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Fonte: Autoria prépria

a partir do retangulo (b), os retangulos (d) e (e). Essa fungdo recursiva segue até que dos
os retangulos gerados contenham apenas um item dentro.

Aqui hd uma ressalva, no exemplo da Figura 22, ndo ha sobras, porem elas devem
ser consideradas. Entretanto, ndo ha como saber quantas sobras haverdo e nem quais
suas dimensdes até que sejam realizados os cortes. Uma solugdo para tal problema pode
ser encontrada na construcdo do arranjo de baixo para cima. Se um corte separa um

retdngulo em dois menores, entdo é possivel dizer que dois retangulos sdo unidos por
um corte em um maior.
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Figura 22 — Recursividade presente nos cortes dos retangulos.
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Fonte: Autoria propria

Voltando ao exemplo da Figura 22, do mesmo modo que o corte i + 1 separa o
retangulo (b) em (d) e (e) é possivel dizer que o que une (d) e (e) no retangulo (b) é o
corte i + 1. Dessa forma, a unido de dois itens, resultard em um retangulo que podera
ser unido com outro ou com um item. Quando a unido de dois itens, um item e um
retangulo ou dois retangulos ndo resultarem em outro retangulo perfeito, uma sobra

serd acrescida (Figura 23).

Figura 23 — Sobra gerada para complementar o retangulo.
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Fonte: Autoria propria

As dimensdes das sobras acrescidas desse modo, seguem a mesma légica
mostrado na Figura 21, com a diferenca que no local de uma das sobras, temos um
outro item. Se esses arranjos serdo os menores e mais otimizados, caberd ao algoritmo
de buscas definir.

Um questionamento que pode ser levantado aqui é que se a sobra for grande
o bastante para caber um outro item dentro, entdo essa solugdo ndo serad 6tima. Esse
questionamento é valido, mas bastaria alterar a ordem das unides para se chegar a um
valor 6timo. Por exemplo, digamos que na Figura 23 houvesse um retangulo j + 2 que
coubesse dentro da sobra complementar. Neste caso, bastaria que primeiro fosse feita a
unido do retangulos j e j + 2 para depois unir esse retangulo resultante com o retangulo
j + 1 (Figura 24).

Considerando as caracteristicas e delimita¢des do problema que ja foram mostra-

das. Pode-se afirmar que com dois itens, existem apenas oito possibilidades de arranjo
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Figura 24 — Reaproveitamento de uma sobra através da alteracdo da ordem das jungoes.
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Fonte: Autoria prépria

entre esses itens. Essas possibilidades estdo exemplificadas na Figura 25. Essas oito
possibilidades nascem da combinagado das possibilidades de rotacdo de cada item (0° ou

90° para cada item) e orientagdo do corte (vertical ou horizontal).

Figura 25 — Possibilidades de unido entre dois retangulos.
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Fonte: Autoria prépria

Para cada um desses arranjos, um novo retangulo serd formado e acrescido lista

de retangulos. Os itens que o compdem serdo retirados e assim o processo recursivo
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segue até que sobre apenas um, desde que ele ndo ultrapasse as dimensdes da placa
original.

Como a construgdo ocorre de baixo para cima, ou seja, vai unido os itens e
ndo cortanto as placas, haverd uma lista contendo # retangulos inicialmente e, a cada
iteracdo, essa lista ird diminuir em uma unidade, pois dois elementos serdo unidos em
um para a proxima lista. Olhando a partir dessa 6tica, pode-se afirmar que existirdo n
listas e que seu tamanho ird decaindo de n até 1 formando uma matriz triangular, como
mostrado na Figura 26.

Figura 26 — Matriz triangular formada pelas n listas de itens.

i
H 0N
i+1 H
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i+2 —
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TV — ] —
j j+1 j+2 j+3 j+4

Fonte: Autoria prépria

Caso exista um corte na lista i e coluna j, o retingulo da lista i e coluna j sera
formado por dois da lista abaixo, sendo um da mesma coluna e outra da coluna a frente
(j e j+ 1, respectivamente). Caso ndo exista um corte na lista i e coluna j, ele tera as
dimensdes do retangulo j ou j + 1 da lista abaixo (i — 1), dependendo da sua posigdo em
relagdo ao corte da lista 7, antes ou depois, respectivamente.

Devido a caracteristica recursiva, o acréscimo de mais um elemento na lista
inicial apenas faria com que fossem executados mais passos na montagem do arranjo
desses retangulos, isso porque cada lista é a “entrada” para geracdo da lista acima.

A montagem dos retangulos ocorre apenas com vizinhos e a partir da listan — 1
até a lista 1. De modo que a ordem em que os itens sdo alocados na lista 7 é de suma
importancia e sua alteragdo pode gerar solugdes diferentes. Além disso, é nela que

se define se os itens estdo rotacionados ou ndo. A partir da lista n — 1 isso se torna
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redundante, visto que se rotacionar duas vezes o mesmo item ele volta a posicdo original
(vide Figura 18) e rotacionar dois retangulos unidos em um corte vertical é equivalente
a uni-los rotacionados horizontalmente.

Os elementos da lista i que ndo sdo resultados de um corte sdo copiados a partir
da lista i + 1, como pode ser visto nas Figuras 26. Todavia, como o tamanho dela diminui,
ha uma distingdo para a realizagdo dessa cépia. Todos os retangulos anteriores ao corte
sdo copiados da lista i + 1 para a lista i mantendo a posi¢do na coluna j. Os que estdo
apo6s o corte sdo deslocados para ndo formar lacunas, ou serem descartados no processo.
Devido a isso, caso ndo exista um corte na lista 7 o tillimo elemento da lista i + 1 ndo sera

copiado, como mostra a Figura 27.

Figura 27 — Descarte do tltimo elemento de uma lista

i i i i i

i+1 ‘ ]

Fonte: Autoria prépria

Um questionamento que pode ser feito a respeito dessa caracteristica do modelo
é que, se o retangulo a ser descartado puder ser alocado a uma das sobras, entdo essa
solucdo ndo serd 6tima. Para entender como o modelo lida com essa situagdo, primeiro
é preciso entender porque em uma lista ndo poderia haver um corte. Isso s6 ocorrera
se a unido de quaisquer dois retdngulos da lista inferior resultar em um retangulo que
ultrapasse algum das dimensdes da placa.

Olhando por essa 6tica, é como se o retangulo (j + (j + 1)) da Figura 20 nédo
pudesse ser unido ao retangulo j + 2, pois ultrapassaria alguma das dimensdes da placa
original. Todavia, como pode ser visto na mesma figura, ha outra sequencia de unides,
na qual existe a possibilidade de utiliza-lo em uma sobra anterior. Logo, se o seu descarte
gerar uma solugdo ndo 6tima, isso implica que deve haver uma sequencia diferente
onde esse ele é aproveitado em uma sobra, de modo a gerar uma solugdo 6tima.

Semelhante aos modelos anteriores, duas constantes, Wb e Hb, representam a
largura e a altura da placa. As constantes Wit; e Hit; representam a largura e a altura de
cada item i. Tais valores sdo provenientes da instancia a ser utilizada (Figura 28).

As varidveis de decisdo propriamente ditas sdo as varidveis x;;, y;j, tj € v;. A
varidvel x; ; indica a posicdo dos itens na lista inicial, caso um elemento x; ; tenha valor 1,
isso significa que o item i estd alocado na posigdo j da lista 1, do contrario, x; ; recebera
0. A variavel y; ; indica a posigdo dos cortes, caso uma varidvel y; ; receba valor 1, isso
significa que o elemento j da lista i é formado pelos elementos je j+1dalistai +1. A
variavel r; indica as rota¢des dos itens, quando uma variavel r; tem valor 1, significa
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Figura 28 — Alturas e larguras dos itens e objetos.

Wb
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Hit; [ Jﬁ

(b)

Fonte: Baseado em (TEMPONI, 2007)

que o item da posicdo j na lista n estd rotacionada de 90°, caso receba valor 0, esse
item ndo esta rotacionado. O vetor V,,_; indica a orientacdo do corte em cada linha i da
matriz Y,_1,,—1, um elemento v; desse vetor recebe 1 caso o corte seja vertical e 0 caso
seja horizontal.

Além das varidveis de decisdo, varidveis auxiliares, cujo valor deriva das varidveis
de decisdo e das constantes, sdo usadas no modelo para garantir sua integridade. As
varidveis w; ; e h; j recebem os valores das alturas e larguras de cada retdngulo j da lista
(vide Figura 26). A varidvel g;; situa os elementos da lista i em relagdo ao corte, caso
tenha valor 0, significa que o elemento j estd antes do corte, se 1, ele estd depois.

Além delas, as varidveis wst;;; e hst,;; também recebem a largura e a altura
desses retangulos, mas para cada situacgdo s as dimensdes dos elementos das listas de 1
an —1podem ser formadas. A situagdo 1 é quando é um corte (y;; = 1) e ele é vertical
(v; = 1), a situagdo 2 é quando é um corte (y;; = 1) e ele é horizontal (v; = 0), a situagdo 3
¢ quando ndo é um corte (y;; = 0) e ele esta depois do corte da lista atual (2;; = 1) e a
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situagdo 3 é quando ndo é um corte (y;; = 1) e ele esta antes do corte (a;; = 0).

Dessa forma o problema pode ser definido matematicamente da seguinte forma:

n-1 i
max ), )i

i=1 j=1
Sujeito a:
-

1
yi;<1,¥i<n
=1

n

= (L=1)) Y (- Hit) + 13- Y (xij- Wit), V]
i=1

i=1

n

Wy, =(1—-71))- Z(xi,j - Witi) + 1 - Z(xi/f -Hit;), Vj
P

i=1
n
Z Xij = 1, Vi

=1

Xij = 1, V]

i=1

j

Eli,]' = Z yz‘,]',Vl. < n,j <i

k=1
hst1;; = yij- 0 - max(higq,j, higy, ), Vi<n, j<i
hsty;i=yij- (1 =0;) - (hiz1,j + i1, ), Vi<n, j<i
hsty;i= (1 =vy;j)- (1 —a;j)-hip1ja,Vi<n, j<i
]’ZSt4,1‘,]' = (1 - ]/z',j) “aij e hi+1,]', Vi< 1’l,j <i
hi,j = hStlll‘,]‘ + hStz/i,]‘ + hStg,/l',]' + hSt4,l‘/j, Vi < Tl,j < i
wsty;; = Yij Ui (Wip1,j + Wiy 1), Vi <n, j<i
wsty; i = yij- (1 —v;) - max(Wiy,j, Wis1,j+1), Vi <n,j < i
ZUStg,/i,j = (1 - yi,j) . (1 - ai,]‘) . wi+1,]‘+1,\7’l‘ < n,j <i
wsty;; =1 =y;j) a;j Wi, Vi<n, j<i

w;; = wsty,;;j + wsty;; + wstz;; + wsty; ;,Vi<n, j<i

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
(3.10)
(3.11)
(3.12)
(3.13)
(3.14)
(3.15)
(3.16)

(3.17)
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0<h;j<HDVij<i (3.18)
0<w;; <Wb,Vi, j<i (3.19)
hst,;;, wsts; i, hij,wi; € RT, Vs €{1,2,3,4},i,j<i (3.20)
xij, i € {0,1}, Vi, j < i (3.21)
Yij,aij, 0 €1{0,1},Vi<n, j<i (3.22)

A funcdo objetivo estd definida na equagdo (3.1). Como o objetivo do problema
é encontrar a menor quantidade de placas necessdrios para comportar todos os itens,
quanto mais cortes existirem, menos placas fardo parte da solucédo. Isso ocorre porque
cada corte une dois retangulos da lista imediatamente abaixo, reduzindo o nimero
deles na lista acima.

A restricdo (3.2) define que pode haver, no maximo, um corte em cada lista. As
restricoes (3.3) e (3.4) definem a altura (h,) e a largura (w,, ;) da lista n. Nessa lista
em especifico, todos os retangulos possuem as dimensodes dos itens ali alocados. Os
somatorios de (x;; - Hit;) e (x;; - Wit;) nessas equagdes definem a altura e a largura de
cada retangulo j dessa lista. As multiplicagdes desses somatérios por 7; e (1 —r;j) definem
se a altura do retangulo receberd a largura ou altura do item ali alocada, se rotacionado
ou nao.

As restrigdes (3.5) e (3.6) existem para garantir que cada item apareca somente
uma vez e que cada posicdo tenha somente um item respectivamente. A restrigao (3.7)
garante que a varidvel g; ; receba 0 ou 1, caso esteja o elemento j esteja antes ou depois,
respectivamente. Isso acontece porque se estiver depois existird um y;x = 1 de modo
que o somatorio serd 1, caso contrdrio o resultado desse somatoério sera 0.

Um detalhe é que se ndo houver corte na lista atual todas as varidveis 4;; dela
terdo valor 0, assim todos os seus elementos sdo copias da lista i + 1 mantendo a
posicdo da coluna j. Como hd um elemento a menos na lista atual, um da lista inferior é
descartado (Figura 27).

As restrigdes (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) indicam as quatro situa¢des em que a
altura de um retangulo pode ser formada. A restrigdo (3.8) é a situacdo em que hd um
corte na posigdo j da lista i e esse corte é vertical. Nessa situagdo a altura do retangulo é
a maior altura dentre os seus componentes. A restri¢do (3.9) representa a situagdo na
qual hd um corte, mas ele é horizontal. Neste caso a altura do retangulo é a soma das
alturas dos retangulos componentes.

As restri¢des (3.10) e (3.11) sdo para o caso onde ndo héa corte naquela posigao.
Quando o retangulo esté antes do corte da lista (3.10) o ele recebe a altura do retangulo
diretamente abaixo (posicdo j da lista i + 1). Quando esta depois do corte da lista (3.11)
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é feito um deslocamento dos retangulos para ndo gerar lacunas, assim o retangulo atual
recebe o retangulo abaixo e a frente (da posicdo j + 1 da lista i + 1).

Os resultados dessas quatro situagdes ficam armazenadas nas varidveis hst; s
hst,; i, hsts; ; e hsty; ;. Essas quatro situagdes sdo excludentes, se uma for verdadeira, as
demais serdo falsas e as multiplicagdes as tornam nulas, a soma das quatro situagdes
resulta apenas na tinica situagdo valida e serd armazenada na varidvel /; ;. Essa soma
ocorre na restricao (3.12).

As restrigdes (3.13), (3.14), (3.15), (3.16) e (3.17) funcionam de forma andloga
as restri¢gdes (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12), porém para a largura do retangulo.
Semelhantemente, as varidveis wst, ; ;, wsty; ;, wsts; ;, wsty;; e w;; equivalem as varidveis
hsty;;, hsty; ;, hsts; ;, hsty; ; e h; ;, porém, para a largura.

Vale salientar que essas restri¢des poderiam ter sido condensadas em duas
restri¢cdes apenas (uma para a altura e outra para a largura) se as restri¢des (3.8), (3.9),
(3.10) e (3.11) fossem substituidas na restricao (3.12) e as restri¢des (3.13), (3.14), (3.15)
e (3.16) fossem substituidas na restricdo (3.17). Essa separagao foi feita com o intuito
de facilitar o entendimento do modelo matemaético e, na sessdo seguinte, simplificar a
linearizagdo desse modelo.

As restri¢oes (3.18) e (3.19) forcam que os retangulos tenham dimensdes positivas
e ndo ultrapassem as medidas das placas, Hb para altura e Wb para largura (como
mostra a Figura 28) e as restrigdes (3.20), (3.21) e (3.22) indicam quais varidveis sdo reais

positivas e quais sdo bindrias.

3.1.2 Processo de linearizacao

Essas equagdes expressam o comportamento do problema de corte bidimensional
guilhotinado sob a forma ndo linear. Apesar da forma ndo linear permitir a compreensao
do modelo, os métodos de resolugdo de sistemas ndo lineares sdo complexos e, muitas
vezes, invidveis para aplicagdes préticas. Dessa forma, para podermos aplicar métodos
de resolucdo lineares, como o método simplex, algumas adaptagdes devem ser feitas.

A primeira delas é desfazer a multiplicagdo entre varidveis que ocorre na restrigdo
(3.3). Inicialmente os somatdrios serdo separados e atribuidos a outra varidvel. Dentro
do somatério a multiplicagdo é entre uma constante e uma varidvel, o que é permitido

em sistemas lineares.

n

hsta, ; = Z(xi,]- - Hit;), ¥ (3.23)

i=1

wsta, ; = Z(x,,j - Wit), V] (3.24)
i=1



Capitulo 3. Modelo Matemdtico 48

hst1,,; = (1 —1)) - hsta, ;, V] (3.25)
hsty ;= rj - wsta,;, ¥ (3.26)
hn,]' = I’LSth,]' + hStzln’]‘, V] (327)

A substitui¢do ndo promove grandes mudangas, mas permite transformar a
multiplica¢do, que antes era de uma varidvel com um somatoério de varidveis em uma
multiplicagdo entre duas varidveis apenas, sendo uma delas binéria (r;) e a outra real
(hsta,; na restricao (3.23) e wsta, ; na restrigdo (3.24)).

O fato de ser uma multiplicagdo entre uma varidvel bindria e uma linear e que
essa variavel linear possui um limite superior (as dimensdes da placa), pode-se usar
restri¢des extras para substituir a multiplicacdo. Esse método consiste em limitar o valor
maximo e o minimo de uma varidvel mult com base nos valores da varidvel linear e da

varidvel bindria multiplicada pelo limite superior da varidvel linear.

mult =>b-1 (3.28)
mult <b-M (3.29)
mult <1 (3.30)
mult >1-M~+M-b (3.31)
mult > 0 (3.32)

A multiplicacdo entre uma varidvel bindria e uma linear ndo-nula positiva na
equacdo (3.28) pode ser substituida pelas inequagdes (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32) desde
que exista uma constante M de modo que a variavel linear / seja menor ou igual a
constante M. Desse modo, o resultado da multiplicacdo dependera do valor que a
varidvel bindria b assuma, ou seja 0 ou 1.

Substituindo b por 0 na inequacdo (3.29), teremos que o resultado mult devera
que ser menor ou igual a 0. Como a varidvel [ € maior que 0, ser menor ou igual a 0
(restrigdo (3.29)) respeita a inequacao (3.28). Substituindo b por 0 na inequacdo (3.31),
teremos que o resultado mult deverd que ser maior ou igual a I — M. Como M é uma
constante maior ou igual a /, esse resultado serd no maximo 0 e mult terd que ser maior
que 0 (caso I = M) ou que um ntmero negativo (caso I < M). Desse modo, ser maior ou
igual a um ntimero negativo ou nulo respeita a inequagao (3.32), que diz que deve ser
maior ou igual a 0. Como mult deve ser menor ou igual a 0 e maior ou igual a 0. O tinico
resultado que atenda a essas restrigdes é 0.

Substituindo b por 1 na inequacdo (3.29), teremos que o resultado mult devera

ser menor ou igual a M. Como a variavel / ¢ menor ou igual a M, ser menor ou igual a |
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(inequacdo (3.30)) respeita a inequacgdo (3.29). Substituindo b por 1 na inequacao (3.30),
teremos que o resultado mult deverd que ser maior ou igual a I — M + M, ou seja, maior
ou igual a I. Como [ é uma varidvel maior que 0, ser maior ou igual a / (restri¢do (3.31))
respeita a inequacao a inequacdo (3.32), que diz que deve ser maior ou igual a 0. Como
mult deve ser menor ou igual a [ e maior ou igual a /. O tinico resultado que atenda a
essas restri¢des é I. Tal comportamento estd expresso na Figura 29.

Figura 29 — Multiplicacdo de uma variavel bindria e uma linear expressa como um
sistema de inequagdes.

Caso b=0 Caso b=1
mult<b-M ? l IM
mult <1 : :
mult=1-M +b-M EM... f
mult > 0 Q 9 1‘
mult ¢ L

Fonte: Autoria propria

Aplicando o método na equacdo (3.25) e (3.26) teremos o seguinte sistema de

inequagoes.
hst1,; < Hb —Hb-r;,¥j (3.33)
hsti,,,; < hsta, ;,Vj (3.34)
hsti,,,; > hsta, ;— Hb-71;,Vj (3.35)
hst1,,; > 0,Vj (3.36)
hsty,j < HB-rj, V] (3.37)
hsty ., j < wsta, ;, V] (3.38)
hsty . ; > wsta,;— Hb+ Hb-1;,¥j (3.39)
hstyn; 2 0,¥] (3.40)

O mesmo método pode ser aplicado a equacdo (3.4), inicialmente separando
os somatorios e substituindo as multiplicagdes de varidveis pelo seguinte sistema de
inequagoes.

wsty,,; < Wb—Wb-1;,¥j (3.41)

wsty,,; < wsta,j,¥j (3.42)
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wsty ;> wsta, ;— Wb -r;,Vj (3.43)
wsty,,; > 0,¥] (3.44)
wsty,; < Wb-1;,¥j (3.45)
wsty,; < wsta,j, ¥ (3.46)
wsty ;> wsta,j— Wb+ Wb-r;,Vj (3.47)
wsty,,; > 0,¥] (3.48)
Wy,j = WSty ; + Wsty, ;, V] (3.49)

A préxima restrigdo que precisa ser linearizada é a restrigdo (3.8). Nela, hd, além
da multiplicacdo de varidveis, a fungdo max, que é uma fungdo ndo linear.

Para transformar essa fungdo em uma funcéo linear, primeiro ela sera transfor-
mada em uma multiplica¢do de varidveis. Basicamente, uma varidvel bindria hbga sera
usada para informar quem € a maior alturas dos retangulos da lista abaixo, se h;,1,; ou
his1,j41. Além disso, restricdes extras serdo adicionadas para garantir que a soma dessas
duas varidveis multiplicadas, uma por hbga e outra por 1 — hbga sempre sejam maiores
que as duas variaveis. Desse modo, a fungdo max(h;.1,j, hi1,j+1) sera substituida pelas

sistema de inequagdes.

hstp;j = (1 — hbga; ;) - hiv1,; + hbga;j - his1 i1, Vi <mn,j<i (3.50)
hStPi,]‘ > hi+1,j; Vi < Tl,j <i (351)
hstp;; > hi1j1,¥i<n,j<i (3.52)

Feito isso, 0 método descrito anteriormente pode ser aplicado sobre as duas
multiplicacdes de varidveis que ocorrem na equagdo (3.50) de modo que ela serd

substituida pelo seguinte conjunto de restric¢oes.

hsta;; <2-Hb—2-Hb-hbga;;,¥i<n,j<i (3.53)
hsta;; < hiy;,Vi<n,j<i (3.54)
hsta;; > 0,Vi<n,j<i (3.55)
hsta;; > hiy1; — 2+ Hb-hbga; j,¥i<n,j<i (3.56)
hstb;; <2-Hb-hbga;;, Vi <mn,j<i (3.57)

hStbi,]‘ < hi+1,]'+1, Vi< Tl,j <i (358)
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hstb;; > 0,¥Yi<mn,j<i (3.59)
hstb;j > hiy1;—2-Hb+2-Hb-hbga;;,¥Yi<n,j<i (3.60)
hstp;; = hsta; ; + hstb; ;,¥i<n,j<i (3.61)

F importante notar que, neste caso, 2 - Hb foi utilizado no lugar de M e nao apenas

Hb, como foi na linearizag¢do anterior. Isso foi feito porque ha quatro possibilidades de

juncdo ou cépia dos retdngulos da lista inferior (i + 1) para a lista atual (i) e se delas

se mostrar invidvel, todas elas seriam descartadas nesse momento, mesmo que uma

delas fosse viavel. Desse modo, essa folga foi acrescida para permitir tamanhos além do

tamanho da placa nas varidveis auxiliares, porém nas varidveis principais das alturas e

larguras dos retangulos, a restri¢do de ser menor ou igual as respectivas dimensdes da

placa permanecem.

Analogamente, a mesma coisa pode ser feita com a restrig¢do (3.14), gerando o

seguinte conjunto de inequagdes.
wsta;; <2-Wb—2-Wb-wbga;;j,Vi<n,j<i
wsta;; < Wiy, Yi<n,j<i
wsta;; > 0,Vi<n,j<i
wsta;j > wi,; —2- Wb -wbga;j,¥i<n,j<i
wstb;; <2- Wb -wbga;;,Yi<n,j<i
wsth;j < Wiy, Vi<n, j<i

wsth;; > 0,Vi<n,j<i

ij 2
wsth;j > wiy1,j—2-Wb+2-Wb-wbga;j,¥i<n,j<i
wstp; ; = wsta; ; + wsth;;,¥Vi<n,j<i
wstp;; > Wi ;,Vi<n, j<i
Wstp;j > Wig1,j41, Y1 <1, j < i

Assim, as restricoes (3.8) e (3.14) serdo reescritas como

hStlll’,]' = y,',]' * 0 hStpi,]', Vi < Tl,j <i

wsty; i =y (1 —v;) wstp;¥Ni<mn,j<i

(3.62)
(3.63)
(3.64)
(3.65)
(3.66)
(3.67)
(3.68)
(3.69)
(3.70)
(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)
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Visto que hstp; ; e wtsp; ; sdo as varidveis que recebem o resultado da fungéo max,
convertida no sistema de inequagoes.

Por fim, as multiplica¢des das restri¢des (3.9), (3.10), (3.11), (3.13), (3.15) e (3.16),
além das equacdes (3.73) e (3.74) que substituem as restri¢des (3.8) e (3.14) precisam ser
linearizadas. O método é exatamente o mesmo da linearizacdo da multiplicacdo de uma
varidvel bindria e uma linear. As tinicas diferencas estdo na quantidade de inequagdes,
visto que uma inequagdo a mais serd criada para a segunda varidvel bindria e inequagdo
(3.31), onde haverao duas variaveis bindrias e a constante M serd multiplicada por 2.

O conjunto de inequacgdes para substituir a multiplicacdo entre duas varidveis

bindrias e uma real positiva ficaria da seguinte forma.

mult =by -by -1 (3.75)
mult < b, - M (3.76)
mult < b, -M (3.77)
mult <1 (3.78)
mult >1-2-M+M-b;+ M- b, (3.79)
mult > 0 (3.80)

Assim, as restri¢oes (3.9), (3.10), (3.11), (3.13), (3.15), (3.16), (3.73) e (3.74) seriam
reescritas da seguinte forma. Primeiro a restri¢do (3.73) que substitui a (3.8).

hsti;; <2-Hb-y;;,Yi<n,j<i (3.81)
hsty;j <2-Hb-v;,Vi<n,j<i (3.82)
hsty;; < hstp;;,Vi<mn,j<i (3.83)
hsty;; > hstp;;—4-Hb+2-Hb-y;; +2-Hb-v;,¥i<n,j<i (3.84)
hsti;; >0,¥i<n,j<i (3.85)

A restrigdo (3.9) ficara da seguinte forma.

hsty;; <2-Hb-y;;,Vi<n,j<i (3.86)
hStz/i,]' <2-Hb-2-Hb-v;, Vi< n,j <i (387)
hsty;j < hiv1j+ Nivyjar, Yi<n, j<i (3.88)

hStz/i,]' > (hi+1,]‘ + hi+1,j+1) —-2-Hb+2-Hb- Yij— 2-Hb- v;, Vi < Tl,j <i (389)
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hstz,i,]' >0,VYi< Tl,j <i (3.90)

A restri¢do (3.10) ficard da seguinte forma.

hsty;; <2-Hb—2-Hb-vy;;,Vi<n,j<i (3.91)
hsts;,; <2 -Hb—2-Hb-a;;,¥i<n,j<i (3.92)
hsts;; < By, Mi<m,j<i (3.93)
hsty;; > hin;—2-Hb-yi;—2-Hb v, ¥i<n,j<i (3.94)
hsts;; > 0,¥i<n,j<i (3.95)

A restricdo (3.11) ficard da seguinte forma.

hsty;j <2-Hb—-2-Hb-y;;Yi<n,j<i (3.96)
hsty;; <2-Hb-a;;,¥i<n,j<i (3.97)
hsty;j < hip1j,Vi<n, j<i (3.98)
hsty;j > hiy1j41 +2-Hb—2-Hb-y;j +2-Hb-v;,Yi<n,j<i (3.99)
hsty;; >0,Vi<n,j<i (3.100)

A restrigdo (3.13) ficara da seguinte forma.

wsty;; <2-Wb-y;;,Vi<n,j<i (3.101)
wsty;; <2-Wb-v;,Vi<n,j<i (3.102)
ZUStlli,]‘ < Wig,j + wi+1,]-+1,\{i < Vl,j <i (3.103)

ZUStLiJ > (wi+1,j + wi+1,]-+1) —4-Wb+2-Wb- Yij + 2-Wb-v;, Vi< n,j <i (3.104)
wsty;;>20,Vi<n,j<i (3.105)

A restrigdo (3.74) que substitui a (3.14) ficara da seguinte forma

wstz,i,j < 2-Wb- yi,j/ Vi < Tl,j < i (3106)
wsty;; <2-Wb—2-Wb-v;,¥i<n,j<i (3.107)
wsty;; < wstp; ,Vi<n, j<i (3.108)

wsty;; > wstp; ;=2 -Wb+2-Wb-y;; —2-Wb-v;,Vi<n,j<i (3.109)
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wsty; ;= 0,Yi<mn,j<i (3.110)

A restrigdo (3.15) ficara da seguinte forma.

wstz;; <2-Wb—2-Wb-y;;,Vi<n,j<i (3.111)
wstz;; <2-Wb—2-Wb-a;;,Vi<n,j<i (3.112)
wstz;j < Wip,;,Vi<n, j<i (3.113)
wstz;; > Wis,j—2-Wb-y;; —2-Wh-v;,Vi<n,j<i (3.114)
wstz;;>0,Vi<n,j<i (3.115)

A restrigdo (3.16) ficara da seguinte forma.

wsty;; <2-Wb—2-Wb-y;;,Vi<n,j<i (3.116)
wsty;; <2-Wb-a;;,Vi<n,j<i (3.117)
W8ty j < Wigy,j41, Y1 <m, j <0 (3.118)
wsty;; > Wisr,j41 +2-Wb=2-Wh-y;i +2-Wb-v;,Vi<n,j<i (3.119)
wsty;; >0,¥Yi<mn,j<i (3.120)

3.1.3 O modelo matematico linear

Como mencionado anteriormente, o problema de corte bidimensional guilhoti-
nado em sua variante do problema de corte e estoque foi abordado como um problema
compostos por varias listas, nas quais, dois retangulos da lista atual serdo unidos em
um retangulo da lista seguinte ou, caso a unido néo seja possivel, o tltimo retangulo da
lista atual ndo integrara a lista seguinte. Desse modo, a primeira lista conterd todos os
itens que compdes o problema e as listas seguintes terdo sempre um retangulo a menos
até que reste apenas um retangulo.

Cada unido bem sucedida reduzird o namero total de placas necessarias para
acomodar todos os itens, visto que elas implicam que os dois retangulos unidos na lista
atual cabem em um tnica placa. Cada retangulo da primeira lista correspondera aos
itens do problema e a ordem em que esses itens estdo dispostos nessa lista afetard a

unido ou a eliminagdo dos retangulos, tanto da lista inicial quanto das seguintes.
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Cada retangulo eliminado em cada lista ou ocupara uma placa, de modo a ndo
caber mais nenhum retangulo (caso a solucdo seja 6tima), ou existird uma outra ordem
de disposicdo dos itens na lista inicial em que esse retangulo eliminado seja uma placa
completa.

A primeira lista conterd os itens do problema, assim ndo existirdo cortes nessa
lista. A partir da segunda lista haverd, no maximo, um corte de modo que o retangulo

dessa lista podera ser uma dessas quatro situagdes:

1. O retangulo é um corte vertical, logo a altura serd a maior das alturas dos dois

retangulos abaixo e a largura serd a soma das larguras deles;

2. Oretangulo é um corte horizontal, logo a altura serd a soma das alturas dos dois

retangulos abaixo e a largura sera a maior das larguras deles;

3. Oretangulo esta antes da unido (se ndo ha unido, ele é considerado antecessor),

logo ele é o mesmo retangulo da lista anterior

4. O retangulo estd depois da unido, logo ele é o retdngulo da posicdo seguinte da

lista anterior

Dada essas caracteristicas, podemos definir o modelo matematico linear do

problema de corte bidimensional guilhotinado da seguinte forma:

max HZ_'I‘ Zl: Vi (3.121)

i=1 j=1

Sujeito a:
n—1
v, <L Vi<n (3.122)
j=1
x;j=1,Vi (3.123)
j=1
n
XZ',]' = 1, V] (3124)
i=1
hsta,, ; = Z(xi,j -Hit),Vj (3.125)
i=1
n
wsta, ; = Z(xi,]- - Wit)), ¥ (3.126)

i=1

hsti,,j < Hb— Hb -, ¥ (3.127)
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hsty,,,; < hsta, ;,Vj (3.128)
hsty,; > hsta, ;— Hb-r;,Vj (3.129)
hsti,,; 2 0,¥] (3.130)
hsty,; <HB-r;,Vj (3.131)
hsty,; < wstay,j,¥j (3.132)
hst, ;> wsta, ;— Hb + Hb-1;,V¥j (3.133)
hsty ;> 0,¥j (3.134)
hyj = hsty,,j + hsty, j, ¥ ] (3.135)
wsty,; < Wb—Wb-1;,¥j (3.136)
wsty,,; < wsta,j,¥j (3.137)
wsty ,,j > wsta, ;— Wb -r;,Vj (3.138)
wsty,; > 0,Y] (3.139)
wsty,; < Wb-1;,¥j (3.140)
wsty,,; < wsta,j, ¥ (3.141)
wsty ;> wsta,j— Wb+ Wb-r;,Vj (3.142)
wsty,,; =2 0,¥] (3.143)
Wy,j = WSt + WSt j, V] (3.144)
i
a,; = Z v Vi<n,j<i (3.145)
k=1
hsta;; <2-Hb—2-Hb-hbga;; Vi <mn,j<i (3.146)
hsta;j < hiy1;,Vi<n,j<i (3.147)
hsta;; > 0,¥Vi<n,j<i (3.148)
hsta;; > hiz1,j—2-Hb-hbga;j,¥i<n,j<i (3.149)

hstbi,]‘ <2-Hb- hbgﬂi,]', Vi< n,j <i (3.150)
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hstb;; < hip1jn,Vi<n, j<i (3.151)
hstbjj > 0,¥i<n,j<i (3.152)
hstb;;j > hiy1,;—2-Hb+2-Hb-hbga;j,¥i<n,j<i (3.153)
hstp;; = hsta;j + hstb; j, Vi <n, j<1i (3.154)
hstp;; > hiy1j,Vi<n,j<i (3.155)
hstp;; > hi1j1,Vi<n, j<i (3.156)
wsta;; <2-Wb—2-Wb-wbga;;j,Vi<mn,j<i (3.157)
wsta;; < Wiy, Yi<n, j<i (3.158)
wsta;; > 0,Vi<n,j<i (3.159)
wsta;j > Wiy, —2- Wb -wbga;j,¥i<n,j<i (3.160)
wstb;; <2-Wb-wbga;;,¥i<n,j<i (3.161)
wsth;j < Wiy, Vi <n, j<i (3.162)
wsth;; > 0,Yi<n,j<i (3.163)
wstb;j > wiy1,j—2- Wb +2-Wb-wbga;j,¥i<n,j<i (3.164)
wstp; ; = wsta; ; + wsth;;,¥Vi<n,j<i (3.165)
wstp;; > Wis,;,Vi<n, j<i (3.166)
wWstp;j = Wip1,j41, Y1 <1, ] <0 (3.167)
hsti;;j <2-Hb-y;;,Vi<mn,j<i (3.168)
hsti;; <2-Hb-v;,¥Yi<n,j<i (3.169)
hsty;; < hstp;;,Vi<mn,j<i (3.170)
hsty;; > hstp;j—4-Hb+2-Hb-y;;+2-Hb-v;,Vi<n,j<i (3.171)
hst1;;>0,Vi<n,j<i (3.172)
hsty;; <2-Hb-y;;Yi<n,j<i (3.173)

hsty;; <2-Hb—2-Hb-v;,Yi<n,j<i (3.174)
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hsty;; < hip1j+ higy i, Vi<n, j<i (3.175)
hsty;; > (his,j + hiv1,je1) —2-Hb+2-Hb-y;j —2-Hb-v;,Vi<n,j<i (3.176)
hsty;j>0,Vi<n,j<i (3.177)
hsts;; <2-Hb—-2-Hb-y;;¥i<n,j<i (3.178)
hstz;j<2-Hb—2-Hb-a;;,¥i<n,j<i (3.179)
hstz;; < hip1j,¥i<n,j<i (3.180)
hstz;j > hiy1;—2-Hb-y;;—2-Hb-v;,Yi<n,j<i (3.181)
hstz;;>0,¥i<n,j<i (3.182)
hsty;j <2-Hb—-2-Hb-y;;Yi<n,j<i (3.183)
hsty;; <2-Hb-a;;,¥i<n,j<i (3.184)
hsty;j < hip1j,Vi<n, j<i (3.185)
hsty;j > hiy1jp1 +2-Hb—2-Hb-y;j +2-Hb-v;,Yi<n,j<i (3.186)
hsty;; >0,Vi<n,j<i (3.187)
hi; = hsty;;+ hsty;; + hsts; ; + hsty; ;,Vi<n, j<1i (3.188)
wsty;; <2-Wb-y;;,Vi<n,j<i (3.189)
wsty;; <2-Wb-v;,Vi<n,j<i (3.190)
wsty;j < Wip1,j + Wig,jy1, Vi <n,j < (3.191)

ZUStLiJ > (wi+1,j + wi+1,]-+1) —4-Wb+2-Wb- Yij + 2-Wb-v;, Vi< n,j <i (3.192)

wsty;;>20,Yi<n,j<i (3.193)
wsty;; <2-Wb-y;;,Vi<n,j<i (3.194)
wsty;; <2-Wb—2-Wb-v;,Vi<n,j<i (3.195)
wsty;j < wstp; ,Yi<n,j<i (3.196)
wsty;; > wstp;j—2-Wb+2-Wb-y;; —2-Wb-v;,Vi<n,j<i (3.197)

wsty;; =2 0,Yi<n,j<i (3.198)
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wstz;; <2-Wb—2-Wb-y;;,Vi<n,j<i (3.199)
wstz;; <2-Wb—2-Wb-a;;,Vi<n,j<i (3.200)
wstz;; < Wis,;, Vi<n, j<i (3.201)
wstz;; > Wis,j—2-Wb-y;;—2-Wh-v;,Vi<n,j<i (3.202)
wstz; ;> 0,¥i<mn,j<i (3.203)
wsty;j <2-Wb—2-Wbh-y;;,Vi<n,j<i (3.204)
wsty;; <2-Wb-a;;,Vi<n,j<i (3.205)
Wsty;; < Wis1,j41, Vi <n,j<i (3.206)
wsty;; > Wis,j41 +2-Wb=2-Wb-y; i +2-Wb-v;,Vi<n,j<i (3.207)
wsty;;20,Yi<n,j<i (3.208)
W;; = wsty;;j + wsty;;j + wstz;; + wsty; ;,Vi<n, j<i (3.209)
0<hj<HbVij<i (3.210)
0<w;; <WbVij<i (3.211)
hij, hst;j, hsta;; € R*, Vs € {1,2},i=n,j<i (3.212)
wj j, wst j, wsta;; € R*,¥s € {1,2},i=mn,j <i (3.213)
hij, hsts; ;, hsta; ;, hstb; ;, hstp;j € R*,¥s € {1,2,3,4},i <n,j<i (3.214)
w; j, wsts; j, wsta; j, wsth; ;, wstp;; € R*,Vs €{1,2,3,4},i <n,j<i (3.215)
xij, 7 €1{0,1}, Vi, j < i (3.216)
Vi, a0 €10,1},Vi<n,j<i (3.217)

A equacdo (3.121) tentard maximizar o nimero de cortes que estdo sendo
representadas pela variavel y; ;, como s6 hé cortes a partir da segunda lista, o indice i
ndo atingird o nimero total de retangulos (1) e o indice j ndo ultrapassara o indice i,
formando assim uma matriz triangular.

Como em cada lista ocorrerd, no maximo, um corte, a restri¢ao (3.122) forcara
com que a soma de todos os cortes (y;; = 1) existentes em cada lista seja no maximo 1,
para todas as listas do problema, exceto a lista n (Vi < n).
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A ordem dos itens dispostos na primeira lista (lista 1) serd definida pela varidvel
x;; de modo que se o item i estiver na posicdo j da lista 1, entdo x;; = 1, sendo x;; = 0. A
restri¢do (3.123) garante que um item 7 apareca apenas em uma posicao j e a restri¢do
(3.124) garante que cada posic¢do j tenha apenas um item .

A altura e a largura do retdngulo j da lista n serd a altura e a largura do item
alocado aquela posicdo, todavia, se este item estiver rotacionado, a altura e a largura se
inverterdo. Entdo uma altura e larguras tempordrias (hsta, ; e wsta, ;, respectivamente)
armazenardo a altura e a largura dos itens ali alocados antes da aplicagdo das rotagdes.
A restricao (3.125) define que a altura temporaria hsta, ; serd o somatério das alturas dos
itens (Hit;) multiplicadas pelas varidveis de posicdo (x; ;). Como a varidvel de posicdo
sO serd 1 se o item i estiver na posigdo j, as alturas das demais posi¢oes serdo zeradas,
mantendo apenas a altura do item alocado aquela posicdo. A restrigao (3.126) faz a
mesma coisa, porém para a largura.

Com as alturas e larguras temporarias definidas, as dimensdes do retangulo j
da lista n ficam dependendo apenas se o item ali alocado esta rotacionado ou ndo. A
variavel 7; define isso, se seu valor for 0, o item ndo estéd rotacionado, se for 1, o item
esta rotacionado.

Para realizar essa decisdo na forma de um “if...else", uma multiplicagdo por 1 - 7;
ou r; seré realizada em cada situagdo. Caso a primeira situagao (item nao rotacionado
ou r; = 0) seja verdadeira, a altura sera hsta, ;- (1 —rj), caso a segunda situagao (item
rotacionado ou 7; = 1) a altura serd wsta,; - r;. As restri¢des (3.127), (3.128), (3.129) e
(3.130) realizam a primeira multiplicacdo na forma de inequacdes lineares e armazena
seu resultado em hst, , ;, enquanto as restri¢des (3.131), (3.132), (3.133) e (3.134) realizam
a segunda multiplicagdo e armazena seu resultado em hst, ,, ;. Os valores 1 — r; e r; sdo
expressdes bindrias excludentes, de forma que se uma for verdadeira a outra seré falsa
e seu valor zerado. Assim, (h, ;), que representa a altura do retdngulo j da lista n sera
simplesmente a soma das duas situagdes (hst;,,; e hst,, j), representada na restricdo
(3.135).

O mesmo ocorre com a largura, a primeira situagdo estd descrita nas restri¢coes
(3.136), (3.137), (3.138) e (3.139) e representada pela varidvel wst; , ;. A segunda situagéo
estad descrita nas restri¢des (3.140), (3.141), (3.142) e (3.143) e a varidvel representa essa
situacdo € wst,, ;. Semelhante ao que acontece com a altura, basta somar as larguras
nas duas situagdes (pois sdo excludentes) e teremos a largura do retangulo j da lista n
(varidvel w, ;). Fato denotado na restrigdo (3.144).

Ap6s a primeira lista, todas as demais podem assumir até quatro valores
provenientes de quatro situa¢des distintas: se é um corte vertical ou horizontal, se ndo é
corte e estd antes do corte da lista ou depois do corte da lista. Ser um corte esta definido
na variavel y; ;, ser vertical ou horizontal cabe a varidvel v; e estar antes ou depois

do corte da lista atual esta definido na varidvel 4;;. As duas primeiras varidveis sao
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variaveis de decisdo, todavia a varidvel g;; ¢ uma varidvel derivada da variavel y; ;. A
forma de gerar o valor dessa varidvel esta descrita na restrigao (3.145), se todos os y; ; da
lista atual, até o retangulo atual, forem 0, significa que ndo hd nenhum corte antes e a
variavel a;; serd igual a 0. Se um y; ; for 1, entdo ha um corte antes e a varidvel a;; tera
valor 1.

Assim como foi feito com a varidvel r; para saber se o retangulo j da lista n estava
rotacionado ou ndo, multiplicagdes por y;; e 1 — y; ; definirdo se ha ou ndo um corte
naquele ponto. Havendo um corte, multiplica¢des por v; e 1 — v; definirdo se o corte é
vertical ou ndo. Nao havendo uma unido, multiplica¢des por 4;; e 1 — a; ; definirdo se o
retangulo da lista atual estd antes ou depois do corte da lista.

Todavia, antes de calcular as quatro situagdes é necessdrio calcular a funcao max
para saber qual é a maior dimensao dos dois retdngulos da lista seguinte que poderdo
ser unidos. Esse calculo é realizado tanto para a altura (quando o corte é vertical)
quanto para a largura (quando o corte é horizontal). Quando o corte for vertical, uma
varidvel bindria hbga; ;, indicando que o retangulo seguinte (retangulo “b”) é maior que
o retangulo da coluna atual (retdngulo “a”), sera utilizada. Seu uso se baseara na logica
do “if...else” com as multiplicagdes por hbga;; e 1 — hbga; ; para os casos onde o segundo
é maior que o primeiro ou o onde o segundo é maior que o primeiro, respectivamente.

Essas multiplica¢des sdo representadas pelas restri¢gdes (3.146), (3.147), (3.148) e
(3.149) para o caso do primeiro retangulo ser o maior e pelas restri¢des (3.150), (3.151),
(3.152) e (3.153) para o caso do maior ser o segundo retangulo. As variadveis hsta; ; e hstb; ;
receberdo esse valores respectivamente. Como as expressdes sdo excludentes, a soma
dessas varidveis terd a maior altura apenas. Essa soma é guardada na variavel hstp; ; na
restri¢cdo (3.154) e entdo é comparada com os retangulos cortados (os retangulos je j+1
da lista 7 + 1) nas restrigdes (3.155) e (3.156), caso nao seja verdadeira, entdo a varidvel
hbga; ; deve ter seu valor alterado.

A mesma légica pode ser aplicada a largura, onde as restri¢des (3.157), (3.158),
(3.159) e (3.160) e a variavel wsta; ; representam o retangulo “a”. As restri¢des (3.161),
(3.162), (3.163) e (3.164) e a varidvel wstb; ; representam o retangulo “b”. As restri¢des
(3.165), (3.166) e (3.167), juntamente com a varidvel bindria wbga;; garantirdo que
na variavel wstp; ; sera armazenada apenas a maior largura entre os dois retangulos
cortados.

Com os resultados da fungédo max armazenados nas varidveis hstp; ; e wstp; ; para
altura e largura é possivel calcular as quatro situagdes descritas no inicio da sessao.
Iniciando pela altura, a primeira situagdo é quando ha um corte e ele é vertical (y;; = 1e
v; = 1). Nessa situagdo a altura serd a maior altura dos itens cortados (ou seja, hstp; ;) e
as multiplica¢Oes entre as varidveis esta definida nas restri¢des (3.168), (3.169), (3.170),
(3.171) e (3.172). Seu resultado é armazenado na variavel hst ; ;.

A segunda situagdo é quando ha um corte e ele é horizontal (y;; = 1 e v; = 0).
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Nesse caso a altura serd a soma das alturas dos itens cortados e a multiplicagdo entre
as variaveis esta definida nas restri¢des (3.173), (3.174), (3.175), (3.176) e (3.177). Seu
resultado é armazenado na variavel hst, ;.

A terceira situagdo é quando ndo hd corte e este retangulo estd antes do corte
da lista atual (y;; = 0 e a;; = 0). Assim, a altura sera a altura do retangulo diretamente
abaixo e a multiplica¢do entre as varidveis estd definida nas restri¢des (3.178), (3.179),
(3.180), (3.181) e (3.182). Seu resultado é armazenado na variavel hsts ; ;.

Por fim, a quarta situacdo é quando nao hé corte e o retangulo estd depois do corte
da lista atual (y;; = 0 e 2;; = 1). Desse modo, a altura serd a altura do retangulo seguinte
ao que esta abaixo e a multiplicacdo entre as varidveis estd definida nas restri¢des (3.183),
(3.184), (3.185), (3.186) e (3.187). Seu resultado é armazenado na varidvel hsty; ;.

A altura final nesse caso serd a soma dessas quatro situagdes, visto quando uma
for verdadeira, todas as demais serdo falsas e sempre havera uma situagdo verdadeira.
Essa altura serd armazenada na varidvel /; ; e estd descrita na restri¢ao (3.188).

Para a largura, a primeira situacgdo estd descrita nas restri¢des (3.189), (3.190),
(3.191), (3.192) e (3.193) e armazenada na variavel wst;;;. A segunda situagdo esta
descrita nas restricoes (3.194), (3.195), (3.196), (3.197) e (3.198) e armazenada na variavel
wsty; ;. a terceira situagdo esta descrita nas restri¢des (3.199), (3.200), (3.201), (3.202) e
(3.203) e armazenada na varidvel wsts; ;. E, por fim, a quarta situagdo estd descrita nas
restrigdes (3.204), (3.205), (3.206), (3.207) e (3.208) e armazenada na varidvel wst,; ;. Sendo
todas essas situagdes unidas na varidvel w; ; na restri¢ao (3.209).

As restrigdes (3.210) e (3.211) definem que as alturas e larguras de nenhum dos
retangulos pode ser 0 ou ultrapassar as dimensdes das placas (Hb para altura e Wb para
largura). As restri¢des (3.212), (3.213), (3.214), (3.215), (3.216) e (3.217) definem quais os
escopos de cada variavel.
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4 UMA ABORDAGEM EXATA COMPUTACIONAL

Apesar do modelo matematico gerar e garantir a otimalidade das solugdes,
um algoritmo exato especifico para o problema torna o processo, por vezes mais
simplificado. Isso porque hé caracteristicas do problema que precisam ser adaptadas
ao formalismo matemadtico e que poderiam ser trabalhadas de outra maneira pelas
ferramentas computacionais.

No modelo matematico proposto nesse trabalho, ha diversas multiplica¢des por
varidveis bindrias e essas foram colocadas como uma forma de tomada de decisao.
Essa tomada de decisdo matemaética poderia ser substituida por simples comparacdes
“if...else” das linguagens computacionais e boa parte das restri¢des geradas para garantir
a integridade do modelo sem ferir a linearidade do mesmo poderiam ser substituidas,
por exemplo.

A simples substituigdo das ferramentas matematicas por ferramentas computaci-
onais ndo garante que solugdes sejam encontradas mais rapidamente, porém, devido
a quantidade de multiplica¢des de varidveis bindrias substituindo “if...else” (inclusive
aninhadas), a fun¢do nao linear max e a matriz X,,, que representa a ordem e que, na
computagdo, poderia ser somente um vetor, existem boas razdes para acreditar que
uma solugdo computacional poderia ter resultados em menos tempo que uma solugdo

matematica.

4.1 BUSCA EM PROFUNDIDADE

O primeiro algoritmo exato a ser testado é dos mais antigos, todavia ainda um
importante método, o algoritmo de busca em profundidade. E dificil precisar quem
propos o algoritmo, até mesmo pelas datas de estudo do mesmo, entretanto alguns
autores como Luo, Yu e Yuan (2016), Young e Etzkorn (2016) e Sadaphule e Shaikh
(2016) acreditam ser do matematico francés Charles Pierre Trémaux no século 19, devido
as suas investigagdes sobre uma versdo desse método como estratégia para encontrar
saidas de labirintos.

A Figura 30 exemplifica a busca em profundidade para encontrar saidas de
labirintos. Nela um labirinto (a) é modelado como um grafo (b), sobre esse grafo é
aplicado a busca em profundidade (c) e o resultado é aplicado no labirinto original (d).

A busca em profundidade funciona passando sempre ao primeiro vértice adja-
cente ao vértice atual, indo o mais profundo possivel e quando esgotadas as possibilida-

des de descida daquele vértice, o algoritmo retrocede ao vértice anterior. Esse processo
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Figura 30 — Busca em profundidade aplicada a resolucdo de labirinto.
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Fonte: Autoria prépria

se repete até que o vértice objetivo seja alcancado ou que o algoritmo retorne ao vértice
inicial indicando que o objetivo ndo existe.

Para implementar a busca em profundidade para o problema de corte bidi-
mensional guilhotinado foi usada a abordagem baseada em listas. Essa abordagem
possibilita que algumas das redundéncias descritas por Christofides e Whitlock (1977)
sejam evitadas, como a questdo da normalizacdo e localizagdo dos cortes (Figura 31).
Isso acontece porque os arranjos sdo montados de baixo para cima através de sucessivas
unides, de forma que ndo se formam espagos entre eles (Figura 31 (a)). A redundancia
da ordem dos itens dentro de uma unido (a|b = bja) é resolvida com a ordenacao das
operacOes de unides entre os itens. Nessa regra, o primeiro item é unido sempre com

um item posterior, garantindo que aparega a|b, mas ndo permite b|a.

Figura 31 — Normalizacgdo dos cortes para evitar redundéncia na geragdo dos padrdes.
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Fonte: (CHRISTOFIDES; WHITLOCK, 1977)

Inicialmente nao foi feito tratamento de estados duplicados gerados pela ordem

de unides que ndo interferem umas nas outras, como por exemplo, unir os itens A e B, C
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e D, E e F. Independente da ordem em que sdo feitas essas unides, a lista gerada sera
(AIB), (C|D) e (E|F), todavia, na arvore de decisdo, cada unido dessas é uma ramificagcao
e varias ramificacdes irdo gerar o mesmo estado, o que é redundante e prejudica a

eficiéncia do algoritmo.

Figura 32 — Redundancia causada por diferentes ordens de unides independentes.

- /AB/CIDE[F - [AB|CID [EfF]
-[AB/CD[gF|  -[ABICID[EJF
~_[AB|CIDEIF| - [ABICID[ElF
@|@@l%@|-l\
AlB/CID[E[F = AlB CID[E[F]
- mB/CDIEF ——(AB CID EfF]
~-[A/B/CID[EF|—[AB|CIDEfF]

Fonte: Autoria prépria
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Na Figura 32 é possivel ver a situacdo descrita anteriormente, nela é possivel
ver que trés ramifica¢des, representando quando a unido (A|B), (C|D) ou (E|F) ocorre
primeiro. Em cada uma delas, mais duas ramifica¢des, explicitando a ordem das duas
outras jungdes. Como pode ser visto ao final, seis estados nessa drvore de decisdo sao
iguais e isso prejudica a busca pela solucdo 6tima. Entretanto a busca em profundidade
ndo é o objetivo deste trabalho e essa falha ndo afetard muito o algoritmo pretendido.

Semelhante a formula¢do matematica, o algoritmo de busca em profundidade
(algoritmo 1) tentard juntar o maior namero de itens possiveis, fazendo jung¢des a partir
da lista completa de itens. A cada etapa do algoritmo, dois itens sdo selecionados (linhas
6 e 7). Uma nova lista de itens é criada sem esses itens (linha 8) e uma pequena lista de
unides possiveis é criada (linha 9) a partir das possibilidades de unido entre os itens
selecionados. Para cada uma dessas unides, o algoritmo é chamado recursivamente com
a nova lista acrescida dessa unido (linha 11). O algoritmo executa até ndo haver mais
unides possiveis. A varidvel nContéineres é uma varidvel estatica que inicia com o valor
total da lista e vai sendo atualizada sempre que uma lista menor for alcangada (linhas 2
e 3) e se uma lista com apenas um item for gerada e como o algoritmo nao tentara juntar
apenas um item (condigdo textbfse da linha 5), se isso ocorrer, a varidvel recebera valor
um (linha 16).

As unides sdo descritas no algoritmo 2. O algoritmo inicia com uma lista vazia
(linha 2) que ird ser preenchida com as possibilidades de unido. Para evitar redundéncias,

o algoritmo de unido rotaciona apenas os itens isolados. Assim, sempre que uma unido
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Algorithm 1 buscaProfundidade
1: fungdo BuscaProrunDIDADE(listaltens)

2: se listaltens.tamanho < nContéineres entao
3: nContéineres « listaltens.tamanho > nContéineres é varidvel estatica
4: fim se
5: se listaltens.tamanho > 1 entdo
6: parai <« 1 até N —1 faca
7: paraj < i+ 1até N faca
8: novalListaltens « listaltens — item[i] — item][/]
9: novosltens « unidesPossiveis(item[i] item[;])
10: para k < 1 até novosltens.tamanho faca
11: buscaProfundidade(novalListaltens + novosltens[k])
12: fim para
13: fim para
14: fim para
15: senao
16: nContéineres « 1

17: fim se
18: fim fungao

for feita, o item resultante é marcado para que ndo possa ser rotacionado no futuro
(linha 3). Até oito unides podem ser feitas, duas com os itens ndo rotacionados (vertical
e horizontal nas linhas 4 e 5), duas se o primeiro item puder ser rotacionado (linhas
7 e 8), duas se o segundo item puder ser rotacionado (linhas 11 e 12) e mais duas
se ambos os itens puderem ser rotacionados (linhas 15 e 16). As possibilidades de
unido que ultrapassarem alguma das dimensdes do contéiner sdo retiradas da lista de
possibilidades (linha 20) e essa lista de possibilidades é retornada ao algoritmo 1.
Considerando o algoritmo 1 é f4cil perceber que a complexidade assintética
do algoritmo é exponencial, visto que o algoritmo chama a si mesmo passando como
entrada uma lista com tamanho N — 1. Todavia, numa andlise mais profunda, ndo é dificil
perceber que a complexidade é maior, pois em cada iteracdo ha dois lacos for aninhados,

sendo um de 1 a N — 1 e outro do préximo elemento do primeiro for até N (W)

w I. O algoritmo 2, apesar de variar

Elevando a complexidade do algoritmo para
conforme a quantidade de rotacdes permitidas, apenas 2, 4 e 8 possibilidades sdo
permitidas. Como no pior caso, é um valor constante de 8 possibilidades, a ordem final
seria (W)' ou O((4N? — 12N + 8)!). Simplificando para a ordem mais relevante
ficaria O((N?)!)

Apesar da ordem elevada de complexidade, se comparado a quantidade de
variaveis do modelo matemadtico e lembrar que sua complexidade é 2"V para varidveis
bindrias e o ntimero de varidveis cresce em ordem quadratica (vide sessdo ??), tem-se uma
ordem O(2V"). O que torna o algoritmo e a formulagio compativeis em complexidade.

Ficando o desempenho de cada um a cargo das capacidades de eliminar solucdes
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Algorithm 2 unidesPossiveis

1: func¢ao uN10ESPossivEis(itemA, itemB)

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

novosltens[] « 0
itemNovo.permiteRotacdo « falso
novosltens < novosltens + unidoVertical(itemA, itemB)
novosltens < novosltens + unidoHorizontal(itemA, itemB)
se itemA.permiteRotacdo entdo
novosltens < novosltens + unidoVertical(rot(itemA), itemB)
novosltens < novosltens + unidoHorizontal(rot(itemA), itemB)
fim se
se itemB.permiteRotacdo entao
novosltens < novosltens + unidoVertical(itemA, rot(itemB))
novosltens < novosltens + unidoHorizontal(itemA, rot(itemB))
fim se
se itemA.permiteRotacdo E itemB.permiteRotac¢do entao
novosltens < novosltens + unidoVertical(rot(itemA), rot(itemB))
novosltens < novosltens + unidoHorizontal(rot(itemA), rot(itemB))
fim se
para i < novosltens.tamanho até 1 faca
se novosltens[i] > contéiner entdo
novosltens < novosltens — novosltens|i] > Remove itens invalidos
fim se
fim paradevolve novosltens

23: fim fungdo

Tabela 1 — Resultado da busca em profundidade para a instancia com 4 itens

Instancia de 4 itens e contéineres 3x3
N° contéineres Desperdicio LB tempo

4 27.000 1 0.00013s
3 18.000 1 0.00015s
2 9.000 1 0.00016s
1 0.000 1 0.00020s
Quantidade de contéineres: 1

Tempo transcorrido: 0.000204 s

inconvenientes dos métodos.

Os resultados do algoritmo de busca em profundidade foram consideravelmente

mais rdpidos que o modelo matematico, menos de um segundo para as mesmas

instancias, como pode ser visto nas tabelas 1,2 e 3. Mas, apesar da redugdo do tempo,

ainda ficou um tempo consideravel para instancias maiores, além do fato que a busca

em profundidade pura ndo ser a melhor opcédo para problemas de otimizagdo, visto a

existéncia de métodos que aceleram a busca.
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Tabela 2 — Resultado da busca em profundidade para a primeira instancia com 5 itens

Instiancia de 5 itens e contéineres 20x15
N° contéineres Desperdicio LB tempo

5 1200.000 1 0.00013s
4 900.000 1 0.00015s
3 600.000 1 0.00016s
2 300.000 1 0.00016s
1 0.000 1 0.00025s
Quantidade de contéineres: 1

Tempo transcorrido: 0.000258 s

Tabela 3 — Resultado da busca em profundidade para a segunda instancia com 5 itens

Instincia de 5 itens e contéineres 15x10
N° contéineres Desperdicio LB tempo

5 450.000 2 0.00014 s
4 300.000 2 0.00016s
3 150.000 2 0.00017 s
2 0.000 2 0.00018s
Quantidade de contéineres: 2

Tempo transcorrido: 0.000188 s

4.2 GREEDY BRANCH AND BOUND

A abordagem escolhida para acelerar as buscas do algoritmo é usando Branch
and Bound. Apresentado ao mundo por Land e Doig (1960), o algoritmo Branch and
Bound consiste em ramificar, a partir de um ponto inicial, uma arvore de decisdes
e limitanto seu crescimento por limites superiores e inferiores que seus nés podem
assumir. Quando uma solugado intermedidria em uma ramifica¢do ultrapassa o limite
superior, ela é descartada, pois ela ndo poderéd atingir o valor 6timo.

No presente trabalho, o ponto de partida é a lista completa de itens e as
ramificagdes sdo as possiveis jungdes. O desperdicio de cada lista foi usado como
limitante das ramifica¢des. Basicamente, foi acrescida a busca em profundidade da
sessdo anterior, um limiar de corte para evitar “descer” em ramos da drvore de decisdo
que ndo podem conter solu¢des melhores que as ja encontradas (algoritmo 3, linhas 2 e
3).

A l6gica por tras desse limitante é a seguinte, as perdas totais de um arranjo é
a soma da area dos contéineres necessarios para comportar a lista completa de itens,
menos a area desses itens. A cada iteracdo, dois itens sdo unidos e um contéiner a menos
é necessdrio. Todavia, chega um momento no qual um item gerado por sucessivas

unides ndo pode mais ser unido a nenhum outro item, por menor que seja o segundo.
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Nesse momento, esse item é descartado e suas perdas ndo poderdo mais ser reduzidas.
Se em algum momento esse desperdicio ultrapassar o do melhor arranjo ja encontrado,
essa solugdo parcial ndo podera resultar em solu¢des melhores que as ja encontradas e a

ramificagdo é interrompida.

Algorithm 3 Branch and Bound
1: func¢do suscaProrunpIDADE(listaltens, perdas)

2: se perdas < limiar entao
3: devolve listaltens.tamanho
4: fim se
5: se listaltens.tamanho < nContéineres entao
6: nContéineres « listaltens.tamanho > nContéineres é variavel estatica
7: limiar « perdas + listaltens.perdas > limiar é varidvel estatica
8: fim se
9: se listaltens.tamanho > 1 entdo
10: parai < 1até N —1 faca
11: paraj < i+ 1até N faca
12: novalListaltens « listaltens — item[i] — item][/]
13: menorltem < buscaMenorltem(novaListaltens)
14: novosltens < unidesPossiveis(item[i],item[;])
15: para k < 1 até novosltens.tamanho faca
16: se unido(novosltens[k], menorltem) < contéiner entao
17: buscaProfundidade(novaListaltens + novosltens[k], perdas)
18: senao
19: novasPerdas < perdas + novosltens[k].perdas
20: buscaProfundidade(novaListaltens, novasPerdas)
21: fim se
22: fim para
23: fim para
24: fim para
25: senao
26: nContéineres « 1

27 fim se
28: fim fungdo

Essa estratégia ndo acelerou o tempo de execugdo de maneira relevante no cendrio
testado (tabela 4), provavelmente porque nenhum boa solugido foi encontrada nas
primeiras ramificagdes. Nada impede, por exemplo, que em uma instancia diferente ou
mesmo com os itens ordenados de forma diferente, o resultado possa ser radicalmente
melhor, todavia ndo ha informacdes de qual seriam essas condi¢Oes, para as quais
solugdes melhores possam ser encontradas.

Essa indefini¢do levou a segunda atualizacdo do algoritmo: colocar gula. A
ideia ndo é nova, algo semelhante foi utilizada em Yeh (2008). A 16gica da abordagem
apresentada neste trabalho baseia-se nas sobras internas de cada jungdo. Na sessao
3.1.1 deste trabalho é explicada a formagdo da sobra complementar (Figura 23). Essa
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Tabela 4 — comparativo da busca em profundidade com branch and bound para a instancia
com 9 itens

Instiancia de 9 itens e contéineres 30x20

N° contéineres Desperdicio LB | tempo
B. em prof Branch and bound
9 4800.000 1 | 0.00019 s 0.00019 s
8 4200.000 1 ] 0.00021 s 0.00021 s
7 3600.000 1 ] 0.00022 s 0.00022 s
6 3000.000 1 10.00023s 0.00023 s
5 2400.000 1 | 0.00023 s 0.00023 s
4 1800.000 1 ]0.00024 s 0.00024 s
3 1200.000 1 | 0.00025s 0.00025 s
2 600.000 1 | 0.00026 s 0.00026 s
1 0.000 1 | 1082.22192s | 1081.30190 s
Quantidade de contéineres: 1 1
Tempo transcorrido: 1082.222046 s | 1081.302012 s

sobra complementar nao é reaproveitada nas jun¢des futuras, mesmo que caiba um item
dentro, isso porque, se o aproveitamento dessa sobra estiver na solu¢do 6tima, haverd
outra ordem de jun¢des onde ela ndo é formada (Figura 24).

E é sobre essa ordem de jung¢des que trabalha o Greedy Branch and Bound. Ao invés
de descer na drvore de decisdo assim que uma ramifica¢do é encontrada, o algoritmo
adia a decisdo até que todos os ramos sejam analisados. Esses ramos sdo ordenados pela
area dessas sobras complementares de modo que as jun¢des que gerem menos sobras
sejam preferidas em relacdo as demais. Essa estratégia tenta reduzir o limiar de corte
mais rapidamente, forcando o descarte prematuro de solugdes parciais que ndo levem a
uma solucdo 6tima.

O algoritmo Greedy Branch and Bound (algoritmo 4) inicia com a lista completa
de itens e realiza as unides possiveis. Diferente do que ocorre com o Branch and Bound
simples, quando uma unido é testada, o algoritmo nao é chamado recursivamente de
imediato. Neste caso, as unides sdo armazenadas em uma lista de unides ordenada
pela drea da sobra complementar gerada em cada unido (linha 17). A gula é aplicada
justamente nessa ordem, pois o algoritmo ird chamar a préxima recursdo com as unides
que geram as menores sobras complementares em ordem crescente (linhas 21 a 28).

E importante lembrar que essas arvores sdo hipotéticas e ndo necessariamente
representa uma drvore de decisdo de uma instancia real. Pelas caracteristicas levantadas
do problema, cada jungdo gera oito possibilidades e com apenas trés itens na primeira
lista, a primeira ramificacdo ja teria dezesseis possibilidades e mais quatro em cada filho
(um dos novos itens nado rotaciona). Desse modo, apesar ser mostrado um ganho de
apenas duas visitas, com instancias do problema, esse ganho pode ser bem maior (como
pode ser visto na tabela 5).
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Algorithm 4 Greedy Branch and Bound
1: func¢do suscaProrunpIDADE(listaltens, perdas)

2: se perdas < limiar entdo
3: devolve listaltens.tamanho
4: fim se
5: se listaltens.tamanho < nContéineres entao
6: nContéineres « listaltens.tamanho > nContéineres é variavel estatica
7: limiar < perdas + listaltens.perdas > limiar é varidvel estatica
8: fim se
9: se listaltens.tamanho > 1 entdo
10: novosltensOrdenado[] < 0
11: parai < 1até N —1 faca
12: paraj < i+ 1até N faca
13: novalListaltens « listaltens — item[i] — item][/]
14: menorltem « buscaMenorltem(novaListaltens)
15: novosltens « unidesPossiveis(item][i]item[;])
16: para k < 1 até novosltens.tamanho faca
17: InsereOrdenado(novosltensOrdenado, novosltens[k])
18: fim para
19: fim para
20: fim para
21: para k < 1 até ParOrdenado.tamanho faca
22: se unido(novosltensOrdenado[k], menorltem) < contéiner entao
23: buscaProfundidade(novaListaltens + novosltensOrdenadolk], perdas)
24: senao
25: novasPerdas < perdas + novosltensOrdenadolk].perdas
26: buscaProfundidade(novalListaltens, novasPerdas)
27: fim se
28: fim para
29: senao
30: nContéineres « 1
31: fim se

32: fim fungao

Como é possivel ver na tabela 5, o algoritmo Greedy Branch and Bound pode ser
bem mais eficiente que o Branch and Bound simples. A aplicagdo da gula permite que o
limiar de corte seja rapidamente reduzido e que o 6timo global seja localizado mais cedo
na busca. Mesmo que a melhor solugdo ndo contenha a unido com a primeira menor
sobra, a probabilidade que ela contenha alguma das primeiras menores sobras ¢ alta,
uma vez que a soma das dreas das sobras complementares ndo pode ser reduzida em
iteragoes seguintes.

Por esse mesmo motivo é possivel afirmar que quanto mais profundo na drvore
de decisdo, menores serdo as chances de uma unido conter uma sobra alta, porque se
a solucdo 6tima possuir S unidades de drea em sobras complementares e a primeira

unido possuir s; unidades de 4rea, a soma das sobras seguintes ndo poderao exceder



Capitulo 4. Uma abordagem exata computacional 72

Tabela 5 — comparativo da busca em profundidade, branch and bound e Greedy Branch
and Bound para a instancia com 9 itens

Instancia de 9 itens e contéineres 30x20

N° contéineres Desperdicio LB | tempo
B. em prof Branch and bound | Greedy BnB
9 4800.000 1 | 0.00019s 0.00019 s 0.00033 s
8 4200.000 1 |0.00021 s 0.00021 s 0.00052 s
7 3600.000 1 ]0.00022s 0.00022 s 0.00063 s
6 3000.000 1 | 0.00023 s 0.00023 s 0.00069 s
5 2400.000 1 ]0.00023s 0.00023 s 0.00073 s
4 1800.000 1 ]0.00024 s 0.00024 s 0.00075 s
3 1200.000 1 |0.00025s 0.00025 s 0.00077 s
2 600.000 1 | 0.00026 s 0.00026 s 0.00078 s
1 0.000 1 | 1082.22192s | 1081.30190 s 13.02939 s
Quantidade de contéineres: 1 1 1
Tempo transcorrido: 1082.222046 s | 1081.302012 s 13.029607 s

S —s; unidades de drea. Como S e 51 sdo estritamente positivas ou nulas (ndo hé drea
negativa), S > S — s;. A mesma coisa ocorrerd com as sobras seguintes de modo que
$1<S5,5<5-51,55<S—(s1+sy)atés,_1 <S— Z?:_f(si).

Essa caracteristica também ird reduzir o impacto da redundancia causada pelas
operacOes (Figura 32). Como as melhores solugdes sdo jogadas para as primeiras
ramifica¢des, muitas redundancias com sobras maiores serdo removidas, pois o limiar de
corte (limite superior) ndo ird permiti-las. Redundéancias com sobras menores também
podem ser removida, desde que o n6 que as originou esteja na solugdo 6tima. Neste
caso, o algoritmo ird parar sem retornar ao né pai e, consequentemente, sem gerar a
redundancia. Olhando a Figura 32 e imaginando que a unido (C|D) faca parte do 6timo,
quando o menor resultado for alcangado (limite inferior), o algoritmo para, evitando
que as unides (A[B) e (E|F) e as redundancias geradas por elas sejam testadas.

Para os casos onde o n6 pai ndo esteja presente na solugdo 6tima, infelizmente as
redundéncias geradas pela ordem das operagdes irdo existir. Entretanto, como explicado
anteriormente, a gula tende a colocar as melhores solugdes nas primeiras ramificagdes e
isso reduz o impacto no tempo de execugao.

Existe a possibilidade que a técnica de Programacdo Dinamica resolva esse
problema, uma vez que ela trabalha sobre ramificagdes semelhantes evitando descidas
em subdarvores idénticas as ja visitadas e conhecidas. Como uma redundancia causada
pelas operagdes se caracteriza pela geracdo de listas idénticas em ramos diferentes da
arvore de decisdo e a partir de listas idénticas sempre sdo geradas subdrvores idénticas
é facil imaginar que a técnica poderia resolver o problema. Entretanto, ndo ha como
garantir que a reducgdo das redundancias compense a sobrecarga de processamento que

as comparagdes com listas visitadas ird causar.
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5 UMA ABORDAGEM HEURISTICA

Solugdes por métodos exatos, sejam matemdticos ou computacionais, tendem
a demorar muito, principalmente para instancias grandes. Para sanar essa lacuna,
foram criadas classes de algoritmos que, mesmo ndo garantindo o 6timo, tendem a se
aproximar dele. Esses sdo os métodos heuristicos.

Heuristica vem do grego heuriskein que significa “encontrar”. Elas podem ser
definidas como procedimentos de busca por solugado através de tentativa e erro ou
por regras definidas empiricamente (OXFORD, 2017). Essas regras sdo comumente
construidas através de experiéncias anteriores com o problema ou com problemas
semelhantes.

Os métodos heuristicos tendem a encontrar solu¢des em menor tempo que os
métodos exatos pela sua complexidade computacional. E de conhecimento comum que
mesmo os métodos exatos mais eficientes possuem complexidade assintética na ordem
de O(n!) ou O(2"), enquanto métodos heuristicos tendem a ordens mais baixas, como
O(n?) ou O(1%), o que os torna mais indicados em casos aonde o tempo de resposta é
mais importante que a corretude da solu¢do ou em casos aonde esse n tende a valores
“elevados” e o tempo de resposta dos algoritmos conhecidos se torna impraticavel.

Ha diversos métodos heuristicos para o problema de corte bidimensional guilho-
tinado, tais como FBS (Finite best-strip) proposta por Berkey e Wang (1987), FC (Floor
Ceiling) proposto por Lodi, Martello e Vigo (1999b), GBL (Guillotine bottom left) proposto
por Polyakovsky e M'Hallah (2009) e CFIH (critical-fit insertion heuristic) proposto por
Fleszar (2013).

Todas essas heuristicas mostraram-se boas em seus resultados, todavia, seus cria-
dores optaram pela jun¢do das mesmas com alguma metaheuristica (ou hiperheuristica
no caso da GBL) para aprimorar seus resultados. O presente trabalho ndo apresenta uma
heuristica nova, o foco foi na jungdo com metaheuristicas conhecidas, algumas formas
de hibridiza¢do e um time assincrono para tentar melhorar ainda mais os resultados das
metaheuristicas com a heuristica.

A heuristica escolhida foi a HHDHeuristic, proposta por Nascimento, Longo e
Aloise (1999) e sua escolha se deu pelos resultados obtidos no trabalho de Mariano

(2014), que mostrou sua boa sinergia com o0 GRASP na forma de um time assincrono.
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5.1 HHDHEURISTIC

O HHDHeuristic ¢ uma heuristica de montagem que utiliza a recursividade dos
cortes da placa para gerar padrdes. Ele comeca elegendo a ordem em que os itens serdo
recortados e inserindo os itens nas placas a partir dessa ordem. Além da lista de itens,
ha uma lista de sobras e a cada nova inser¢do, uma sobra é removida dessa lista e até
duas novas sobras podem ser inseridas nela.

Existem quatro ou duas possibilidades de corte, se as rotagdes sdo ou nado
permitidas, respectivamente. O algoritmo escolhe uma dessas possibilidades e as sobras
resultantes sdo acrescidas a lista de sobras.

No algoritmo original, as sobras sdo fixadas, de modo que todos os itens sdo
testados até que o um item caiba na sobra e isso pode fazer com que a ordem dos
mesmos ndo tenha tanta importancia, visto que um menor toma a frente de um item
maior, caso ele seja maior que a sobra atual. Por isso uma pequena modificacdo serd
feita no algoritmo, ao invés de fixar a sobra e percorrer a lista de itens, o item serd fixado

e o algoritmo ird testar todas as sobras existente, conforme mostrado na Figura 33.

Figura 33 — Comportamento do algoritmo HHDHeuristic

Iteragao i Iteracdo i+1 Iteragdo /+2
Lista de itens Lista de itens Lista de itens
jrE—} m=} {m=}
Lista de sobras Lista de sobras Lista de sobras

{1}

—
il

R o
= r

S ()

Arranjo da Arranjo da
placa placa
Iteracéo i lteracéo i+1

Fonte: Baseado em (NASCIMENTO; LONGO; ALOISE, 1999)

Caso o item atual ndo encaixe em nenhum sobra ou a lista de sobras esteja vazia,

uma nova placa é aberta e acrescida a lista de sobras. E o algoritmo recomeca a partir
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dessa nova lista de itens e sobras, mas com o ntimero total de placas acrescido em uma
unidade (Figura 34).

Figura 34 — Inser¢do de um novo contéiner

Lista de itens Lista de itens Lista de itens
Lista de sobras Lista de sobras Lista de sobras

] A TR e

%

N° de placas = N N° de placas = N+1  N°de placas = N+1
Fonte: Baseado em (NASCIMENTO; LONGO; ALOISE, 1999)

O algoritmo original possui trés variagdes em relagdo a escolha entre as possi-
bilidades de corte: maximizar a drea da menor sobra ndo nula; maximizar a drea da
maior sobra ndo nula; e maximizar a menor dimensdo das sobras geradas. Todavia,
apenas uma serd utilizada nesse trabalho, a que maximiza a drea da maior sobra. Essa
escolha se deve ao fato que foi a que apresentou bons resultados ao ser combinada com
0 GRASP no trabalho de Mariano (2014).

O algoritmo HHDHeuristic (algoritmo 5) inicia com uma lista de itens, original-
mente essa lista deveria ser ordenada pela area dos itens, da maior area para a menor
drea, mas neste trabalho quem ird ordenar e a forma como serd ordenada serd definida
pelos demais algoritmos aqui propostos. A quantidade de contéineres necessarios inicia
com zero (linha 2). Para cada item na lista de itens, primeiro verifica se ndo é maior que
o contéiner (linhas 4 a 6), se ndo extrapolar, o algoritmo busca a primeira sobra em que
o item caiba, ou seja, que o item seja menor que a sobra (linhas 7 a 10).

Quando achar a sobra que comporte o item atual, retira essa sobra da lista de
sobras (linha 12) e gera até duas novas sobras como mostrada na Figura 33 (linha 13).
Caso acabe a lista de sobras e ndo achar uma que comporte o item atual, gera as novas
sobras com um contéiner como se fosse uma sobra (linha 15) e acrescenta em um o
numero de contéineres utilizados (linha 16). Essas novas sobras sdo adicionadas a lista
de sobras, ordenadas da menor para a maior area (linhas 18 e 19). Ao final, retorna a
quantidade de contéineres gerados, juntamente com o que falta para a tltima (e maior)
sobra ocupar um contéiner inteiro (linha 21).

Esse percentual do que a udltima sobra falta para ocupar o contéiner inteiro

visa reduzir as sobras anteriores, concentrando todas em uma tinica sobra e tentando
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Algorithm 5 HHDHeuristic

1: func¢ao avaria(listaltens)
2 nContéineres < 0

3: parai < 1 até listaltens.tamanho faca
4: se listaltens[i] > Contéiner entao
5: devolve Erro > Um item ndo pode ser maior que o contéiner
6: fim se
7: je1
8: enquanto itens[i] > sobras[j] E j < listaSobras.tamanho faca
9: ] — ] +1
10: fim enquanto
11: se j < listaSobras.tamanho entao
12: listaSobras « listaSobras - sobras|[j]
13: novasSobras « unidoMaiorSobra(item[i],sobral])
14: senao
15: novasSobras <« unidoMaiorSobra(item[i],Contéiner)
16: nContéineres « nContéineres +1
17: fim se
18: adicionaOrdenando(listaSobras, novasSobras.menorSobra)
19: adicionaOrdenando(listaSobras, novasSobras.maiorSobra)
20: fim para
21: devolve nContéineres + (contéiner - listaSobras.tltimaSobra) / contéiner

22: fim fungao

otimizar os arranjos dos contéineres intermedidrios, pois quanto menos e menores forem
as sobras dos contéineres intermedidrios, melhor sera o aproveitamento dos mesmos.

Essa forma de avaliacdo é baseada nos trabalho de Mariano (2014), aonde a parte
inteira do ntimero seria a quantidade de placas utilizadas e uma parte fracionada indi-
caria o percentual de ocupacdo da placa menos utilizada. Foi feita apenas a substitui¢do
o percentual de ocupagdo pela drea da maior sobra, estratégia semelhante a utilizada
por Sinuany-Stern e Weiner (1994), mas para corte bidimensional.

A Figura 35 exemplifica a forma de avaliagdo e diferencia o método proposto
nesse trabalho do método de Mariano (2014). Em ambos os casos, a parte inteira
seria dois, pois é a quantidade de placas utilizadas. A parte fracionada iria diferir um
pouco, no método proposto por Mariano (2014) a parte fracionada seria cem porcento
menos o percentual de ocupagdo de todas as sobras da placa menos utilizada, ou seja,
1-0.167 - 0.769 = 0.064 para (a) e 1 —0.145—-0.778 = 0.077 para (b). No método proposto
nesse trabalho, apenas a maior sobra seria considerada, entdo ficaria 1 — 0.769 = 0.231
para (a) e 1 — 0.778 = 0.222 para (b). Dessa forma, o algoritmo aqui proposto considera
(b) uma solu¢do melhor do que (a), enquanto deles considerariam (a) melhor do que (b).
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Figura 35 — Melhores solugdes pelo critério de avaliagdo do contéiner menos utilizado
(a) e da maior sobra (b)

76,9%
77,8%

(a) (b)

Fonte: Baseado em (MARIANO, 2014)

5.2 METAHEURISTICAS

Conforme comentado na inicio do capitulo, o HHDHeuristic seria combinado
com diversas metaheuristicas. Esses algoritmos de otimizacdo foram escolhidos pelos
resultados obtidos anteriormente, bem como testar novas possibilidades. Para tanto, foi
feito uso de uma estratégia bem conhecida dos algoritmos evolutivos, em especial o
RKGA e BRKGA: a codificacdo e decodificagido da solugao.

Uma estrutura genérica é usada para que os algoritmos possam trabalhar e
somente na funcdo de avaliagdo é que essa estrutura genérica é convertida em uma
instancia do problema e avaliada. A estrutura genérica escolhida foi um vetor de inteiros,
de modo que uma solugédo seria a ordem em que os itens estdo dispostos nele (Figura
36).

Essa estratégia permite que os diversos algoritmos possam utilizar a mesma
estrutura de dados e que um decodificador comum fosse utilizado para transformar essa
estrutura genérica em uma solucdo do problema de Corte Bidimensional Guilhotinado.
Os algoritmos trabalham sobre a estrutura genérica e a cada nova solugdo encontrada,
um decodificador ou heuristica de montagem realiza a conversdo para que essa solugao
possa ser avaliada (Figura 37). Permitindo assim que os algoritmos possam aplicar sobre

ela as suas politicas de busca, intensificagdo e diversificacdo sem se preocupar com as
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Figura 36 — Representacdo de uma solucdo na forma de um vetor
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Fonte: Autoria prépria

peculiaridades do problema.

Figura 37 — Heuristica de preenchimento que transforma uma solugado genérica em um

arranjo
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Fonte: Autoria prépria

E interessante notar que, apesar da drvore bindria conseguir representar bem o
arranjo dos itens dentro de uma placa no problema de Corte Bidimensional Guilhotinado,
elando é tdo interessante para as fases de busca e melhoria uma vez que a troca de posi¢do
entre duas folhas dessa arvore pode resultar em estados invalidos como mostrado na
Figura 38.

Como dito anteriormente, o HHDHeuristic servird como heuristica de montagem
ou decodificador para a funcdo de avaliagdo dos demais algoritmos, de modo que
as metaheuristicas escolhidas irdo encontrar diferentes ordens de itens e enviar ao
HHDHeuristic, este monta os arranjos e retorna ao algoritmo que o chamou apenas um

valor real indicando a qualidade daquela solucédo (Figura 39).
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Figura 38 — Troca 2-opt em arvore bindria

Fonte: Baseado em (KROGER, 1995)

Figura 39 — Interface de comunicagdo entre heuristica de busca e de montagem
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Essa estratégia simplifica a implementa¢do das metaheuristicas que fazem parte
dos agentes. Isso porque os algoritmos ndo precisam de estruturas de dados muito
complexas e, consequentemente, a manipulagdo delas também exigira pouco esforco.
Toda a complexidade é passada para o decodificador, que estd embutido na func¢do de
avaliacdo. Desse modo, a implementacdo dos algoritmos se deu de forma genéricos e,

na hora de avaliar, uma func¢do contendo as especificacdes do problema é chamada. Isso

permite que a funcdo de avaliagdo seja reaproveitada em diversos algoritmos, desde

que as entradas e saidas sejam compativeis (Figura 40).
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Figura 40 — Reaproveitamento da heuristica de montagem como funcédo de avaliagdo
em diversos algoritmos de buscas diferentes

Fonte: Autoria prépria

5.2.1 GRASP

Como o HHDHeuristic sera usado como heuristica de montagem, o primeiro
algoritmo proposto nesse trabalho é o GRASP (sigla para Greedy Randomized Adaptive
Search Procedure). Apresentado ao mundo por Feo e Resende (1995), o GRASP é uma das
metaheuristicas mais conhecidas e utilizadas para solucionar problemas de diversas
naturezas. Ela se utiliza da premissa de que boas solugdes sdo compostas por indivi-
duos mais aptos, mas ndo necessariamente os melhores. Assim ele tenta combinar os
individuos mais aptos, dando margens para que individuos préximos aos mais aptos
possam compor a solugdo.

O GRASP é um algoritmo que combina uma fase construtiva randomizada
com uma fase de melhoria (PARRENO et al., 2010). Ele comeca com uma fase inicial
construtiva, onde os elementos que comporéo a solugdo sdo ordenados a partir do quao
mais aptos eles aparentam ser. A partir dessa lista ordenada, uma lista menor, chamada
lista restrita de candidatos, é selecionada e entdo sorteado um elemento que fard parte
da solugdo. Esse processo se segue até que todos os elementos da solugdo tenham sido
sorteados.

Com uma solugdo inicial em maos, o algoritmo comeca uma fase de buscas na
vizinhanga com o intuito de achar solu¢des melhores. E essa busca se segue até que
nenhuma soluc¢do melhor seja encontrada na vizinhanga. Finalizada a fase de buscas
o algoritmo retorna a fase construtiva com o intuito de, a partir de uma nova solugdo
inicial, achar outras solugdes, tentando assim, fugir de 6timos locais através de multiplos
reinicios.

O tamanho da lista restrita de candidatos depende de um parametro a. Isso
pode ocorrer de duas formas: baseada na cardinalidade, onde o tamanho dessa lista
serd 1 + a(N — 1), no qual N é o namero total de candidatos disponiveis; ou baseada
na qualidade dos elementos, no qual fardo parte da lista restrita de candidatos todos

os candidatos cuja atratividade esteja até certo valor, onde esse valor é definido como
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min como custo minimo e ¢

¢t 4+ (™" — "), onde ¢ é uma funcdo de custo com ¢
como custo méximo dentre todos os candidatos a compor a solugdo (ALMEIDA, 2014).

O GRASP foi um dos algoritmos escolhidos pelo seu bom desempenho em
trabalhos anteriores na area (como (VELASCO, 2005), (ALVAREZ-VALDES et al., 2007)
e (MARIANO, 2014)) e pelos resultados obtidos por (NASCIMENTO; LONGO; ALOISE,
1999) que mostram que alocar itens maiores inicialmente é mais vantajoso, mas nao
garante a otimalidade da solugdo. Assim, a drea dos itens torna-se um bom parametro
para se aplicar gulosidade.

Na implementagdo do GRASP presente neste trabalho, foi utilizada a abordagem
baseada na cardinalidade. Os candidatos a compor a solugdo sdo ordenados pela drea dos
itens e os p primeiros elementos dessa lista sdo colocados na lista restrita de candidatos.
Apb6s isso, um candidato é sorteado e o elemento seguinte da lista ordenada de itens
passa a integrar a lista de restrita de candidatos (como mostra a Figura 41). Esse processo
se repete até que a solugdo esteja montada.

Uma vez montada uma solugdo inicial, segue-se a fase de buscas. Foram utilizadas
buscas com vizinhanga de trocas 2-opt (trocar a posi¢do de dois elementos), com a
politica de descida rapida, onde a escolha do préxima solugdo sé ocorre depois de passar
por toda a vizinhanga. A vizinhanga tem abrangéncia O(n?), onde h4 a troca de todos os
pares de dois elementos.

O algoritmo GRASP (algoritmo 6) inicia o lago principal, que o manterd execu-
tando. Enquanto um critério de parada ndo for atingido (linha 2), ele alterna entre gerar
uma solugdo e busca em sua vizinhanga por solu¢des melhores. Inicia uma solugdo
vazia (linha 3) e ordena os itens em uma lista de candidatos (linha 4).

A partir da lista de candidatos, o algoritmo seleciona os p primeiros elementos
(linha 6), sorteia um elemento dessa lista restrita de candidatos (linha 7), acrescenta esse
elemento a solugdo e o remove da lista de candidatos (linhas 8 e 9). Esse processo se
repete até que a lista de candidatos esteja vazia (linha 5). Como descrito anteriormente,
o valor p depende do parametro «, nesse caso, pelo critério da cardinalidade.

Gerada uma solucéo (linhas 3 a 10), o algoritmo entra em um lago, realizando
buscas locais até atingir um 6timo local. Para tanto, o algoritmo inicia uma varidvel que
indicard se houve melhora ou néo (linha 11) e entra em um lago enquanto o algoritmo
achar um valor melhor na vizinhanca (linha 12). Nesse laco, sdo selecionados dois
elementos da lista de itens (linhas 15 e 16), esses elementos sdo trocados e a nova lista de
itens é guardado como uma nova solugdo (linha 17), caso essa solucdo seja melhor que a
solucdo atual (linha 18), ela é guardada como melhor solu¢do encontrada e o parametro
de melhora é atualizado para evitar que o lago termine prematuramente (linhas 19 e 20).
Ao final de todas as trocas possiveis, a melhor solugédo é selecionada como a solugdo
atual e o laco da busca local se reinicia.

Ao final da busca local, a melhor solugdo da iteragdo é comparada com a melhor
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Figura 41 — Formacdo de uma solugdo a partir da lista de itens pelo algoritmo GRASP
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Fonte: Baseado em (FEO; RESENDE, 1995)

de todas as iteragdes até o momento (linha 26) e caso seja melhor, ela é armazenada

(linha 27) e o lago principal do algoritmo ¢ reiniciado, gerando uma nova solugéo e

realizando buscas locais sobre ela.

5.2.2 Busca tabu

Apresentado ao mundo por Glover (1986), o algoritmo de busca tabu é um

processo iterativo onde, a cada iteragao, o algoritmo move da solugdo s’ para a melhor

solucdo encontrada na vizinhanca. Para prevenir que a busca visite solugdes ja visitadas
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Algorithm 6 GRASP
1: funcdo GRASP(arquivolnstancia, op¢oes[])
2: enquanto critériosDeParada faca
3: solugdoAtual « 0
4: listaDeCandidatos < ordena(instancia.listaltens)
5: enquanto listaDeCandidatos # 0 faca
6: listaRestritaDeCandidatos « primeirosltens(a, listaDeCandidatos)
7: elementoSorteado « listaRestritaDeCandidatos.itemAleatério
8: solucdoAtual « solucaoAtual + elementoSorteado
9: listaDeCandidatos « listaDeCandidatos — elementoSorteado
10: fim enquanto
11: houveMelhora < sim
12: enquanto houveMelhora faca
13: houveMelhora < ndo
14: melhorSolugao < solugaoAtual
15: parai < 1 até solucdoAtual.tamanho -1 faca
16: para j < i+ 1 até solugdoAtual.tamanho faca
17: novaSolucdo « troca2opt(solugdoAtual, i, j)
18: se avalia(novaSolucdo) < avalia(solucaoAtual) entdo
19: melhorSolugao < novaSolugao
20: houveMelhora « sim
21: fim se
22: fim para
23: fim para
24: solucdoAtual « melhorSolugao
25: fim enquanto
26: se avalia(melhorSolugao) < avalia(melhorSolugdoGeral) entao
27: melhorSolucdoGeral < melhorSolucao
28: fim se
29: fim enquanto

30: fim func¢ao

e escape de 6timos locais, movimentos recentes sdo ditos tabus por um dado ndmero de
iteragdes. Sua escolha parte do trabalho de uma das propostas de trabalhos futuros de
do trabalho de Velasco (2005), além dos resultados de Lodi, Martello e Vigo (1999a) para
uma variacdo do problema.

O algoritmo comeca com a geragdo de uma solugdo inicial e, a partir dela, realizar
uma busca em sua vizinhanga por solu¢des melhores. Cada movimento dentro do
espaco de buscas é guardado numa lista chamada lista tabu para evitar que o algoritmo
retorne a um ponto ja visitado e assim, escape de 6timos locais. Para evitar que a lista
tabu cresca indefinidamente, algum critério de aspiracdo deve ser criado para que
movimentos ditos tabus o deixem de ser.

A Figura 42 ilustra esse Comportamento. Nela é possivel perceber como o
algoritmo de busca tabu se movimenta pelo espaco de buscas e como ele pode ser levado
a pegar solugdes de qualidade inferior com o intuito de escapar de 6timos locais.
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Figura 42 — Movimentagdo da busca tabu no espago de busca

Solucao Vizinhanga
inicial testada

Melhor solugao

Vizinhanga encontrada

néo testada

Solucgdes
intermediérias

Fonte: Baseado em (GLOVER, 1986)

O algoritmo de busca tabu foi escolhido exatamente por essa capacidade de
escapar de 6timos locais ao evitar retorno a solugdes ja visitadas. Essa caracteristica
contrasta com o GRASP convencional, pois a tinica forma de fugir dessas solucdes é por
reinicio e se essa nova solugdo inicial pertencer 8 mesma vizinhanga, ele chegard aos
mesmo resultados. A ideia central dessa escolha é que a Busca tabu consiga escapar de
6timos locais que o GRASP venha a ficar preso.

O algoritmo de Busca Tabu (algoritmo 7) inicia uma lista contendo os movimentos
proibidos sem elementos (linha 2) e uma solugdo inicial é criada randomicamente (linha
3) e acrescentada a lista tabu (linha 4). Apés isso o lago principal do algoritmo é iniciado
mantendo a execugao até que algum critério de parada seja alcancado (linha 5).

Uma variadvel é usada para sinalizar que a primeira solucéo vélida foi alcancada
(linha 6). Dois itens sdo escolhidos (linhas 7 e 8) e realizada a troca entre eles, gerando
assim uma nova solugdo (linha 9). Com uma nova solu¢do em maos, o algoritmo verifica
se a mesma nao estd na lista tabu (linha 10), se ndo estiver entdo a melhor solucdo da
rodada é atualizada para a primeira solugdo vélida (linha 12), ou seja, que ndo estava
na lista tabu e a varidvel que indica se a primeira execugdo vélida é atualizada. Vale
salientar que esta primeira solucdo vélida ndo é comparada com nenhuma outra, ou
seja, se ela for pior que as ja encontradas, ela tomara seu lugar, caso seja a tinica valida.

Apos encontrar a primeira solugdo vélida, todas as demais devem ser comparadas
com a melhor encontrada na iteragdo atual (linha 15), caso seja melhor, a melhor solucdo
da iteracdo é atualizada (linha 16). Ao final de todos os pares, se ndo houver encontrado
nenhuma solugao vélida, uma nova solucao randémica é criada (linhas 22 e 23) e o
algoritmo reinicia o lago principal. Caso tenha achado ao menos uma solugao valida, ela
toma o lugar da solugdo atual para a préxima iteracdo (linha 25) e se esta for melhor
que a melhor geral, entdo a melhor da itera¢do a substituird melhor geral (linhas 26 e
27). Ao final, uma fung¢do de aspiragdo é executada para ver que solugdes deixardo de
ser tabu (linha 30).
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Algorithm 7 Busca Tabu

1: func¢do BuscaTasu(arquivolnstancia, opgdes|])
2:  listaTabu « 0

3: solucaoAtual « novaSolugdoRandomica()
4: listaTabu « listaTabu + solugdoAtual
5: enquanto critériosDeParada faca
6: primeiraExecucdoValida « sim
7: para i < 1 até solucdoAtual.tamanho -1 faca
8: para j < i+ 1 até solugdoAtual.tamanho faca
9: novaSolugdo « troca2opt(solug¢doAtual, i, j)
10: se novaSolugédo ¢ listaTabu entdo
11: se primeiraExecucdoValida entao
12: melhorSolucédo « novaSolucgao
13: primeiraExecugdoValida « ndo
14: senao
15: se avalia(novaSoluc¢édo) < avalia(melhorSolugéo) entdo
16: melhorSolug¢ido « novaSolucao
17: fim se
18: fim se
19: fim se
20: fim para
21: fim para
22: se primeiraExecucdoValida entao
23: solucdoAtual < novaSolugdoRandomica()
24: senao
25: solucdoAtual < melhorSolucao
26: se avalia(melhorSolugéo) < avalia(melhorSolucdoGeral) entao
27: melhorSolu¢doGeral < melhorSolugéo
28: fim se
29: fim se
30: fungdoDeAspiracao(listaTabu)
31: fim enquanto

32: fim fungao

5.2.3 Religacao de caminhos

Segundo autores como Alvarez-Valdes et al. (2007) e Laguna e Marti (1999), o
algoritmo de religagcdo de caminhos foi proposto, por Glover, como uma estratégia de
intensificacdo e diversificagdo no contexto da Busca Tabu. Essa estratégia gera novas
solugdes pela exploragdo de trajetdrias que conectam solugdes de alta qualidade.

Comecando por uma solu¢do, chamada solugdo inicial e caminhando pelos
espagos de vizinhanga que levam até outra solu¢do, chamada solug¢do guia. Essa
movimentagdo pelos espacos de vizinhanga acontece pela introducdo gradativa de
atributos da solucdo guia na solugdo inicial (ALVAREZ-VALDES et al., 2007).
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Figura 43 — Caminho gerado pela movimentagdo que o algoritmo de religagdo de
caminhos faz no espago de buscas
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Ele substitui componentes da solugéo inicial por componentes da solucdo guia,
um elemento por vez, com o intuito que uma solucdo intermedidria, com partes da
solugdo inicial e partes da solugdo guia, seja melhor que ambas as solugdes. Isso parte
do pressuposto que a solugdo 6tima global pode conter parte das solugdes 6timas locais.

O algoritmo de religagdo de caminhos foi escolhido por, além de ter sido criado
como aprimoramento a Busca Tabu, existirem diversos trabalhos na literatura onde
o GRASP ¢ utilizado em conjunto com ele (como os trabalhos de Parejo et al. (2014),
Campos et al. (2014), Marti et al. (2015) e Ferone, Festa e Resende (2016)). Dessa forma,
ele aparenta ser um excelente agoritmo a compor um time composto por GRASP e Busca
Tabu.

O algoritmo de religacdo de caminhos (algoritmo 8) inicia com duas solugdes, a
solucdo inicial e a solucdo guia (linhas 2 e 3). A melhor solugdo geral é a melhor entre a
solugdo inicial e a solu¢do guia (linhas 4 a 8). Ap6s escolher a melhor solugdo geral, o
algoritmo pega elemento a elemento da solucdo inicial (linha 9), remove e acrescenta um
elemento da solugdo guia (linhas 10 e 14), corrige qualquer irregularidade gerada pela
troca (linhas 11 e 15) e marca qual o elemento que foi selecionado (linhas 12 e 18). Esse
elemento selecionado é armazenado para que, quando o algoritmo passar por todas as
trocas possiveis ele possa ser removido da solucdo guia (linha 21) e ndo seja inserido na
solucdo inicial mais de uma vez.

Ao final daitera¢do, a melhor solugdo gerada pela troca do elementos selecionados
toma o lugar da solugdo inicial (linha 22) e da melhor solugao geral, caso sua avaliagdo
seja melhor (linhas 23 a 25) e o algoritmo reinicia o laco principal, tentando trocar o

préximo elemento da solugdo inicial por outro da solugdo guia. Ao terminar todas as
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Algorithm 8 Religacdo de caminhos

1: fung¢dao rRCamiNHOS(solucdo1, solucao2)
2: solucdolnicial « solugaol

3: solucaoGuia « solugéol
4: se avalia(solucdol) < avalia(solu¢do?) entao
5: melhorSolugdoGeral <+ solucaol
6: senao
7: melhorSolucaoGeral <+ solugao2
8: fim se
9: para i < 1 até solucdolnicial.tamanho faca
10: novaSolucdo « solucdolnicial — solugdolnicial[i] + solucaoGuia[1]
11: melhorSolugdo « corrigeEstadosInvalidos(novaSolugao)
12: elementoSelecionado « 1
13: para j < 2 até solu¢doGuia.tamanho faca
14: novaSolucdo « solucdol — solugaolnicial[i] + solucdoGuia[1]
15: novaSolugdo « corrigeEstadosInvalidos(novaSolugao)
16: se avalia(novaSoluc¢édo) < avalia(melhorSolugéo) entdo
17: melhorSolug¢do < novaSolugao
18: elementoSelecionado « j
19: fim se
20: fim para
21: solug¢doGuia « solucaoGuia - solucaoGuia[elementoSelecionado]
22: solucdolnicial <~ melhorSoluc¢ao
23: se avalia(melhorSoluc¢ao) < avalia(melhorSolucaoGeral) entdo
24: melhorSolucaoGeral «— melhorSolucao
25: fim se
26: fim para
27: devolve melhorSolucaoGeral

28: fim fungdo

itera¢des, o algoritmo retorna a melhor solugdo geral, seja a solugdo inicial, guia ou
outra composta por partes de ambas.

E interessante notar que, neste caso, o algoritmo ndo chama uma instancia. Isso
porque o algoritmo de religacdo de caminhos ndo trabalha s6. Ele deve ser combinado
com outro algoritmo para que possa trabalhar. Desse modo, um outro algoritmo ira
carregar a instancia, gerar solucdes e repassar essas solucdes ao algoritmo de religagao

de caminhos para que este possa tentar combina-las e gerar solu¢des melhores.

5.2.4 Algoritmo genético e BRKGA

Baseado no processo evolutivo das espécies proposto por Darwin, os algoritmos
genéticos vem sendo estudados desde a década de 1950, porém ndo ha um consenso
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sobre quem efetivamente criou o método computacional. As principais pesquisas
histéricas dessa drea sdo as pesquisas de Rechenberg (1973) e Holland (1975).

O método segue o principio da selegdo natural de Charles Darwin. Nele a solugdo
é codificada como um conjunto de pardmetros (genes) unidos na forma de uma sequéncia
(cromossomo) e representam um individuo. Esses individuos sdo recombinados na fase
de reproducdo para gerar uma nova populacdo. Os pais sdo escolhidos aleatoriamente
utilizando algum artificio que favoreca a escolha de individuos mais bem avaliados.
Uma vez selecionados, os cromossomos dos pais sdo recombinados utilizando um
processo conhecido como cruzamento (crossover). Mutagdes sao utilizadas em alguns
individuos para garantir a diversidade da populacdo (GONCALVES; RESENDE, 2012).

Neste trabalho a codifica¢do é a estrutura genérica explicada anteriormente e
um individuo seria uma sequencia com todos os itens em uma ordem especifica. A
selecdo dos pais se da pela classificagdo dos mesmos dentro da populagao, neste caso,
um dos progenitores sempre viria da populacdo elite e o outro da populagdo néo elite.
O elitismo, neste caso, se da pelo fato que hd menos individuos da populacao elite que
na populagao nao elite.

O algoritmo genético (algoritmo 9) inicia criando uma nova populagdo de
solucdes de forma aleatoria e classifica-a da melhor para a pior avaliagdo (linhas 2 a 5).
Feito isso se inicia o lago principal do algoritmo (linha 6) que ira salvar a populacdo
elite de uma iteracdo para a seguinte (linhas 7 a 10), adicionar individuos inteiramente
novos e classificando-os na nova populacdo (linhas 11 a 14), gerar uma lista de pares
que irdo cruzar (linha 15) e gerar os filhos a partir dessa lista, mantendo a classificagdo
atualizada (linhas 16 a 19). Ao final, a populagdo atual e a nova populacio sdo invertidas
(linhas 20 a 22) juntamente com suas classifica¢des (linhas 23 a 25) para que na iteragdo
seguinte a populacdo atual seja sobrescrita por novos individuos gerados pelo processo
descrito anteriormente.

F interessante salientar que ndo foi utilizado nenhum operador de mutagéo, em
seu lugar, novos individuos gerados aleatoriamente sdo acrescentados a populagao
em cada iteracdo para evitar sua homogeneidade e garantir que o algoritmo continue
evoluindo em iteracoes mais avangadas.

O operador de cruzamento utilizado é o cruzamento por um ponto. Neste, uma
posicdo de corte é aleatoriamente escolhida entre os cromossomos pais e entdo a parte
esquerda de cada cromossomo é recombinada com a parte direita do outro (OLIVEIRA,
2010). Esse comportamento é mostrado na Figura 44.

Um segundo algoritmo genético desenvolvido foi o BRKGA. Biased Random-Key
Genetic Algorithm (Algoritmo Genético com Chaves Aleatérias Viciadas) ou simplesmente
BRKGA ¢é uma variacdo de algoritmo genético que se utiliza da ideia de chaves aleatérias
proposta por Bean (1994). Foi apresentado por Goncalves e Beirdo (1999) e Goncalves e
Almeida (2002).
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Algorithm 9 Algoritmo genético

1: fun¢do AGENETICO(arquivolnstancia, op¢des|[])
2: parai < 1 até populacdoAtual.tamanho faca

3: populagdoAtual[i] < novaSolugdoRandomica()
4: ordenagaoPorInser¢ao(classificagdoAtual, populacdoAtual[])
5: fim para
6: enquanto critériosDeParada faca
7: para i < i até tamanhoPopulagdoElite faca
8: novaPopulagdo « populacdoAtual[classificagdoAtual[i]]
9: novaClassificacdo[i] « classificacdoAtualli]
10: fim para
11: para j < 1 até tamanhoPopulacdoImigrante faca
12: novaPopulagdo[j + i] « novaSolugdoRanddmica()
13: ordenacdoPorInser¢do(novaClassificagdo, novaPopulagao[; + i])
14: fim para
15: listaPais « organizaPais(classificacdoAtual)
16: para k < 1 até tamanhoPopulagdoDeFilhos faca
17: novaPopulagdo[k + j + i] « cruzamento(listaPais, populagcdoAtual)
18: ordenacdoPorInser¢do(novaClassificacdo, novaPopulacgdolk + j + i])
19: fim para
20: auxTroca < populacdoAtual
21: populagdoAtual « novaPopulacdo
22: novaPopulagdo « auxTroca
23: auxTroca « classificacdoAtual
24: classificagdoAtual < novaClassificagao
25: novaClassificacdo « auxTroca
26: fim enquanto

27: fim fungao

Semelhante ao algoritmo genético tradicional, ele codifica uma solugdo em
cromossomos, com a diferenca que os genes possuem valores fracionados que variam
entre zero a um e toda o processamento da heuristica ocorre independente do problema
e, durante a avaliagdo, um decodificador é colocado para transformar o cromossomo
numa solucdo adequada ao problema (Figura 45).

Os pais no BRKGA sdo sorteados sempre com um individuo da populagdo elite
e outro da populacdo nao elite. No crossover, cada gene é sorteado independente, porém
com probabilidade pe do gene vir do individuo da populacéo elite e 1 - pe do individuo
da populagdo ndo elite (GONCALVES; RESENDE, 2013). Assim, além do elitismo na
escolha dos pais, hd uma tendéncia do algoritmo escolher mais genes do progenitor
elite que do ndo elite.

Apesar de serem dois algoritmos distintos, o pseudo c6digo permanece o mesmo
do algoritmo genético. Isso porque a esséncia do algoritmo BRKGA é a mesma do
algoritmo genético. As principais diferencas estdo na codificagdo no intervalo de zero a

um e no sorteio viciado de onde vira cada gene que compord a solugéo filha.
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Figura 44 — Cruzamento de um ponto.
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Figura 45 — Exemplo de decodificagdo dos genes (circulos) em sequéncia de elementos
do problema original (quadrados).
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Fonte: (GONCALVES; RESENDE, 2013)

5.2.5 Algoritmos Hibridos

Alguns algoritmos hibridos foram feitos pela combinagao entre os ja citados. De
inicio todos os algoritmos sao hibridos da metaheuristica escolhida com a heuristica
HHDHeuristic, isso porque todas as metaheuristicas utilizam uma das varia¢des do
algoritmo proposto por Nascimento, Longo e Aloise (1999) para transformar uma lista
ordenada de itens em um arranjo, portanto isso sera omitido.

A primeira e mais simples hibridiza¢do proposta nesse trabalho é colocar a fase
construtiva do GRASP nos demais algoritmos propostos. Essa hibridiza¢do gera mais
dois algoritmos: A busca tabu com GRASP e o Algoritmo Genético com GRASP. Na
prética, a solugdo inicial da Busca Tabu e a populacao inicial do Algoritmo Genético sdo
gerados utilizando os critérios de gulosidade e aleatoriedade do GRASP.

A segunda forma de hibridizacdo proposta é a aplicagdo da Religacdo de Cami-
nhos dentro do Algoritmo Genético. Isso foi feito substituindo o cruzamento tradicional
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pela Religacdo de Caminhos. Como a Religacdo de Caminhos é um algoritmo de or-
dem O(n?) (desprezando a fung¢do de avaliagdo), substituir totalmente o cruzamento
mostrou-se muito custoso em termos de tempo de computagdo. Entéo foi aplicada a
cada determinado nimero de cruzamentos.

Desse modo os algoritmos testados sao:

GRASP

Busca Tabu

Busca Tabu + GRASP

Algoritmo Genético

Algoritmo Genético + GRASP

Algoritmo Genético + Religacdo de Caminhos

BRKGA

5.3 TIME ASSINCRONO

Um time assincrono pode ser definido como uma arquitetura de inteligéncia
computacional que consiste em multiplos métodos de resolugdo (chamados agentes)
trabalhando juntos em um problema comum (WALDHERR; KNUST, 2014). Essa
arquitetura tem por base um conjunto de agentes autbnomos e um conjunto de memorias
interconectados para formar uma rede ciclica. Resultados ou solugdes testadas sdo
acumulados nas memorias para formar popula¢des. Essas popula¢des variam com
o tempo. Novos membros sdo continuamente adicionados por agentes construtores,
enquanto membros antigos podem ser apagados por agentes de destrui¢do (TALUKDAR
et al., 1998).

Um time assincrono possui trés caracteristicas marcantes: os agentes possuem
autonomia para tomar suas proprias decisdes sobre selecdo da entrada, escalonamento e
politica de alocagdo de recursos; agentes podem ler e escrever na memoria compartilhada
sem a necessidade de coordenacdo entre eles; agentes recuperam, alteram e salvam
informagdes continuamente na memoria compartilhada (FILHO; SANTOS; MENESES,
2012).

Tanto a abordagem de Polyakovsky e M"Hallah (2009), quanto de Mariano (2014)
alcangaram bons resultados e levantaram a possibildiade de combinar metaheuristicas

amplamente utilizadas com um sistema multiagente.
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Na abordagem de times assincronos, existem basicamente trés tipos de agentes:
os agentes de inicializacdo (ou de construcdo), que sdo responsdveis pela criagdo das
solugdes iniciais e colocar na memoria compartilhada; agentes de melhoria, responsédveis
pelo aprimoramento das solugdes presentes na memoria compartilhada; agentes de
destruicdo, responsaveis pelo descarte das solugdes antigas (MARIANO, 2014). Esse

esquema é mostrado na Figura 46.
Figura 46 — Arquitetura baseada em agentes e memoria compartilhada.

Agente A Agente B Agente C

Agente Inicializador Memoria central Agente Destruidor
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Fonte: (MARIANO, 2014)

Para solucionar uma tarefa, uma implementac¢ao do time assincrono usa uma
populagdo de solugdes que sdo melhoradas por agentes de otimizagdo, no qual os
agentes representam diferentes algoritmos de otimizagao. Os agentes trabalham inde-
pendentemente, em paralelo, e cooperam indiretamente usando a memoria comum que
contem a populagdo de solugdes (JEDRZEJOWICZ; WIERZBOWSKA, 2014).

Desse modo, um time nédo precisa de um sistema muito complexo de gerencia-
mento, o que facilita tarefas como inser¢do ou retirada de um agente, recuperacgado de
talhas dos nés ou de comunicagdo entre os mesmos. Desde que o conjunto de memorias
compartilhadas estejam operando, o time assincrono pode funcionar sem grandes
problemas em caso de falha de alguns de seus componentes.

O time de agentes utilizard um conjunto de heuristicas e metaheuristicas para
solucionar o problema de Corte Bidimensional Guilhotinado. Essa caracteristica se
assemelha muito ao conceito de hiper-heuristica. A ideia central de uma hiper-heuristica
é usar membros de um conjunto de heuristica conhecidas e razoavelmente compreendida
para transformar o estado de um problema. Tentando associar cada heuristica com
os estados do problema enquanto ele amadurece e aplicar diferentes heuristicas em
diferentes partes ou fase do processo de solucionar o problema (BURKE et al., 2003).

A ideia de implementagdo do time assincrono, com o uso de diferentes heuristicas,
visa a obtencdo de solugdes melhores com a troca de heuristicas. Fazendo, dessa forma,

com que solugdes que foram trabalhadas com determinada heuristica ou metaheuristica
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seja passada a outro algoritmo para que este consiga melhorar ou superar as dificuldades
de outros algoritmos, como 6timos locais no GRASP ou o excesso de homogeneidade
em algoritmos genéticos.

Todavia, o time assincrono carrega caracteristicas, como a independéncia dos
agentes e pouca coordenacdo entre eles, que fogem um pouco ao conceito de hiper-
heuristica. Além disso, os estados do problema ndo sdo monitorados e, dessa forma,
ndo ha como selecionar as heuristicas que serdo aplicadas e cada fase.

Outra caracteristica que diferencia uma hiper-heuristica de um time assincrono
é qua hiper-heuristica escolherd que heuristica ou metaheuristica serd utilizada em
cada momento, enquanto no time todas as heuristicas sdo utilizadas o tempo todo
visando que a combinag¢do delas tenham uma boa sinergia e gerem boas solugdes.
De fato, a escolha de uma arquitetura baseada em time assincrono em detrimento a
estrutura de uma hiper-heuristica se d4 pelo desconhecimento dos estados do problema
e quais as melhores heuristicas a serem aplicadas em cada um deles. Além da baixa
complexidade no gerenciamento dos agentes, o que permite adicionar ou remover
agentes com facilidade.

5.3.1 Estrutura do time assincrono

A implementacdo do time assincrono utilizado nesse trabalho foi pensada na
simplicidade de alteracdo, acréscimo e retirada de agentes. A modularizacdo dos
componentes integrantes foi o foco no desenvolvimento e isso se reflete na escolha da
estrutura que ird integra-los e quais seriam esses componentes.

A primeira escolha foi pela separagdo dos algoritmos heuristicos e metaheuristicos
do cédigo do time. Para tanto uma camada de abstragdo foi implementada fazendo com
que os algoritmos de otimizagdo fossem implementados isoladamente e um segundo
componente seria responsavel por integrar esses algoritmos na forma do time, ligando-os
ao conjunto de memorias compartilhadas (Figura 47).

Essa estratégia permite que os algoritmos executem de forma independente do
time e que qualquer algoritmo possa ser integrado ao time, desde que suas entradas e
saidas de dados sejam compativeis. Na prética, isso significa que o componente do time
responsdvel pela integragdo do algoritmo ao time faz todo o processo de gerenciamento
de solugdes e passa ao algoritmo apenas as informagdes necessarias para o mesmo
executar e quando este retorna uma solugdo, ele envia essa solugdo para a memoria
compartilhada.

O componente do time assincrono, nomeado cliente, acessa o conjunto de

memorias e pega as informagdes necessdrias para a execuc¢do do algoritmo, em seguida



Capitulo 5. Uma abordagem heuristica 94

Figura 47 — Estratégia de gerenciamento da populac¢do de solugdes.
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Fonte: (BARBUCHA, 2014)

Figura 48 — Conexdo entre os algoritmos e a memoria comum (banco de dados) promovia
pelo cliente.
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executa o algoritmo de otimiza¢do com as configuragdes definidas, pega o resultado
dessa execugdo e envia novamente ao conjunto de meméorias, juntamente com outras
informacdes (Figura 48).

Como conjunto de memoérias comum, foi escolhido um banco de dados, neste
caso o PostreSQL. Usar um banco de dados garante a consisténcia dos dados, o controle
de acesso e a possibilidade de acesso remoto, reduzindo o trabalho de implementacdo
do time. Nesse sentido o PostreSQL foi escolhido por ser uma ferramenta livre e gratuita
com ampla documentacdo e uma grande comunidade de mantenedores. A estrutura do
time com a base de dados é mostrada na Figura 49.

A sobrecarga do sistema causada pelo envio e recebimento das mensagens,
processamento das consultas no banco e atrasos na rede é pequena em relagdo ao tempo
total de processamento de cada algoritmo, uma vez que as mensagens sdo de pequeno

tamanho e os testes foram executados apenas em redes locais.
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Figura 49 — Estrutura cliente servidor do time assincrono.

Fonte: Autoria prépria
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6 RESULTADOS

6.1 METODOLOGIA

6.1.1 Ambiente de testes

Os testes foram executados em uma mdaquina equipada com processador intel
core 2 quad Q8200 4x2,3GHz, 4GB de memoria ram DDR3 1066MHz e sistema Kubuntu
linux 14.04 64bits. Para realizar os testes do modelo foi utilizado o solver de c6digo aberto
chamado Ip_solve em sua versdo 5.5 disponivel no site <http://Ipsolve.sourceforge.net/5.
5/>. Os algoritmos heuristicos e exato utilizaram a mesma configuracdo de hardware,
com exec¢do do Time Assincrono, que executou em rede.

Por demandar de recursos de rede, o Time Assincrono executou em um dos
laboratérios do mestrado, quatro maquinas foram utilizadas. A primeira, equipada
com processador Pentium T4200 2x2,20GHz, 4GB de memoria ram DDR2 800MHz e
sistema linux 14.04 foi utilizada como servidor de banco de dados e nenhum agente foi
executado nela. As demais maquinas possuiam processador Fusion A4-3400 2x2,7GHz,
4GB de memoria ram DDR2 800MHz e sistema linux 16.10 e a rede cabeada em topologia
estrela com switch D-Link 10/100. O banco de dados escolhido foi o PostgreSQL 9.3
(versdo do repositério do Ubuntu 14.04).

6.1.2 Instancias

Devido ao tempo de execugdo dos testes preliminares do modelo matematico, uti-
lizar instancias de tamanhos moderados seria invidvel, por isso foram criadas instancias
de testes com 4 e 5 itens. Para os demais algoritmos foram escolhidas as instancias de
Berkey, Wang, Martello e Vigo, compiladas no trabalho de Lodi, Martello e Vigo (1999a)
e disponivel em <http://or.dei.unibo.it/library/two-dimensional-bin-packing-problem>.

O conjunto de instancias possui dez classe com cinquenta instancias. Cada classe
é dividida em cinco grupos contendo vinte, quarenta, sessenta, oitenta e cem itens, tota-
lizando quinhentas instancias. As seis primeiras classes foram geradas randomicamente
utilizando o método proposto por Berkey e Wang (1987) enquanto as outras quatro
classes foram criadas usando o método proposto por Martello e Vigo (1998). No trabalho
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de Lodi, Martello e Vigo (1999a) hd uma explicacdo detalhada da geragdo, bem como
dos parametros utilizados em cada método.

A ideia inicial era considerar como solugdes 6timas, aquelas que atingissem o
limite inferior, todavia, dois problemas foram detectados. O primeiro é que algumas
instancias demoravam muito para atingir o limite inferior, enquanto outras atingiam
muito rapidamente. O segundo problema foi que o 6timo em relacdo ao nimero de

contéineres pode ndo ser o 6timo em relacdo a aproveitamento, como visto na Figura 50.

Figura 50 — Solugdes 6timas segundo quantidade de contéineres (a), aproveitamento de
sobras internas (b) e ideal (c).

78
o 8 | o
P4 ‘ 23 P8 | o | ps - P |6x10
15x5 9x5 x5 95
= Py | B8 | T8 | 15¢5 Legenda
9x5 P5 | P8 | P7 95 = &+ pz2 | p3 | P5 | P8
P9 | 8x10 | 7x10 |6x10 P10 o oa | vg | 8X10 | 7x10 r__j .
95 x5 i || Perdas internas
| | Perdas externas
P2 | F3 Item
8x8 | 7x8 D
PG | P7 | P5
o 7x10 |6x10| 8x10 F10
K 95

Fonte: Autoria prépria

Na Figura 50 é possivel ver que a solugdo 6tima do problema pode ter mais de
uma face e os critérios para considerar uma solugdo 6tima podem ser mais complexos do
que apenas a quantidade de contéineres necessarios para atender a lista de pedidos. A
primeira solucdo foi obtida através do Greedy Branch and Bound usando o limite inferior
como critério de parada, tal solugdo foi alcangada em 0, 00086 s.

A segunda solugéo foi obtida ao acrescentar o critério de que a sobra interna
teria que ser reduzida, essa solu¢do demorou um pouco mais, cerca de 250 s. A terceira
poderia ser obtida ao tentar maximizar as sobras no altimo contéiner ou maximizar o
tamanho de uma tnica sobra, mas ndo hé garantias que em instancias maiores, que
demandem mais contéineres, os arranjos intermedidrios seriam otimizados também.
Entretanto a otimizag¢do dos contéineres intermedidrios foge ao escopo do tema deste

trabalho e ficard como proposta para trabalhos futuros.
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6.1.3 Limites inferiores

Dell’ Amico, Martello e Vigo (2002) apresentaram um método pseudo polino-
mial para obter limites inferiores para o problema. Esse método transforma os itens
retangulares em quadrados através de sucessivos cortes. Esses quadrados sdo entdo
unidos e o nimero de placas necessarias para comporta todos os itens passa a ser o
limie inferior. Clautiaux, Jouglet e El Hayek (2007) aprimoraram esse método e geraram
novos limites inferiores para o problema. Fleszar (2013) calculou esses limites inferiores
e os disponibilizou no site <https://staff.aub.edu.lb/~kf09/research.htm>.

6.2 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

6.2.1 Modelo matematico

Apesar do grande nimero de restricdes em sua forma compacta, o nimero de
varidveis é bem reduzido em rela¢do a formulagdo ndo estagiada baseada em arvore,

por exemplo. Fazendo uma andlise do nimero total de varidveis temos:

e Ovetor R,_; contendo n — 1 varidveis

O vetor V, contendo n varidveis

As matrizes triangulares Y,_1,-1, Ap—1,4-1, HST3,-1,0-1, HST4,_1,-1, HSTB,,_1 -1,
HSTP,1,-1, WST3,1 -1, WST4,1 -1, WSTB,_1 1, WSTP,_3 ,_ contendo #=£=2

variaveis cada;

As matrizes triangulares H,, ,, HST1,,,, HST2,, ,, HSTA,, ,, Wy, WST1,,,, WST2,, ,,,

{(n—-1 ., .
WSTA,,, contendo - (”2 ) varidveis cada;

A matriz X, , contendo n? variaveis;

Desse modo, a quantidade de varidveis desse modelo estd definida assim:
nVar:n2+8-<@)+10-(w>+n+n—1
nVar=n?+8-(52) +10- (£22) 4 40— 1

aVar = n2 + (8n22—8n) + (10n2—20n+20) tn+n—1
nVar=n*>+4n* —4n+5n* - 15n+10+n+n-1

nVar =10n®2 - 17n+9



https://staff.aub.edu.lb/~kf09/research.htm

Capitulo 6. Resultados 99

O ntimero de restri¢des seguem o seguinte raciocinio:

Uma restricdo de ordem n — 1;

Vinte e duas restri¢des de ordem n;

(n-1)-(n-2)
2

Sessenta e cinco restrigdes de ordem

n(n 1)

Duas restri¢des de ordem

Desse modo, a quantidade total de restricdes desse modelo fica definida assim:
nRes =2 - (222) + 65 - (M)+22n+n—1

nRes =2+ (52) + 65 - (£=22) + 230 - 1

nRes = n* —n + O° — 199 4 65 4 23y — 1

nRes = 212 +265n _ 195112 44n + 64

2
nRes = 2t — 1511 4 64

Assim, para um n = 50 seriam geradas cerca de 24.159 varidveis ou colunas

para o método simplex. Além dessas, também seriam geradas as varidveis de folga ou
excesso, provavelmente uma para cada inequacao (80.039 no total). Assim, ficariam
104.198 varidveis e 80.039 restri¢Oes, valores altos, mas ainda assim, bem menores que os
66 milhdes de varidveis encontrados por Furini, Malaguti e Thomopulos (2016). Além
disso, a taxa de crescimento tanto das restri¢des, quanto das varidveis fica na ordem de
O(n?). Sendo esse um dos maiores entraves para as formulagdes desse tipo (VELASCO,
2005).

A Figura 51 mostra como ficou o arranjo de corte definido pelo modelo para
quatro itens. Nele é possivel ver como a matriz de varidveis x;; ordena os itens. E a
ordem dos cortes ou unides dos retangulos definida na matriz de variaveis y; ;. O vetor
de varidveis v; define se os cortes de cada linha sdo verticais ou ndo (ou seja, horizontais),
enquanto o vetor de varidveis r; define se os retangulos da linha 7 estdo rotacionados
ou ndo. O tempo de execugdo do solver ficou em torno dos 5 segundos para a instancia
com 4 itens.

A Figura 52 mostra como ficou o arranjo de corte definido pelo modelo para
cinco itens. F interessante notar que nem todos os cortes ocorreram na primeira coluna,
como aconteceu no exemplo anterior. Aqui também é possivel ver as rotagdes dos itens
sendo aplicadas realmente. No exemplo anterior também foram aplicadas rotagdes,
mas foram de itens quadrados, o que as torna irrelevante, deste caso as rotagdes foram
aplicadas em itens cuja altura e a largura sdo diferentes e que, de outra forma, ndo seria
possivel a utilizagdo de apenas uma placa.

A Figura 53 mostra como ficou o arranjo de corte definido pelo modelo para
cinco placas, todavia com a placa tendo a metade do tamanho do exemplo da Figura 52.

Nele é possivel ver como o modelo trata essa situa¢do, marcando o dltimo corte como 0,
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Figura 51 — Resultado do modelo com quatro itens.

P1
3x3 1x3 P2
2x2 P3 P4
1x1 1x1
Placa | Lista de itens |
Y4
Y[1 1 B
1 0 0
10 0 1 e
P2 T ]
P1 R(1 11 0] D
P3 P4 P2 P1
P3 P4
X[0 0 0 1]P1 mil
0 01 0|P2
1 0 0 0|P3
0 1 0 0|P4

Fonte: Autoria propria

informando que ndo é possivel unir os dois retangulos abaixo. Também é possivel ver o
descarte deste retangulo. E provavel que, com mais itens, aconteceriam mais descartes e
a situagdo que acontece na lista 1 da matriz Y (nenhuma varidvel com valor 1) se repita
mais vezes. O tempo de execugdo do solver ficou em torno dos 1260 segundos para as
instancias com 5 itens e esse crescimento abrupto desencorajou a utilizagdo do modelo
para instancias maiores.

Nas trés figuras, sobretudo as duas tltimas, é possivel perceber que o nimero
de placas ou contéineres necessarios é dependente da quantidade de cortes. Como o
namero de contéineres cai uma unidade a cada corte e podem haver até um contéiner
por item (caso extremo onde cada item ocupe um contéiner), é possivel afirmar que o

nimero de placas é simplesmente o niimero de itens menos o ndmero de cortes gerados.
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Figura 52 — Resultado do modelo com cinco itens.

20x15
Pl P2 P3 P4 P5
8x10 7x10 6x10 5x9 5x9
Placa | Lista de itens I
Vv
Y [1 0 J
P1 P2 01 1
100 1
1000 0 H]
P4 R[1 10 0 0]
P3
PS5 P4 P5 P3 P1 P2
X0 001 0]lP1 [] []
00 0 0 1|P2
0 010 0|P3
1000 0|P4 ][] []
0100 0|P5

Fonte: Autoria prépria

6.2.2 Greedy Branch and Bound

Devido as caracteristicas expostas do problema, o algoritmo proposto nesse
trabalho ndo usara limites inferiores como critérios de paradas, visando assim localizar
arranjos com melhores distribui¢des dos itens. Como ndo foram usados limites inferiores
como critério de parada, os tempos de execugdo ficariam muito altos, assim foram
tixados em dez minutos. Os resultados estdo listados na tabela 6.

Tabela 6 — Resultados do algoritmo de Greedy Branch and Bound para as instancias de
Berkey, Wang, Martello e Vigo

Classe Grupo | Instancia total
123 45 6 7 8 9 10
1 20 8 58 6 6 10 7 7 8 8 73

continua na proxima pédgina
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Figura 53 — Resultado do modelo com cinco itens e que ocupam duas placas.

Pl P2 P3 P4 P5
10x15 8x10 7x10 6x10 | | 5g9 | |5x9
Placa | Lista de itens I

v
Y |0 0 H]
P1 P2 01 1
1 00 1
1000 0 H |
R[1 10 0 0
P4 P4 P5 P3 P1 P2
P3 X[0 001 0|PL []
P5 0 00 01 P2

0 01 0 0 P3

1000 0 P4 0 0

01 0 0 0]P5

Fonte: Autoria prépria

continuagdo da pagina anterior

Classe Grupo | Instancia total

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

40 11 13 18 17 18 15 14 18 12 15| 151
60 25 23 24 26 22 21 19 25 23 28| 236
80 30 32 31 32 30 33 34 34 35 30| 321
100 37 42 35 37 42 43 32 40 37 47| 392

2 20 11 1 1 1 2 1 1 1 1 11
40 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 20
60 3 3 3 3 3 3 2 3 3 3 29
80 3 4 3 4 4 4 4 4 4 4 38
100 4 5 4 4 5 5 4 5 4 5 45

3 20 7 4 6 5 5 7 6 4 6 7 57
40 8§ 11 13 11 14 11 10 14 10 9 | 111
60 19 17 20 21 16 16 15 22 16 24| 186
80 23 23 25 25 23 29 27 26 28 24| 253
100 25 30 25 27 30 35 27 32 28 37| 296

4 20 11 1 1 1 1 1 1 1 1 10
40 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 20

continua na proxima péagina
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continuacdo da pégina anterior

Classe Grupo | Instancia total
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
60 3 3 3 3 3 3 2 3 3 3 29
80 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 38
100 4 5 4 4 5 5 4 5 4 5 45
5 20 8 4 7 5 6 8 6 5 7 8 64
40 9 13 15 14 15 13 11 17 11 12| 130
60 24 23 21 23 20 19 17 25 20 27| 219
80 29 27 27 30 29 31 36 29 34 28| 300
100 33 38 35 35 37 40 33 37 35 42| 365
6 20 11 1 1 1 1 1 1 1 1 10
40 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 20
60 3 2 3 2 2 2 2 3 3 3 25
80 3 3 3 3 3 4 4 4 4 3 34
100 4 4 3 4 4 5 4 4 4 5 41
7 20 6 5 5 7 6 5 4 6 6 4 54
40 11 15 11 15 10 13 14 12 9 14| 124
60 22 17 20 18 18 16 17 19 17 22| 186
80 27 28 24 27 26 28 29 27 27 28| 271
100 33 34 30 31 31 36 33 35 30 38| 331
8 20 6 6 6 7 5 6 5 6 7 5 59
40 13 14 13 12 10 13 12 12 10 14| 123
60 19 20 19 17 16 18 16 21 19 20| 185
80 25 26 23 26 30 27 26 26 25 29| 263
100 30 33 29 38 34 32 33 34 32 37| 332
9 20 19 14 14 16 16 14 9 14 15 13| 144
40 26 32 29 32 27 29 25 26 22 33| 281
60 48 45 47 44 42 38 44 47 46 46 | 447
80 58 60 58 53 62 64 60 58 52 61| 586
100 73 70 71 81 66 71 69 75 69 75| 720
10 20 6 3 5 5 4 4 5 3 5 3 43
40 9 9 11 7 7 6 9 9 9 10 86
60 14 14 14 10 10 14 13 12 11 10| 122
80 17 15 13 18 17 16 18 13 17 18| 162
100 19 20 20 22 23 18 17 23 20 21| 203
Total 8291

Apenas uma das instancias parou por chegar ao fim da execugédo do algoritmo,

a instancia 4 da classe 9 com 20 itens, todas as demais pararam por atingir o tempo
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limite. Todavia, cento e vinte e cinco delas atingiram o limite inferior para a quantidade
de contéineres e duzentas e sessenta ficaram a até um contéiner do limite inferior. Foi
verificada uma estreita relacdo entre a 4rea percentual de cada item em relagdo ao

contéiner e seu distanciamento do limite inferior.

Figura 54 — Distancia entre os resultados e o limite inferior em relagdo a drea média que
o0s itens ocupam em cada instancia.
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Fonte: Autoria propria

O gréfico da Figura 54 mostra que, no conjunto de instancias testado, quando
os itens ocupavam em média até aproximadamente 10% da area total do contéiner, o
algoritmo ficou a um do limite inferior executando por cerca de dez minutos. A partir
dos 10% até mais ou menos 25% ha um crescimento da distancia entre o alcangado
e o limite inferior e uma nova redugdo a partir desse valor. Para tentar entender o
motivo desse comportamento, foi feita uma comparacdo entre a drea dos itens e o
aproveitamento do limite inferior.

Pelo grafico da Figura 55 é possivel notar que quanto maior a drea do item em
relagdo ao contéiner, maior também sera a distancia entre o limite inferior e o limite
linear. Esse limite linear é o desperdicio minimo, visto que é apenas a soma das areas
dos itens dividido pela drea do contéiner. A partir desses gréficos, pode-se inferir que a
velocidade de convergéncia do algoritmo depende inversamente da 4rea dos itens, mas
diretamente do desperdicio final da solugdo 6tima. Seguindo essa hipétese, o valor de
25% seria o limite para o qual o desperdicio ultrapassa a importancia da drea do item
para defini¢do da velocidade de convergéncia.

Outra informacgao que é possivel retirar desse gréfico é que, como esperado, a
quantidade de itens influi na qualidade das solugdes encontradas no tempo delimitado.
A partir do formato serrilhado do gréfico pode-se inferir ainda que a drea média dos
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Figura 55 — Distancia entre o limite inferior e o limite inferior linear (menor desperdicio
possivel) em relagdo a drea média que os itens ocupam em cada instancia.
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Fonte: Autoria prépria

itens e seu desperdicio final ndo sdo os tnicos fatores relevantes na velocidade de

convergéncia do algoritmo.

Figura 56 — Distancia entre os resultados e o limite inferior em relagdo ao desvio padrdo
das areas dos itens de cada instancia.
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Fonte: Autoria prépria

O gréfico da Figura 56 mostra a relagdo entre a distancia do limite inferior
e a heterogeneidade dos itens das instancias. Nesse grafico é possivel notar essa

correlagdo, porém mais fraca, denotada pela irregularidade na curva de crescimento.
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Aqui novamente vé-se a relagdo da quantidade de itens e a distancia entre a solucdo
encontrada e o limite inferior. Mas, semelhante ao que ocorre com a 4rea, essa relacdo s6
se evidencia a partir de certo valor de desvio (algo préximo a 9%). Esse crescimento se
mantém até cerca de 15%, mas a média dos valores cai lentamente ap6s isso.

Vale salientar que os valores do eixo X dos graficos sdo referentes ao percentual
da drea do contéiner. Assim, 10% implica dizer um décimo da drea do contéiner e ndo
um décimo da drea média dos itens. Levando isso em consideragdo, um desvio padrao
de 25% em uma instancia com area média dos itens de 50% do contéiner, implica dizer
que os itens variam, em média, de 25% a 75% da area do contéiner e ndo de 37,5% a
62,5% (como seria se fosse pela drea média dos itens).

Uma comparagdo pela distribui¢do pela varia¢do da 4rea relativa a média dos
itens é apresentada na Figura 57. A partir desse grafico ndo se pode chegar a conclusoes
mais claras, visto uma baixa correlacdo entre as varidveis, de modo que pode-se afirmar
que o tamanho dos itens em relagdo ao tamanho do contéiner é mais importante que a

relacdo do tamanho dos itens com a média dos mesmos.

Figura 57 — Distancia entre os resultados e o limite inferior em relagdo a homogeneidade
das areas dos itens de cada instancia.
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Fonte: Autoria propria

A quantidade total de contéineres obtidos pelo algoritmo de Greedy Branch and
Bound para atender todas as quinhentas instancias desse conjunto foi de 8291 e o limite
inferior calculado por utilizando o método de Clautiaux, Jouglet e El Hayek (2007) é de
6892 contéineres para atendé-las. Essa diferenga ainda é grande (cerca de 20%), mas vale

salientar que esse é um método exato e que esse comportamento era previsivel, pois o
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algoritmo foi interrompido em apenas 10 minutos, tempo insuficiente considerando a
complexidade encontrada.

Os resultados em relacdo ao limites inferiores podem ser encontrados na tabela 7.
Nessa tabela é possivel ver que a maior concentracdo de resultados que atingiram o
limite inferior estdo nas classes 2, 4 e 6, classes compostas por itens de pequeno tamanho
tamanho em relacdo ao tamanho do contéiner. Outra classe que também concentra uma
boa quantidade de solugdes que atingem o limite inferior é a classe 9, que é composta

por itens de tamanho relativamente grandes em rela¢do ao tamanho do contéiner.

Tabela 7 — Resultados do algoritmo de Greedy Branch and Bound em relacdo ao limite
inferior para as instancias de Berkey, Wang, Martello e Vigo

Classe Grupo | Instancia total
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 20 1,14 100 1,14 120 100 1,11 1,17 1,17 1,14 1,00 | 1,11
40 1,22 1,18 1,20 1,21 1,20 1,07 1,27 1,06 1,09 1,36 | 1,18
60 1,14 1,28 1,14 1,18 1,29 124 1,27 1,19 128 1,17 | 1,21
80 1,25 1,28 1,15 1,23 1,15 1,18 1,10 1,17 1,21 1,20 | 1,19
100 1,32 1,35 1,30 1,23 1,35 1,19 1,14 1,21 1,19 124 | 1,25
2 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 2,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,10
40 200 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,05
60 1,00 1,50 1,00 1,00 1,50 1,50 1,00 1,00 1,50 1,00 | 1,16
80 1,00 133 100 1,33 1,33 133 1,33 1,33 1,00 1,33 | 1,23
100 1,00 1,25 1,33 1,00 1,25 1,25 1,00 1,25 1,00 1,25 | 1,15
3 20 1,40 133 1,20 125 1,25 1,17 150 1,00 1,20 1,00 | 1,21
40 1,33 1,38 1,18 1,22 1,17 1,10 1,25 1,08 143 1,29 | 1,22
60 127 142 154 150 145 1,33 136 1,57 123 141 | 141
80 144 135 147 139 144 153 142 124 133 1,33 | 1,39
100 1,39 143 139 135 143 135 142 145 1,33 1,28 | 1,38
4 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
40 200 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,05
60 1,00 1,50 150 1,50 1,50 1,50 1,00 1,00 1,50 1,00 | 1,26
80 1,00 1,00 133 1,33 1,33 1,33 133 133 1,33 1,33 | 1,27
100 1,33 1,25 1,33 1,00 1,25 1,25 1,33 1,25 1,00 1,25 | 1,22
5 20 1,14 100 100 1,00 1,20 1,00 1,20 1,00 1,17 1,14 | 1,08
40 1,29 1,30 107 1,17 1,15 1,08 1,10 1,06 1,22 1,20 | 1,15
60 1,20 144 124 121 1,33 1,27 1,31 1,39 1,33 1,17 | 1,28

continua na proxima pédgina
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continuagdo da pagina anterior

Classe Grupo | Instancia total
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
80 1,32 1,29 1,13 1,30 1,32 1,24 1,38 1,16 1,31 127 | 1,27
100 143 141 152 140 1,37 1,21 1,38 1,28 1,35 1,20 | 1,34
6 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
40 200 200 1,00 1,00 1,00 2,00 1,00 1,00 2,00 2,00 | 1,33
60 1,50 1,00 1,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,50 1,50 1,00 | 1,19
80 1,00 1,00 1,00 1,00 100 133 1,33 1,33 133 1,00 1,13
100 1,33 1,33 100 133 133 1,25 1,33 1,33 1,33 1,25| 1,28
7 20 1,20 1,25 1,25 1,17 1,20 1,00 1,00 1,20 1,20 1,00 | 1,15
40 1,22 1,36 122 1,25 1,11 1,30 1,40 1,09 1,29 1,27 | 1,25
60 1,47 131 1,33 1,38 1,38 1,23 1,31 1,27 1,31 1,29 | 1,33
80 1,50 1,27 1,33 135 1,30 1,40 1,32 142 135 1,33 | 1,36
100 1,38 142 143 135 141 144 143 140 1,30 1,31 | 1,38
8 20 1,20 1,20 1,20 1,17 100 1,20 1,25 1,20 1,17 1,25| 1,18
40 1,30 1,27 144 1,09 1,25 1,30 1,33 1,20 1,25 1,27 | 1,27
60 1,19 1,33 1,27 1,31 1,23 1,38 123 140 1,36 1,33 | 1,30
80 1,32 1,30 1,28 1,44 125 142 1,37 1,30 1,32 1,38 | 1,34
100 1,30 1,43 138 141 136 1,39 143 136 1,33 132 1,37
9 20 1,00 1,08 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,01
40 1,08 1,00 1,04 1,03 1,00 1,00 1,04 1,00 1,05 1,00 | 1,02
60 1,04 102 102 100 1,02 103 1,10 1,00 1,02 1,02 | 1,03
80 1,00 105 1,02 102 1,02 1,03 1,02 1,00 1,06 1,02 | 1,02
100 1,03 1,09 1,04 1,04 1,02 100 1,05 1,03 1,06 1,04 | 1,04
10 20 1,00 1,00 1,25 1,25 1,00 1,00 1,00 1,50 1,00 1,50 | 1,10
40 1,13 1,29 1,22 1,17 1,17 1,20 1,29 1,29 1,29 1,25| 1,23
60 1,27 1,27 127 143 1,25 1,17 1,30 1,33 1,38 1,25| 1,28
80 1,42 150 1,18 1,38 1,31 1,23 1,29 130 142 1,29 | 1,33
100 1,36 1,33 1,33 1,29 1,35 1,38 1,31 1,28 1,25 1,40 | 1,33
Total 1,20

6.2.3 Heuristicas

Os testes realizados nesta subsessdo seguem os mesmo moldes dos executados
na subsessdo anterior. Com a diferenca que, por se tratar de algoritmos heuristicos,
os algoritmos foram executados ao menos trinta vezes e feita a moda estatistica dos

resultados.



Capitulo 6. Resultados 109

Como os algoritmos podem executar sem estarem atrelados ao time, cada
algoritmo foi executado independentemente e depois executados dentro do time. O
primeiro, em ordem, foi o GRASP. As configuragdes utilizadas foram a = 0,2 e 40
iteragdes. Essa configuragdo foi definida para todas as instancias, através dos resultados
preliminares obtidos com um conjunto pequeno de instancias.

O GRASP alcangou 7084 contéineres na moda dos resultados para o conjunto
de instancias testados. Com esse resultado, ele estaria no mesmo patamar que os
melhores resultados obtidos por Fleszar (2013) e a 21 contéineres para os resultados de
Polyakovsky e M’Hallah (2009), que foi é o melhor encontrado em até o momento pela
revisdo bibliogréfica deste trabalho. Todavia, seu melhor resultado foi de 7049, o que
baixa em 14 o valor do melhor encontrado na literatura. O tempo médio do GRASP foi
de 6,2 segundos para estagnar, na média, na iteracdo 12, mas atingiu 58,2 segundos em
instancias grandes.

Aqui vale relembrar que dentro da funcado objetivo hd uma heuristica de preen-
chimento, de modo que o ntimero baixo de itera¢des é alcancado pelo fato da heuristica
arranjar os itens dentro dos contéineres seguindo suas politicas de otimizagdo. Em
muitos casos, essas politicas da heuristica sdo eficientes o suficiente para que com pouco
ou nenhum esfor¢o da metaheuristica se alcance bons resultados.

A Busca Tabu mostrou-se o algoritmo mais inconstante do todos. Com o segundo
melhor resultado entre os melhores resultados e o segundo pior entre os piores resultados,
a Busca Tabu demostra que a solucdo inicial é muito importante para a qualidade final,
com uma solugdo inicial randdmica, a Busca Tabu abriu um distancia muito grande
entre seu melhor e seu pior resutado. Os pardmetros utilizados nos testes foram 200
iteragdes e tamanho da populacdo igual ao dobro do ntimero de itens de cada instancia.
A Bsuca Tabu obteve 7131 como melhor resultado, mas a moda ficou com 7230.

A Busca Tabu com a fase construtiva do GRASP deveria ser bem melhor que
sua contrapartida, mas nado foi bem isso que aconteceu. Apesar da fase construtiva
do GRASP permitir boas solugdes iniciais, o desenrolar da Busca Tabu ndo conseguiu
cumprir com as expectativas. Talvez os multiplos reinicios do GRASP tenha feito falta na
Busca Tabu. Além das configura¢des da Busca Tabu simples, a Busca Tabu com GRASP
contou ainda com o « = 0, 2. Nesse cendrio, obteve 7127 como melhor resultado, mas a
moda ficou com 7211.

O Algoritmo Genético mostrou-se relativamente rdpido (média de 0,57 segundos
com pior caso de 2,2 contra média de 6,2 e pior caso de 58,2 do GRASP para estagnar),
porém pouco eficiente em relagdo aos resultados do GRASP, ficando a moda com
7247 e como melhor resultado 7196 contéineres. Ele executou por 300 iteragdes, mas
estagnava em torno da iteragdo 73, seus demais parametros foram uma populagdo
de 300 individuos, uma populagao elite de 60 individuos e uma populacdo imigrante

(individuos novos em cada iteracdo) de 30 individuos.
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Combinar o Algoritmo Genético com a fase construtiva do GRASP se mostrou
interessante em termos de resultados. Os tempos permaneceram quase os mesmos do
genético convencional. Porém os resultados se mostraram consideravelmente melhores,
7161 do genético com GRASP contra 7247 do convencional. Sendo o melhor resultado
encontrado com 7131 contéineres.

Esse resultado era esperado, uma vez que a variacdo da heuristica HHDHeuristic
escolhida foi inicialmente pensada para uso com uma lista de itens ordenados pela drea
e a gulosidade do GRASP se baseia na nesse mesmo conceito.

A combinagdo do Algoritmo Genético com a Religacdo de Caminhos mostrou-se
ainda mais interessante, em termos de resultados. mas desastrosa em rela¢do ao tempo.
A Religagdo de Caminhos foi utilizada duas vezes em cada iteracdo, mas seu peso no
tempo total foi alto, a média de tempo foi de 15,85 segundos (contra 6,2 do GRASP)
e seus resultados ndo chegaram a bater os do GRASP, 7115 contra 7084 e seu melhor
resultado ficou em 7090 (contra 7049 do GRASP).

O ualtimo dos algoritmos individuais é o BRKGA. Com relagao as configuragdes,
ele utiliza as mesmas utilizadas no Algoritmo Genético com a diferenga que, neste caso,
hé a tendéncia para o cruzamento caracteristico do BRKGA (afinal, sem a tendéncia
na hora do sorteio, ele ndo seria “viciado”). A tendéncia escolhida, a partir de testes
preliminares, foi de 0,7 ou 70% de chances do gene vir do progenitor elite. O BRKGA
conseguiu melhorar os resultados do Algoritmo Genético convencional, mas ficou
aquém das combinag¢des do Genético com 0 GRASP e com a Religacdo de Caminhos.
Foram 7172 contra 7247 do Algoritmo Genético, 7161 do Genético com GRASP e 7115
do Genético com Religacdo de Caminhos. Mas, ainda assim, aquém dos 7084 do GRASP.
Em relacdo ao tempo, foram em média 0,95 segundos de execugdo até estagnar ou 97
iteracoes.

O time assincrono executou os algoritmos com as mesmas configuragdes descritas
anteriormente, exceto pelo ntimero de iteragdes. Como a ideia é que os algoritmos
vao melhorando as solugdes presentes na memdoria comum, nado faz sentido deixa-los
executar por longos periodos. Assim, os algoritmos executavam por curtos periodos e
enviavam suas solu¢des a memoria compartilhada.

Cada algoritmo foi usado tanto para gerar solu¢des novas (agentes de inicializa-
¢do) como para melhorar solugdes existentes na memoria compartilhada, com exce¢do
do GRASP e BRKGA. Por ser um algoritmo sem memoria, 0o GRASP ndo toma proveito
da existéncia de uma solugdo prévia com bons resultados, diferente do Algoritmo
Genético ou Busca Tabu. O BRKGA até poderia utilizar-se de solugdes prévias, porem
isso demandaria o acréscimo de uma fase de “codificagdo” para transformar uma
solucdo padrao no formato caracteristico do BRKGA (normalizado no intervalo de 0 a 1)
e como ja haviam outros algoritmos que poderiam promover melhorias, foi tomada a

decisdo de deixé-lo apenas como algoritmo de inicializagao.
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Tabela 8 — Configuracdo de cada agente de inicializa¢do e melhoria

Configuracao de cada agente

Tipo Entrada Iteragdes

GRASP Inicializagdo - 5

Busca Tabu Inicializagdo - 20
Busca Tabu + GRASP Inicializagdo - 20
Genético Inicializacdo - 50
Genético + GRASP Inicializacdo - 50
Genético + R. Caminhos Inicializacdo - 20
BRKGA Inicializagdo - 50
Busca Tabu Melhoria Melhor atual 10
Genético Melhoria 10 melhores 20
Genético + GRASP Melhoria 10 melhores 20
R. Caminhos Melhoria 10 melhores 1

Cruzamento Genético Melhoria 10 melhores 1

Tabela 9 — Comparativo entre os algoritmos integrantes do time assincrono e o préprio
time

Comparativo entre os algoritmos isolados e do time
Melhor Pior Média Moda Tempo(s) N°solugdes Iteragdes

GRASP 7049 7108 7083,475 7084 6,221 76688,8 11,83
Busca Tabu 7131 7278 7210470 7230 - - -
Busca Tabu + GRASP 7127 7278 7208,326 7211 - - -
Genético 7196 7282 7245548 7247 0,576 11865,7 72,66
Genético + GRASP 7131 7185 7163,158 7161 0,562 10649,1 65,01
Genético + R. Caminhos 7090 7139 7114,145 7115 15,851 123409,5 88,93
BRKGA 7140 7190 7169,082 7172 0,959 15775,7 96,742
Time assincrono 7045 7117 7085,138 7085 15,627 - -

Os algoritmos de melhoria foram todos os demais, com o acréscimo de mais
dois algoritmos. O primeiro é a Religagdo de Caminhos isolada. Basicamente pega dez
solugdes da memoria compartilhada, sorteia duas delas e tenta combiné-las. O segundo
algoritmo foi o cruzamento do Algoritmo Genético, onde foi feita a mesma coisa que a
Religacdo de Caminhos. As configurag¢oes de cada algoritmo estd disposta na tabela 8.

A tabela 9 compara os algoritmos isoladamente e dentro do time. E importante
notar que o time tem a possibilidade de executar tanto em rede, quanto em varias threads,
o que inviabiliza a contabiliza¢gdo do nimero de iteragdes e solugdes testadas, além de
tornar irrelevante o comparativo de tempo.

Os melhores resultados estdo dispostos na tabela 10. Nela é possivel ver quais
foram os melhores resultados para cada instancia. A tabela 11 mostra um comparativo

desses resultados com o limite inferior de Clautiaux, Jouglet e El Hayek (2007).

Tabela 10 — Melhoress resultados do Time Assincrono para as instancias de Berkey,
Wang, Martello e Vigo
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Classe Grupo | Instancia total
1 2 3 4 5 6 8 9 10
1 20 7 5 7 5 6 9 6 6 7 8 66
40 9 11 15 14 15 14 11 17 11 11| 128
60 22 18 21 22 17 17 15 21 18 24| 195
80 24 25 27 26 26 28 31 29 29 25| 270
100 28 31 27 30 31 36 28 33 31 38| 313
2 20 11 1 1 1 1 1 1 1 1 10
40 12 2 2 2 2 2 2 2 2 19
60 3 2 3 3 2 2 2 3 2 3 25
80 3 3 3 3 3 3 3 3 4 3 31
100 4 4 3 4 4 4 4 4 4 4 39
3 20 5 3 5 4 4 6 4 4 5 7 47
40 6 8 11 10 12 10 8 13 8 8 94
60 16 12 13 14 12 12 11 14 13 17| 134
80 16 17 17 18 17 19 20 21 21 18| 184
100 19 22 19 20 22 26 20 22 22 29| 221
4 20 111 1 1 1 1 1 1 1 10
40 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 19
60 3 2 3 3 2 2 2 3 2 3 25
80 3 3 3 3 3 3 3 3 4 3 31
100 3 4 3 4 4 4 3 4 4 4 37
5 20 7 4 7 5 5 8 5 5 6 7 59
40 § 10 14 12 13 12 10 16 9 10| 114
60 20 16 18 19 15 15 14 18 16 23| 174
80 22 22 24 23 22 25 26 26 27 22| 239
100 24 28 24 26 28 33 25 29 27 35| 279
6 20 11 1 1 1 1 1 1 1 1 10
40 12 2 2 2 2 2 2 1 1 17
60 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 21
80 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 30
100 3 4 3 3 3 4 3 3 3 4 33
7 20 5 5 5 6 6 5 4 6 6 4 52
40 9 12 9 13 9 11 10 11 8 12| 104
60 16 13 16 14 13 13 14 16 14 18| 147

continua na proxima pédgina
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continuacdo da pégina anterior

Classe Grupo | Instancia total
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
80 20 23 19 21 22 21 23 21 22 23| 215
100 26 25 23 25 23 28 25 27 25 31| 258
8 20 6 6 5 6 5 6 4 5 6 4 53
40 11 12 10 11 8 11 10 10 9 12| 104
60 16 16 16 14 13 14 13 16 15 17| 150
80 20 21 19 19 25 21 21 21 21 23| 211
100 25 25 22 29 27 25 25 27 26 30| 261
9 20 19 13 14 16 16 14 9 14 15 13| 143
40 24 32 28 31 27 29 24 26 21 33| 275
60 46 44 46 44 41 37 40 47 45 45| 435
80 58 57 57 52 61 62 59 58 49 60| 573
100 71 64 68 78 65 71 66 73 65 72| 693
10 20 6 3 4 4 4 4 5 3 5 3 41
40 8 8 9 6 6 6 7 7 8 8 73
60 11 12 11 8 8 12 10 10 9 8 99
80 13 11 11 14 14 13 14 10 12 14| 126
100 15 16 16 17 18 13 14 18 16 15| 158
Total 7045

Tabela 11 — Melhores resultados do Time Assincrono em relagdo ao limite inferior para

as instancias de Berkey, Wang, Martello e Vigo

Classe Grupo | Instancia total
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
40 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
100 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
2 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
40 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
100 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00

continua na proxima pédgina
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continuagdo da pagina anterior

Classe Grupo | Instancia total
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
40 1,00 100 1,00 1,11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,14 1,14 | 1,04
60 1,07 100 100 1,00 1,09 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,02
80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,06 1,00 1,05 1,00 1,00 1,00 | 1,01
100 1,06 1,05 1,06 100 1,05 1,00 1,05 1,00 1,05 1,00| 1,03
4 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
40 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
60 1,00 1,00 1,50 1,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,10
80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,33 1,00 | 1,03
100 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
5 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
40 1,14 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01
60 1,00 1,00 1,06 1,00 1,00 1,00 1,08 1,00 1,07 1,00 | 1,02
80 1,00 1,05 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,04 1,04 1,00 | 1,01
100 1,04 1,04 104 1,04 1,04 100 1,04 1,00 1,04 1,00 | 1,03
6 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
40 1,00 2,00 1,00 1,00 1,00 200 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,20
60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
100 1,00 1,33 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,03
7 20 1,00 1,25 125 1,00 1,20 1,00 1,00 1,20 1,20 1,00 | 1,11
40 1,00 1,09 100 1,08 1,00 1,10 1,00 1,00 1,14 1,09 | 1,05
60 1,07 100 1,07 1,08 1,00 1,00 1,08 1,07 1,08 1,06 | 1,05
80 1,11 105 106 1,05 1,10 1,05 1,05 1,11 1,10 1,10 | 1,08
100 1,08 1,04 1,10 1,09 1,05 1,12 1,09 1,08 1,09 1,07 | 1,08
8 20 1,20 1,20 1,00 1,00 1,00 1,20 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,06
40 1,10 1,09 1,11 1,00 1,00 1,10 1,11 1,00 1,13 1,09 | 1,07
60 1,00 1,07 1,07 1,08 1,00 1,08 1,00 1,07 1,07 1,13 | 1,06
80 1,056 1,05 106 106 104 1,11 1,11 1,05 1,11 1,10 | 1,07
100 1,09 1,09 105 1,07 1,08 1,09 1,09 1,08 1,08 1,07 | 1,08
9 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
40 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
100 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00

continua na proxima pédgina
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continuagdo da pagina anterior

Classe Grupo | Instancia total
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,50 1,00 1,50 | 1,10
40 1,00 1,14 1,00 1,00 1,00 1,20 1,00 1,00 1,14 1,00 1,05
60 1,00 1,09 100 1,14 100 1,00 1,00 1,11 1,13 1,00 | 1,05
80 1,08 1,10 100 1,08 1,08 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,03
100 1,07 1,07 1,07 100 1,06 1,00 1,08 1,00 1,00 1,00 | 1,03
Total 1,02

Alguns desses resultados merecem uma atengao especial, eles mostram tanto a
forca, quanto a fragilidade da utilizagdo de uma abordagem por codificagdo. O primeiro
desses resultados, na realidade é um conjunto de resultados. A classe de instancia 9
(a que possui os maiores itens) obteve seus melhores resultados na primeira iteragao,
ou melhor, antes dela. Isso porque a heuristica de montagem HHDHeuristic montou o
melhor resultado sem o auxilio das metaheuristicas. Esse comportamento se repetiu,
independente se a solugdo era gerada aleatoriamente (Busca Tabu, Algoritmo Genético,
BRKGA) ou com gulosidade (GRASP ou combinados com ele). Outras instancias também
obtiveram esse comportamento, mas mais espacadamente, apenas a classe 9 apresentou
esse comportamento em sua totalidade.

O segundo resultado que merece destaque é o resultado para a instancia 6 do
grupo de 40 itens da classe 6. Em primeiro lugar, essa classe apresentou os menores
desvios padrdes, com excecdo de uma instancia (instancia 8 do grupo de 100 itens),
todos os algoritmos ficaram com o desvio padrdo zerados. Todavia isso ndo significa
que alcangcaram o 6timo. O resultado da instancia 6 do grupo de 40 itens deixa isso claro
(Figura 58).

Como pode ser visto, o item “P12” poderia ser facilmente alocado ao lado dos
itens “P24” e “P16”, se a ordem do corte fosse primeiro vertical e depois horizontal,
mas o algoritmo HHDHeuristic opta por realizar primeiro o corte horizontal e depois
o vertical pois gerard a maior sobra no momento do corte do item “P24”. Esse com-
portamento impediu que o melhor resultado fosse obtido e nenhuma metaheuristica
conseguiu contornar esse problema com o limite de 30 execugdes com as configuragoes
padronizadas.

Apenas 0 GRASP conseguiu contornar isso (Figura 59), porém com um ntimero
muito maior de iteragdes, estagnando por volta de 850 iteragdes contra 12 das outras
instancias. E provével que a Busca Tabu alcangasse esse resultado com muitas execugdes
(léia-se reinicios), todavia ndo foi alcangado nos testes realizados. O resultado da Figura
59, apensar de vélido, ndo estd sendo contabilizado nos resultados oficiais, isto porque
as configuragdes que levaram a ele sdo muito diferentes das configuragoes escolhidas

para as demais instancias.
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Tabela 12 — Comparativo feito por Mariano (2014) com o acréscimo dos resultados do
presente trabalho

Comparativo entre alguns algoritmos para a classe 10

Quantidade de itens
Método 20 40 60 80 100 | Ano
FBS2 42 75 103 131 163 | 1999
FC2 41 74 101 130 163 | 1999
Busca Tabu-Lodi 43 75 104 130 166 | 2002
GLS 42 74 102 130 162 | 2003
HBP 42 74 102 130 160 | 2003
WA 43 74 102 129 159 | 2009
GRASP-Velasco 42 74 100 129 159 | 2010
MS-LGFi 42 74 101 129 160 | 2012
EA-LGFi 42 74 101 128 160 | 2012
FFIH 42 73 101 130 161 | 2013
BFIH 42 73 101 130 160 | 2013
CFIH 43 73 101 129 159 | 2013
FFIH+]4 42 73 101 130 161 | 2013
BFIH+]4 42 73 101 129 160 | 2013
CFIH+J4 42 73 101 129 159 | 2013
Time assincrono-Mariano | 41 73 100 127 159 | 2014
Time assincrono-Silva 41 73 99 126 158 | 2017
Limite inferior-CJH 39 70 95 122 153 | 2007

Com relagdo a qualidade das solugdes frente a area que os itens das instancias
ocupam, o time apresentou as mesmas caracteristicas que o algoritmo de Branch and
Bound com gulosidade. A distdncia para o limite inferior cresce de 10% até o item
ocupar cerca de 25% da drea do contéiner e desce ap6s esse valor. O que leva ao
questionamento se essa ndo é uma caracteristica constante do problema, quando mais
os itens se aproximam de 25% da drea, mais dificil o problema se torna. Claro, ha a
necessidade de testar diferentes heuristicas de montagens para que se possa afirmar
com convicgao.

A tabela 12 apresenta os resultados para a classe 10. Isso porque o autor optou
por utilizar apenas essa classe para comparar com os demais algoritmos. Fazendo um
comparativo rapido, é facil perceber que houve uma melhoria em relacdo aos resultados
obtidos pela outra abordagem que utiliza time assincrono. Uma hip6tese para isso esta
na utilizagdo do HHDHeuristic dentro dos algoritmos e ndo como um algoritmo a parte,
uma vez que os resultados obtidos pela maioria dos algoritmos propostos aqui ficou
aquém dos resultados obtidos pelo GRASP, algoritmo que também esta presente no
outro time assincrono.

A tabela 13 apresenta um comparativo dos melhores resultados encontrados na

revisdo bibliografica para o conjunto de instancias, juntamente com suas heuristicas
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Tabela 13 — Comparativo entre alguns modelos de solu¢des com os do presente trabalho

Comparativo entre alguns algoritmos para todas as instancias

Método Tipo Contéineres % lim. inferior | Ano
KP H 7297 5,876% 1999
TSKP H M 7101 3,032% 1999
GLS H 7367 6,982% 2003
A-B H Hp 7063 2,481% 2009
CH H 7161 3,903% 2011
CHBP H A 7064 2,495% 2011
CFIH H 7100 3,018% 2013
CFIH+]J4 H A 7080 2,728% 2013
HHDHeuristic H 7349 6,631% 1999
GRASP+HHDHeuristic | H M 7049 2,278% 2017
Time assincrono H M A-team 7045 2,220% 2017
Lower Bound pseudo-polinomial 6892 0,000% 2007

H — Heuristica

A — Aprimoramento
M — Metaheuristica
Hp — Hiperheuristica

bases. E interessante notar o ganho quando uma heuristica é aplicada em conjunto com

uma meta-heuristica. Apenas a heuristica de CFIH e seu aprimoramento CFIH+J4 de

Fleszar (2013) apresentam uma pequena distancia (20 contéineres).
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Figura 58 — Arranjo da instancia 6 do grupo de 40 itens da classe 6.
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Figura 59 — Arranjo da instancia 6 do grupo de 40 itens da classe 6 com limite de 3000

iteracoes.
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Figura 60 — Distancia entre os resultados e o limite inferior em relagdo a drea média que
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7 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Os resultados dos algoritmo mostram que o objetivo principal deste trabalho
foi alcangado, uma vez que reduzimos em 19 placas o melhor resultado presente
na literatura. E é provavel que esse resultado seja melhorado com mais iteragdes ou
configuragdes expecificas para cada tipo de instancia, visto o ocorrido com a instancia 6
do grupo de 40 itens da classe 6, o que reduz ainda mais o melhor resultado encontrado
por nossos algoritmos.

As conclusdes principais ao término deste trabalho é que a dificuldade do
problema aparenta crescer com a aproximacdo da drea dos itens a 25% da area do
contéiner. Itens pequenos demais (abaixo de 10% da drea do contéiner) geram padrdes
6timos ou bem préximos a ele com certa facilidade, mesmo para algoritmos exatos. A
mesma coisa ocorre quando os itens sdo grandes demais, com &dreas préximas a 50% da
area do contéiner.

Acreditamos que 4reas maiores inviabilizem grande quantidade de arranjos,
possibilitando que a busca exaustiva percorra um pequeno espaco de solucdes viaveis.
No caso de itens pequenos, isso provavelmente ocorre porque existem muitos arranjos
6timos, ou seja, arranjos que a quantidade de contéineres necessarios para contemplar
todos os itens do pedido é a minima. Assim, o algoritmo consegue encontrar um desses
padrdes com mais facilidade.

E importante notar que todas as instancias de Berkey, Wang, Martello e Vigo
foram geradas aleatoriamente e que nenhuma delas aparenta ter uma solugdo sem
sobras. Talvez isso tenha colaborado para os resultados obtidos nesse trabalho. Podemos
citar, por exemplo, as instancias de 9 e 10 itens criadas para ajustar os algoritmos exatos,
onde a primeira (sem sobras) tomou 13,029607 segundos enquanto a mesma instancia
com um item a mais (que gera sobras) levou 0,00086 segundos.

O exemplo dessas instancias de 9 e 10 itens levanta a hip6tese que instancias com
sobras possibilitam mais solu¢des 6timas, com relagdo ao nimero de contéineres. Com
relacdo ao aproveitamento de cada contéiner, essa hipé6tese pode ser descartada.

Outra conclusdo importante a que se chega pelos resultados é que a utilizagdo de
heuristicas de montagens (como o HHDHeuristic ou GLS) associada a metaheuristicas
baseada em busca (como GRASP e Busca Tabu) possuem grande potencial de encontrar
boas solugdes em pouco tempo, todavia a solugdo inicial mostrou-se muito importante.
Os melhores resultados obtidos na literatura, por exemplo, pertencem a trabalhos que
optaram por essa abordagem (tais como Polyakovsky e M"Hallah (2009), Lodi, Martello
e Vigo (2004) e Mariano (2014)).

Todavia, a utilizacdo de uma heuristica de montagem também pode limitar
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os resultados, como nos casos da instancia 6 do grupo de 40 itens da classe 6 e da
instancia 8 do grupo de 100 itens da classe 6, onde os critérios de otimizagdo heuristicos
dificultaram a localiza¢do da solugdo 6tima. Na segunda instancia, as metaheuristicas
baseadas em buscas locais (GRASP e Busca Tabu) conseguiram superar essa fragilidade
da heurfstica, mas no primeiro caso nao foram capazes de alcangar o resultado 6timo.

Como proposta para trabalhos futuros acreditamos que a utilizacdo de mais
de uma heuristica de montagem venha a ser interessante, visto que as limitacdes de
uma podem ser superadas pelas outras. Essa caracteristica é muito bem aproveitada no
trabalho de Mariano (2014), onde, além da heuristica HHDHeuristic, foram utilizadas
heuristicas de montagem em faixas e desmontagem e remontagem em niveis da drvore
bindria. A utilizagdo de diferentes heuristicas também poderia vir a confirmar ou negar
a hipétese do aumento da complexidade do problema quando a drea média dos itens se
aproxima de 25% da 4rea do contéiner.

Como dito anteriormente, alguns estados redundantes podem ser removidos
pelo uso da estratégia de programacdo dinamica dentro do Greedy Branch and Bound e
seria interessante testa-la para ver se o ganho na remogao desses estados compensa a
sobrecarga que a verificacdo das listas da programacado dindmica vai causar.

Outra proposta com rela¢do ao algoritmo exato. Existe a possibilidade que separar
0s itens em subconjuntos possa aprimorar os resultados. Isso porque o acréscimo de
um item pode fazer com que o tempo de resolugdo cres¢a muito. Tratando o problema
em duas etapas, inicialmente como um problema de particionamento de conjuntos
e aplicar as jung¢des depois, pode melhorar o desempenho, uma vez que o problema
de particionamento de conjuntos de forma mais simples que o problema de corte
bidimensional guilhotinado, devido as suas restri¢des espaciais.

Com relagdo ao modelo matematico, seria interessante a redugdo do modelo.
Mesmo que o mesmo tenha um crescimento do nimero de restrigdes e varidveis na
ordem de O(n?), o numero total ainda é muito alto para sistemas computacionais
resolverem, de modo que o modelo néo foi testado a fundo. A ideia era que as trés
abordagens se utilizassem das instancias de Lodi, Martello e Vigo (1999a), mas o modelo

se mostrou lento, mesmo com as instancias de pequeno porte.
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